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Apărută la începutul secolului trecut, teoria elasticității a atras repede 
asupră-i atenția a numeroase personalităţi de prim rang ale științei. 

În urmă cu 100 sau 50 de ani, tratate ca cele ale lui Lam, Olebsch 
și Saint- Venant sau Love puteau cuprinde încă ansamblul cunoștințelor 
de teorie a elasticităţii. Dar în ultimele decenii mecanica solidului deforma- 
bil a cunoseul o nouă perioadă de intensă dezvoltare. În aceste condiţii, încer- 
carea de a realiza o carte care să cuprindă, măcar în linii mari, rezultatele 
şi metodele teoriei elasticităţii în faza sa actuală pare dinainte sortită la eşec. 

În volumul de faţă am căutat de aceea numai să selecționăm ceea ce 
e fundamental pentru înţelegerea cercului de idei și posibilități ale teoriei 
elasticităţii. În această alegere am căutat să reținem numai ceea ce e strict 
necesar pentru orientarea independentă în vasta literatură de specialitate. 

În anul 1862, A. Olebsch scria în prefața cărții sale 'Theorie der Elas- 
tizităt tester Kârper următoarele : „„În studiul științei de care ne ocupăm, 
dacă ținem seama de interesul fizic, cunoașterea teoriilor matematice relative 
la ea nu e nici absolul necesară, nici deosebit de utilă. Voi da astfel ca exemplu 
fie și teoria ecuaţiilor cu derivate parțiale, care nu poate fi cu ușurință uli- 
lizală în aplicații”. Și Clebseh nu era inginer, ci malematician ! Dimpotrivă, 
eraminarea stării de lucru acluale ne arată că cercetarea contemporană în 
teoria elasticităţii este încă ades frînată chiar de redusa eficacitate a apara- 
tului matematic de care ea trebuie să facă uz. Tocmai eforturile pentru amelio- 
rarea acestui aparat fac ca teoria elasticității, cu tot trecutul ei mai mult 
decît secular, să fie azi în continuă și ades furtunoasă dezvoltare. 

Teoria elasticității poate fi privită ca studiu al unor probleme la limită 
pentru un anumit sistem de ecuaţii cu derivate parțiale. Partea pur „„fizică” 
a teoriei poate fi redusă la stabilirea relațiilor de bază, la alegerea acelor 
mărimi şi raporturi între ele care trebuie să caracterizeze noţiunea de „corp 
elastic”, În definitiv s-ar putea construi o expunere a ei în stilul „„Mecamicii 
Analitice”, despre care Lagrange declara cu satisfacţie că nu conține nici o 
singură figură. 

Dar teoria elasticității nu e o teorie matematică, ci o ramură a mecanicii. 
lar mecanica însăşi este una dintre ştiinţele fundamentale ale naturii, al 
cărei studiu nu coincide cu studiul matematic al ecuațiilor sale. 

Mecanica — și în particular teoria elasticităţii — nu are o structură 
aviomatică şi expunerea ei nu constă din înlănțuirea unui șir de teoreme. 
Nu orice corpuri geometrice şi nu orice condiţii la limită sînt interesante în 
studiul sistemului de ecuaţii pomenit mai sus. Aceasta fereşte teoria de ab- 
stractizări îmutile ; face să se simtă mai mult grija pentru rezultatele utile 
praclicii ; duce la adoptarea metodelor matematice nu după gradul lor de 
exiremă generalitate, ci adesea după simplilate şi eficacitate. 
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Aparatul matematic folosii în această carte se limitează în mare la 
capitole clasice ale teoriei ecuaţiilor fizicii matematice și ale teoriei func- 
țiilor de o variabilă compleză. 

Am căutat să ușurăm munca cititorului printr-o expunere detaliată 
a raționamenielor, precum și prin citarea amănunțită a surselor. La dispozi- 
ția cititorului calificat sînt puse indicații asupra lucrărilor care dezvoltă 
punele de vedere mai noi sau mai generale, ce depășesc limitele expunerii 
de faţă, limite cu grijă subliniate de fiecare dată. 

Dintre ivatatele clasice îndicăm aici lucrările lui G. Lame [1], 
A. Clebsch și B. de Saint-Venant [1] şi A. Love [1). Fiecare dintre ele a făcut 
epocă, iar cea din urmă prezintă încă interes și în prezent. 

Starea de lucruri de pînă la 1900 — 1910 este analizată în ar- 
ticolele de sinteză ale lui Th. von Kărmân [1], [2]; 0. Miiller și A. Timpe 
[1]; 0. Tedone [2]; O. Tedone şi A. Timpe [1]. Rezultatele obținute înainte 
de 1925 sînt pe scurt expuse în Handbuch der Physik de către E. Treffte 
[3] şi J. Geckeller [1], articole interesante şi astăzi. În ediția postbelică 
a aceluiași Handbuch, elasticitatea clasică este examinată numai în ar- 
ticolul lui I. Sneddon și D. Berry [1], eu dimensiuni mai restrînse. Un, 
loc împoriani e rezervat problemelor generale ale bazelor teoriei în va- 
viamtele sale cele mai moderne, în articolele — veritabile monografii — lui C. 
TPruesdeil [1], şi mai ales 0. Truesdell şi R. Toupin [1] şi 0. Truesdell și W. 
Noil [1]. Mai indicăm două cărți recente asupra mecanicii mediilor continue, 
mai accesibile, dar nu mai puţin utile : P. Germain [1] şi W. Prager [2]. Un 
puneti de vedere critic şi bogate indicaţii bibliografice sînt oferite de articolele 
de sinteză ale lui E. Sternberg [4] şi J. Goodier [3], [4]. În afara presei 
periodice de specialitate, subliniem încă importanta urmăririi seriilor „„Ad- 
vances în applied mechanics”, „„ Progress in solid mechanics” și „„Symposia 
în applied mathematics”, cu contribuţii la problemele cele mai moderne. 

Literatura de specialitate se îmbogățește în fiecare an cu mai bine de 
10 000 de titluri, dintre cave cel puţin 20%], în domeniul teoriei clasice a 
elasticităţii. Se poate încerca urmărirea informativă a acestei avalanşe de 
lucrări cu ajutorul unor reviste ca „Applied Mechanics Reviews”, „,Mathe- 
matical Reviews” și „„Referationii Jurnal Mehanika” (cea mai completă). 

Pentru materialul inclus în volumul de faţă, tabla de materii este edi- 
ficatoare. Prezentarea, sub o formă sau alta, a chestiunilor ce conduce la sta- 
bilirea sistemului complet de ecuaţii ale teoriei elasticităţii, este obligatorie. 
Alcătuirea restului lucrării, așadar a celei mai mari părți a ei, corespunde 
convingerii autorului că anumite metode sau soluţii sînt de interes deosebit 
şi reprezintă un bun definitiv cîştigat al teoriei. Printre acestea întră metoda 
teoriei funcțiilor de o variabilă compleză în problemele amtiplană și plană 
şi metoda potenţialilor armoniei de deplasare în problemele tridimensionale. 

Ca principale surse de informare recomandăm : pentru problema anti- 
plană — L. Milne- Thomson [3] şi N. Mushelişvili [5], capitolul 7; pentru 
problema plană — N. Mushelişvili [5], L. Milme-' Thomson [2], A. Green, 
și W. Zerna [I], capitolele 6—8; pentru problema tridimensională — 
A. Laurie [4]. 
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Deosebit de valoroase sînt, după părerea noasiră, cărțile lui Chi Teh 
Wang [1], S. Timoshenko și J. Goodier [1] (ambele cu numeroase aplicaţii), 
L. Landau şi E. Lifşiț [1] (foarte compactă şi interesantă prin consideraţiile 
de principiu) şi 1. Sokolnikoff [2] (cel mai modern și mai bine echilibrat 
din punctul de vedere al materialului cuprins printre tratalele de elastosta- 
tică liniară). 

O lucrare utilă, deşi acoperind numai o arie mai restrînsă de probleme, 
este cea a lui V. Novojilov [3]. Recomandăm de asemenea cărțile lui R, South- 
well [3] și A. Sommerfeld [1], nu îndestul de sistematice, dar conținînd mult 
material interesant, şi mai ales pe cea a lui P. Papkovici [4), foarte utilă şi 
azi, la 30 de ani după apariție. Pentru anumite aspecte elementare se pot 
utiliza și manualele lui M. PFilonenko- Borodici [1) şi L. Leibenzon [1]. 

Evistă numeroase cărţi de rezistență a materialelor şi de dinamică tehnică 
utile a fi consultate: Gh. Buzdugan [1], A. Iliușin şi V. Lenski LI], R. 
P'Hermite [1], lu. Rabotnov [2], precum şi tratatele mai vechi ale lui N. 
Beliaev [2), C. Biezeno şi R. Grammel [1], M. Filonenko- Borodici et al. [1]. 

Literatura cu caracter istoric în acest domeniu nu e prea bogată. Indicăm 
capitolul introductiv la volumul lui A. Love [1); lucrările lui S. Timoshen- 
ko [2]; ]. Todhunter şi K. Pearson [1]; articolele lui G. Bouligand [1], 
C. Truesdell [3), [7]. 

Textul de faţă e strict limitat la cadrul elastostaticii liniare a corpurilor 
omogene și izotrope. De aceea nu dăm detalii asupra teoriei neliniare, nici 
asupra teoriei corpurilor anizotrope (pentru unele indicaţii vezi finele Ş 4.1), 

Nu vom considera problemele dinamice nu datorită unor dificultăţi 
speciale, cât pentru că tematica matematică a elastodinamicii e cu totul diferită 
de cea a elastostaticii (vezi $ 4.12). Nu ne vom ocupa de teoria plăcilor plane 
și curbe, care formează azi o disciplină aparte (vezi, de pildă, A. Goldenveizer 
[1], 8. Timoshenko și S. Woinowski-Krieger [1], V. Visarion [1], [2)). În 
fine, nu vom considera studiul metodelor aproximative, a căror prezentare 
corectă pretinde un aparat de analiză funcțională relativ dezvoltat (vezi, de 
exemplu, S. Mihlin [2)—[4)). 

Acestea sînt limitele pe care o carte de elastostatică clasică trebuie să 
le respecte şi pe care vrem să le subliniem dinainte. Cu toate acestea, aria aco- 
perită de expunerea de faţă rămîne suficient de largă pentru a cuprinde me- 
numărate aplicaţii practice. În particular, cartea este scrisă și în speranţa 
că ea ar putea fi utilă şi inginerilor preocupați de probleme apropiate teoriei 
elasticității şi convinși de însăși tehnica modernă că metodele clasice ale 
rezistenței materialelor sînt deja în multe direcții depășite. 

Mulţumim aici tuturor acelora care au avul bunăvoința de a citi lucrarea 
în manuscris şi de a ne comunica observaţiile lor. 

Mulţumim colegilor noştri E. Nicolau (care a efectuat măsurătorile 
cerute de unele exemple din $ 5.16 şi a pregătit bună parte din $ 6.13) şi 1. 
Zamfirescu (care a efectuat calculele necesare pentru tabelele din Ş 10.6, Ş 10.10 
şi pentru trasarea curbelor din Ş$ A.6 şi Ş 4.7). 
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Doresc să exprim profunda mea recunoştinţă faţă de toți cei care 
m-au îndrumal în studiul mecanicii ; faţă de acad. prof. Caius lacob (de la 
Universitatea din București) şi prof. Paul Germain (de la Universitatea din 
Paris), fără sfatul şi încurajarea cărora această lucrare n-ar fi văzut 
lumina tiparului ; și faţă de soția mea pentru sprijinul moral de mnepre- 
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$ 1. GENERALITĂŢI 


Practica stă la originile teoriei elasticităţii. 

Toporaşele epocii paleolitice, coloanele palatului din Cnossos, podul 
din Gard — toate sînt semnul utilizării proprietăţilor corpului solid capa- 
bil să suporte și să transmită anumite sarcini. Totodată, legende ca cea a 
turnului Babel sau a Minăstirii Argeşului ne furnizează, sub o formă fan- 
tastică, informaţii despre mai catastrofe în domeniul construcțiilor, semn 
al insuficientei cunoașteri a proprietăţilor corpului solid. 

Studiul proprietăților materiei a dus de la acumularea de fapte la 
elaborarea unor puncte de vedere ştiinţifice, care tindeau la explicarea 
fenomenelor, la prevederea şi producerea lor în condiţii dorite. Una din 
primele discipline ştiinţifice formate a fost mecanica. În cele peste două 
milenii scurse de la originile ei, mecanica s-a dezvoltat considerabil. Meca- 
nica punctului material, mecanica sistemelor de puncte, mecanica solidului 
rigid, mecanica mediilor continui deformabile — iată principalele sale 
subdiviziuni. 

Teoria elasticității este una din cele mai importante ramuri ale me- 
canicii mediilor continui deformabile. În domeniul ei intră studiul tuturor 
corpurilor solide ce ne înconjoară, din punctul de vedere al echilibrului 
și al mişcării lor (abstracţie făcînd de o componentă de primă aproximaţie, 
corespunzătoare descrierii lor ca solide rigide). 

Orice ştiinţă a naturii începe prin delimitarea obiectului său, ceea ce 
echivalează cu stabilirea unui model al materiei. Pentru înțelegerea feno- 
menelor, e necesară o operă de abstractizare : ea are ca țintă eliminarea a 
tot ce — din punctul de vedere al ştiinţei respective — e secundar, şi tor- 
mularea precisă, cantitativă, a ceea ce este esenţial. Rezultatul constă în 
elaborarea unui model al materiei, model istoriceşte format și allindu-se 
în permanentă schimbare şi precizare pentru orice disciplină științifică în 
dezvoltare. 

Vom începe prin definirea modelului corpului elastic. Acest model odată 
stabilit, studiul se va concentra asupra consecințelor logice ale modelului. 

Certitudinea corectitudinii modelului, precum şi aprecierea limitelor 
sale de valabilitate, se pot obţine pe două căi. Astfel, se poate stabili un 
model al corpului elastic pe cale deductivă, pornind de la datele furnizate 
de fizică asupra structurii corpurilor solide. Pe de altă parte, se pot stabili 
pe cale inductivă proprietăţile prin care înțelegem să caracterizăm corpul 
elastic, lăsînd praectieii verificarea justeţei concluziilor la care ele ne conduc. 
Această din urmă cale s-a dovedit mai simplă şi mai utilă pentru teoria 
elasticităţii, 
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$ 2, EXPERIENȚELE DE ÎNTINDERE-COMPRESIUNE 


a) Descrierea experienţei 


Sub acţiunea forțelor exterioare aplicate unui corp, în el apar forțe 
interioare, al căror efect este modificarea formei sale. Trebuie să considerăm 
deci aspecte de geometrie şi-aspecte de statică ale problemei. Ele nu depind 
explicit de proprietățile materialului din care e alcătuit corpul: studiul 
acestora din urmă constituie aspectul fizic al chestiunii. 

O înţelegere sugestivă a comportării unui corp sub acţiunea sarcinii 
se obţine prin efectuarea unor experienţe simple (vezi de ex. A. Nadai [1], 
cap. 3, 8 şi 21). 

Să considerăm în acest scop un cilindru (de oţel, fontă, lemn etc.) 
de lungime 1 mare faţă de dimensiunile secţiunii sale transversale Z, a 


CEFA 


Fig. 0.2.1 


cărei arie o vom nota cu D. Acest cilindru supus la întindere, la compresiune, 
la torsiune etc., într-o maşină de încercări, se numeşte epruretă. Să fixăm 
una din bazele sale și să încărcăm cealaltă bază cu un sistem de forţe static 
echivalent cu o forță unică X(1) funcţie de timp, aplicată în centrul de 
greutate al bazei și dirijată în lungul axei cilindrului. 

Dacă X creşte de la 0 la valoarea sa finală suficient de încet pentru 
ca forțele inerțiale să fie neglijabile, procesul se numeşte pseudo-static. 

Dacă, mai mult, fiecare din stările intermediare poate fi privită ca o 
stare de echilibru şi procesul poate fi descompus într-o succesiune de astfel 
de stări, arbitrar de apropiate unele de altele, el se numește crasistatic. 
(Vezi mai jos pag. 26.) 

Sub acțiunea sarcinii, în epruvetă apar forţe interioare care îi modi- 
fică forma : ea se alungește sau se scurtează (după semnul lui X), iar sec- 
țiunea sa transversală se micșorează sau se mărește. Vom spune că epru- 
veta se deformează. 


Toţi parametrii consideraţi după deformaţie se vor nota cu un asterisc. 

Pentru a examina legătura dintre forțele ce iau naștere în epruvetă 
și modificarea formei sale, să ne fixăm atenţia asupra sarcinii unitare 
(forța X raportată la aria D) şi a alungirii relative a cilindrului. 

Alungirea relativă este o mărime nul-dimensională ; ea se numește 
(provizoriu) deformaţie și se notează 


e = (0 — 9] (1) 
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Sarcina unitară se măsoară în kgf/em? și se numește (provizoriu) 
tensiune. Mai exact, se consideră tensiunea convențională (pe scurt tensiune) 


ș= 4/0, (2) 
precum şi tensiunea reală 

ph XD? (3) 
Făcînd să crească X — şi deci şi o — de la zero la valori pozitive tot 
mai mari, şi măsurind deformaţiile corespunzătoare, putem trasa într-un 
sistem de axe (£, e, 6) o curbă numită (provizoriu) curbă caracteristică a 
materialului. Această curbă nu depinde sensibil nici de dimensiunile cilin- 
drului (dacă acesta e destul de zvelt), nici de modul concret în care se 
realizează sistemul de sarcini static echivalent cu X ; ea depinde însă de 
temperatura T, de viteza procesului ete. Dacă T = constant — ceea ce 
este realizabil într-un proces pseudostatie, în care (în absența surselor de 
căldură) există timp suficient pentru schimb de căldură cu exteriorul, aşa 
fel încît temperatura să nu varieze — putem trasa o familie de curbe carac- 

teristice, funcţie de T ca parametru. 


b) Curbe caracteristice 


Studiul curbei caracteristice în spaţiul (/, s, o) pentru diferite funcţii 
X(1) pune în evidență o mare varietate de proprietăţi ale materialului. 
Să ne mărginim la studiul materialelor pentru care —într-un proces 
pseudo-statie — dependenţa explicită față de timp a mărimilor e şi c este 
neglijabilă. În acest caz, vom avea de-a face cu o curbă plană, într-un plan 
(e, 6). Această curbă (vezi fig. 0.2.2) va purta pe viitor numele de curbă 
caracteristică. 


Derivata 
E = do/de (4) 
defineşte panta curbei, aşadar comportarea epruvetei pentru o anumită 
stare prin care ea trece. 
Să presupunem — pentru a fixa ideile — că epruveta e executată 
din oțel moale. În acest caz, porțiunea apropiată de origine a curbei 
a= o(e)are o pantă constantă, independentă de e. Pe această porțiune avem 


E = sole, (5) 
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și dependența dintre o și e este deci liniară şi omogenă. Pentru oţel la tem- 
peratura normală avem E e 2 100 000 kgf/em?. 

Pentru o valoare o =,, porţiunea rectilinie a diagramei ia sfîrşit ; 
această valoare (în cazul nostru o, 2 2 000 kgt/cm?) se numeşte limită 
de proporționalitate (uneori : de elasticitate). După o nouă creştere (în gene- 
ral mică) a tensiunii, diagrama ia forma unei platforme orizontale : mate- 
rialul se deformează sub tensiune constantă. Această porțiune a curbei 
se numeşte palier de fluaj și valoarea o = o, corespunzătoare apariţiei 
acestui fenomen este limita de plasticitate. 

De la punctul C mai departe (vezi fig. 0.2.2.), panta (4) redevine 
pozitivă, dar ea depinde de = şi valoarea sa e mai mică decit (5). Această 
reapariţie a rezistenţei la sarcină se numeşte ecruisaj, iar valoarea lui e 
dincolo de care începe fenomenul se notează e,. 

Curba caracteristică este o diagramă a tensiunii convenţionale ; 
întrucît pentru X > 0 avem D*< D, e limpede că diagrama tensiunii reale 
e situată deasupra cei. 

Dacă X creşte în continuare, constatăm apariţia unei gituituri, aşadar 
a unei secțiuni defavorizate. Tensiunea reală pe această secțiune continuă 
să crească — cu toate că porţiunea finală HI a curbei caracteristice are 
alură descendentă. Punctul H marchează apariţia gituiturii, așadar momen- 
tul în care starea cilindrului încetează de a fi omogenă pe lungime, şi în 
care capacitatea sa de a rezista sarcinii e caracterizată de această secțiune 
defavorizată. Tensiunea corespunzătoare punctului [HI se numeşte limită 
de rezistenţă. (În cazul considerat, valoarea ei este de cca. 4 000 kgt/em?.) 
Punctul 1 corespunde momentului în cure cilindrul se rupe în zona gitui- 
turii ; tensiunea corespunzătoare se numește limită de rupere. 


Curba astfel trasată se numeşte curbă caracteristică de încărcare la 
întindere. Pentru forţe X <0 obţinem s <0, e<0 (compresiune). Dacă 
cilindrul este lung, epruveta îşi pierde stabilitatea, trecînd bruse la o formă 
curbilinie de echilibru. Acest fenomen se numește flambaj, și el apare 
adesea cu mult înainte de atingerea limitei de proporționalitate. Pentru 
a putea continua încărcarea cu tensiuni negative, se folosesc epruvete 
scurte (de pildă, decupate din ces inițială), În acest caz, curba repetă (apro- 
ximativ simetric) aspectul din figura 0.2.2, ruperea fiind înlocuită cu apa- 
riția de crăpături pe suprafața laterală a cilindrului, urmată de sfărima- 
rea lui. Limita de elasticitate, de plasticitate, de rezistență, sint în general 
mai mari. Pentru anumite materiale (fontă, beton), diferențele sint 
importante. 


Să considerăm acum atins un punct oarecare de pe curba caracte- 
ristică și să începem să micșorăm sarcina (descăreare). Comparind cele 
două diagrame (de încărcare și descărcare) constatăm că, dacă punctul 
(e, o) se găsește pe porţiunea ce precede limita de plasticitate, descărcarea 
se face în lungul curbei trasate pentru încărcare ; deformația se anulează 
deci odată cu tensiunea ce a cauzat-o. Dimpotrivă, dacă limita de plasti- 
citate a fost depășită, descărcarea se efectuează în lungul unei paralele la 
porţiunea rectilinie inițială, 
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Deformaţia corespunzătoare unui punct D se descompune deci în 
suma OD' = 0D”' + D'"'D', unde OD” este deformația remanentă (pen- 
tru că nu dispare odată cu anularea tensiunii), iar D''D' este deformația 
elastică. Deformaţia totală OD” se numeşte deformație elasto-plastică, 
Dacă punctul D este situat înainte de B, deformația este pur elastică. 
Apariţia deformației remanente arată că, odată cu depăşirea limitei de 
plasticitate, în material au avut loc anumite schimbări ireversibile. Dim- 
potrivă, deformația elastică este reversibilă. 

Pornind din nou de la D”' spre D (reîncăreare), un nou palier de fluaj 
nu mai apare : punctul (s, o) urmează segmentul D''D, după care trece pe 
porțiunea DGHI a diagramei iniţiale (trasate pentru o epruvetă similară). 
Orice nouă descărcare începînd din D se efectuează tot după DD. Por- 
ţiunea rectilinie este deci mai lungă decît OA, și limita de proporționalitate 
— măsurată din D”' — e mai mare. 

Oricîte operaţii de anulare a tensiunii am efectua, descărcarea se va 
face întotdeauna după paralele la OA, iar încărcarea va avea loc fie după 
astiel de paralele, fie — acolo unde ele o ating — după curba caracte- 
ristică de încărcare iniţială, 


OBSERVAȚIA 1, Experienţe foarte precise arată totuși că, pentru o > o,, curba de des- 
cărcare e situată sub cea de încărcare ; se obţine astfel un domeniu foarte alungit, care conţine 
paralela considerată la OA. Fenomenul se numeşte hysferesis, 


Expresia matematică a acestor fapte e următoarea : atita timp cît 
limita de plasticitate o, nu a fost atinsă, există o dependență biunivocă 
între mărimile « şi o; pentru o Soy această dependență este liniară și 
omogenă. Dimpotrivă, pentru o3>0,, dependenţa încetează de a îi biu- 
nivocă ; pentru a restabili biunivocitatea, e necesară cunoaşterea istori- 
cului procesului de deformare. 


c) Tipuri şi proprietăți diferite ale materialelor 


Curbele caracteristice diferă de la un material la altul. Cele pentru 
care curba are aspectul din figura 0.2.2 sînt extrem de numeroase (mai ales 
printre metale). Există însă materiale (chiar metalice : cupru, aluminiu) 
pentru care porțiunea rectilinie nu apare, sau altele la care curba caracte- 
ristică are aspect logaritmie, exponențial ete. Există materiale pentru 
care deformația remanentă e foarte importantă (cupru, plumb, ceară), 
şi altele la care ea lipseşte aproape cu desăvîrşire (sticlă). 

Materialele la care ruperea se produce imediat după depăşirea limitei 
de elasticitate se numesc casante. Cele care suportă deformaţii remanente 
mari se numesc plastice. 

Chiar pentru un. material dat, fenomenul se complică dacă intervin 
factori ca : viteze mari de încărcare, variaţii importante de temperatură, 
presiuni hidrostatice mari, acţiunea alternată a unor sarcini de semne 
contrare, acțiunea de durată a unor sarcini depăşind o,, iradierea şi altele. 


26 INTRODUCERE 


(Vezi de ex. A. Iliușin şi V. Lenskii [1), cap. 2; vezi şi D. Drucker [2].) 
Din această cauză, de fiecare dată trebuie să precizăm condiţiile în care 
are loc solicitarea, dacă ele diferă de condiţiile obișnuite. De aceea e prefe- 
rabil să nu vorbim despre materiale elastice, plastice, etc., ci despre mate- 
riale aflate în zona elastică, plastică ete. (Astfel, marmora este un material 
casant în condiţii normale; supusă la presiuni hidrostatice mari, ea suportă 
însă deformaţii remanente considerabile.) 


OBSERVAȚIA 2. Rezultate analoge celor de mai sus se obțin supunind epruveta la 
torsiune sub acţiunea unui cuplu de moment dirijat în lungul axei cilindrului, 


Cele de mai sus sînt valabile numai pentru procese în care variabila 
timp nu intervine explicit. În particular, ele fac abstracţie de fenomene 
ca : creşterea deformaţiei ca funcţie de timp la tensiune constantă (fiuaj) ; 
scăderea tensiunii ca funcție de timp la deformaţie constantă (relazație). 
Astfel de fenomene apar — mai mult sau mai puțin pronunțat — odată 
cu atingerea limitei de plasticitate. De aceea, procesele de deformaţie 
pentru 6 > o, nu sint cvasistatice (deşi pot fi pseudostatice): fixarea 
tuturor parametrilor la valori constante este imposibilă. 

Studiul unor astfel de stări implică suprapunerea unor fenomene de 
deformare elastică, plastică, și de fluaj (analogă curgerii unui fluid viscos) 
şi e legat de probleme de fizică relative la microstructura materialului. 
(Vezi de ex. E. Krâner [6]; M. Reiner [1).) 


Observațiile precedente sint valabile numai pentru o categorie par- 
ticulară de corpuri, în condiţii particulare de solicitare. Totuşi, acestea 
sint atit de frecvente, încit au justificat crearea unor discipline ştiinţifice 
consacrate studiului lor : teoria elasticității şi teoria plasticității. Studiul 
corpurilor şi condiţiilor în care apar suprapuneri de fenomene elastice, 
plastice şi de fluaj este obiectul reologiei. 

Fenomenele descrise deschid drumul spre înţelegerea legăturii 
dintre forţe şi deformaţii într-un corp de configuraţie oarecare, supus la 
sarcini oarecari. Împreună cu relaţiile geometrice și cele statice, ele 
trebuie să ducă la formulări cantitative asupra tuturor mărimilor ce caracte- 
rizează corpul solid deformabil sub sarcină. 


$ 3. SOLICITAREA MEDIULUI CONTINUU DEFORMABIL 


Din punctul de vedere al mecanicii solidului rigid, orice corp se află 
în echilibru sau mişcare, după natura sarcinii aplicate și a legăturilor geo- 
metrice. Dar forma lui rămine neschimbată, distanța dintre perechile de 
puncte și unghiurile dintre perechile de elemente liniare nemoditicîndu-se. 
Sub acţiunea sarcinii exterioare, apar forțe interioare. Acestea nu pot fi 
determinate şi nu iatervin în studiul problemei : oricît ar fi de mari, ele 
nu pot distruge corpul, nici nu pot modifica configurația sa. 
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Acest punct de vedere corespunde unui anumit model al materiei. 
EI constituie o primă aproximație, dînd răspuns la întrebarea dacă corpul 
considerat este, în ansamblu, în echilibru sau în mișcare. 

Dar în cazul corpurilor realizate din materiale uzuale (metal, 
lemn etc.) şi supuse la sarcinile ce apar de obicei în practica construcţiilor, 
a construcțiilor de maşini ete., forma corpului se modifică ; iar dacă sar- 
cina depăşeşte anumite limite, construcția considerată poate ieşi din uz. 

Aceasta se poate petrece în mai multe moduri. Uneori apar fisuri 
şi unele elemente ale construcţiei cedează, se distrug. Elementele rămase 
preiau uneori sarcina celor distruse şi construcția în ansamblu rezistă. 
Dar alteori, această supraîncăreare duce şi la distrugerea lor şi a întregii 
construcţii. Alteori, fără ca vreun element să se distrugă, construcția își 
modifică forma aşa fel, încît interacțiunea părţilor sale e prejudiciată. 

Vom spune că avem de-a face cu problema rezistenței și cea a rigidi- 
tății corpului sub sarcină ; ambele depăşesc principial cadrul mecanicii so= 
lidului rigid. Astfel apare necesară adoptarea unui model al corpului solid, 
care să îngăduie (şi să descrie cantitativ) deplasările reciproce ale punctelor. 
Legătura dintre aceste deplasări, forţele interioare care le provoacă, şi 
sarcina exterioară, trebuie să permită determinarea formei finale a corpului, 
precum şi a forţelor ce iau naştere în masa lui. 

Prin urmare, studiul echilibrului (sau mişcării) unui corp solid se va 
efectua în două etape. În prima etapă (de care nu ne ocupăm aici) vor fi 
determinate reacțiunile și poziţia de echilibru sau legea de mişcare a corpului 
privit ca rigid. În a doua etapă, vor fi studiate (în termenii din $ 2, conve- 
nabil precizați) deplasările, deformaţiile și tensiunile ce apar pe diferite 
direcţii şi diferite elemente de suprafață. 

Cadrul mecanicii solidului rigid poate fi depăşit fie prin considerarea 
deformațiilor, fie prin considerarea forțelor interioare. Prima cale duce la 
o teorie pur geometrică a deformaţiei ; cea de a doua, la o teorie statică a 
tensiunii. 

Dar e limpede că legătura dintre parametrii geometrici, cei statici 
şi cei ai acţiunii exterioare, trebuie să depindă şi de proprietăţile materia- 
lului, de ,„,„modul” în care corpul se opune solicitării. Teoria deformaţiei 
şi teoria tensiunii trebuie să fie independente de proprietățile materialului : 
cle trebuie să poată fi studiate în mod similar în teoria elasticităţii şi, de 
exemplu, în mecanica fluidelor viscoase. Dimpotrivă, teoria legăturii 
dintre deformaţii și tensiuni trebuie să aibă o bază fizică, experimentală — 
și toemai ea trasează delimitări precise între diferitele discipline relative 
la mecanica mediilor deformabile. Cu alte cuvinte, obținem un domeniu 
sau altul, după cum alegem o lege fizică (ar fi mai corect de spus : mecanică) 
sau alta, pentru a exprima legătura între parametrii geometrici şi cei 
statici ai problemei — efecte ale aceleiași acțiuni exterioare. Tocmai exis- 
tența unei astfel de legături permite măsurarea forțelor interioare prin 
efectele lor, așadar, contrar celor ce se petrec în mecanica solidului rigid, 
permite determinarea atit a acestor forţe, cît şi a deformaţiilor. 
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Problema de rezolvat ar putea fi deci formulată astfel : dat fiind un 
corp de configuraţie cunoscută, realizat din materiale cu proprietăţi mecanice 
cunoscule și supus unei acțiuni exlerioare de parametri (forţe, legături, 
temperatură, cîmpuri electro-magnetice ete.) cunoscuţi ca funcţii de pune 
şi timp — să se determine forțele interioare și deplasările ca funcţii de punel 
și timp. 

Extrema generalitate a unei astfel de formulări face deocamdată im- 
posibilă obținerea unor rezultate suficient. de generale și de precise tot- 
odată în acest cadru. Concretizind însă ipotezele asupra comportării mate- 
rialului sub sarcină ; neglijind unul sau altul dintre factorii menţionaţi ; 
alegînd una sau alta din formele posibile de legătură între termenii pro- 
blemei — putem ajunge la diferite modele ale materiei adecuate studiului 
matematic al diferitelor categorii de medii deformabile. Această diversitate 
se reflectă în diversitatea de discipline în care mecanica mediului deforma- 
bil se divide : teoria elasticităţii, teoria plasticităţii, reologia, mecanica 
fluidelor, dinamica gazelor ete. 


Ne mărginim la a indica aci citeva titluri din uriașa bibliogratie referitoare la domeniul 
teoriei plasticităţii, cel mai apropiat de domeniul care ne interesează direct: monografiile 
lui A. Freudenthal și H. Geiringer [1] (partea 11); A. Niuşin [1]; L. Kaceanov [1]; A. Nadai 
[1]; W. Prager și Ph. Hodge |1|; articolele lui Ph. Hodge [1]; W. Koiter [1]; W. Olszak 
et al. [1]; W. Prager [1]. 

Pentru domeniul încă mai vast al reologieci, vezi T. Alfrey [1]; F. Eirich [1]; A. Freu- 
denthal și H. Geiringer [1] (partea 1); M. Reiner [1]. 

Cu privire la problemele generale ale mecanicii mediilor continue deformabile, vezi 
P. Germain [1]; W. Prager [2]; L.. Sedov [1], [2]; și mai cu seamă C, Truesdell şi W, Noll 
[1] şi C. Truesdell şi R. Toupin |1]. 

Pentru diferitele domenii ale mecanicii solidului, apropiale de teoria elasticității, vezi 
indicaţiile din $ 4.1. În fine, pentru unele din punctele de vedere permițind aprecierea rezisten- 
ţei şi rigidității corpurilor solide, vezi finele $ 4.3. 


Ş 4. MODELUL CORPULUI ELASTIC 


a) Ipoteze fundamentale 


O definiţie exhaustivă a unui model al materiei ar permite să se 
construiască pe baze axiomatice disciplina corespunzătoare. Această pro- 
blemă pusă pentru mecanică (şi cunoscută sub numele de „a șasea problemă 
a lui Hilbert”) e încă departe de a fi rezolvată, fie măcar şi pentru unele 
cazuri particulare. Cu privire la unele încercări recente, vezi A. Eringen 
[1] şi mai ales W. Noll [1]—[4]. Vezi de asemenea C. Truesdell și R. 
Toupin [1], $ 293, unde se expun unele principii generale de respectat 
în construirea oricărei teorii mecanice : compatibilitate cu ecuţiile de conser- 
vare (a masei, a momentelor, a energiei etc.); invarianță în raport cu ale- 
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gerea coordonatelor ; izotropie sau anizotropie (vezi mai jos); formulare 
corectă, aptă să conducă la teoreme de existenţă, unicitate şi continuitate 
în raport cu datele; invarianță dimensională ; independență materială 
(adică comportare a materialului independentă de observator); în fine, 
echiprezență a tuturor mărimilor menite să caracterizeze fenomenul. 
E vorba aici de o enumerare care nu e completă, îmbrățişind totodată o 
categorie de corpuri mult mai largă decit cea care ne interesează. Vezi încă 
C. 'Truesdell şi W. Noll [1], $$19, 19A, 26 și 43. Pentru aplicarea unor prin- 
cipii variaționale generale ale mecanicii, vezi O. Onicescu [1). 

În cele ce urmează ne vom limita la a formula cîteva ipoteze 
de bază, menite să caracterizeze modelul corpului elastic. 


a) Ipoteza spaţiului-timp newtonian: spațiul este euclidian (Iridi- 
mensional), timpul este independent de coordonatele spaţiale, legile lui Newton 
sînt valabile. Această ipoteză situează mecanica mediilor continue deforma- 
bile în cadrul mecanicii clasice”. 


b) Ipoteza mediului continuu: orice domeniu elementar conţine 
materie. Acest punct de vedere îşi găseşte justificare în faptul că dimensiu- 
nile corpurilor uzuale depăşese cu mult dimensiunile particulelor elemen- 
tare. EL se menţine şi pentru corpuri compuse din particule cu proprietăţi 
diferite (microcristalele dintr-un aliaj, cimentul şi pietrişul din beton) — 
cu condiția ca dimensiunile corpurilor să fie foarte mari faţă de cele ale 
componentelor. 

Această ipoteză permite să privim toate mărimile ca funcții de puneti 
în domeniul ocupat de corp, şi nu ca funcţii de poziţia particulelor compo- 
nente. Datorită ei, mecanica mediilor continui deformabile poate utiliza 
aparatul analizei clasice. Cu cît e mai mare atenţia ce trebuie acordată pro- 
prietăţilor fizice propriu zise ale materialului (ca în anumite variante mo- 
derne ale teoriei plasticităţii, sau în anumite chestiuni de reologie), cu atit 
mai mult această ipoteză trebuie modificată sau chiar eliminată. 


€) Ipoteza rigidizării părţilor (sau a solidificării): un corp se află 
în echilibru dacă şi numai dacă forțele ce acționează asupra fiecăreia din 
părțile sale formează un sistem static echivalent cu zero. Această ipoteză 
permite să separăm (imaginar) o parte arbitrară a corpului, înlocuind acțiu- 
nea restului prin anumite forțe, şi să determinăm aceste forțe astfel ca 
echilibrul corpului în ansamblu să rămină intact. Întrucît această parte 
poate îi arbitrar de mică, sintem conduși la a formula relaţiile de echilibru 
ca relaţii diferențiale, valabile în orice punct al corpului. 


i d) Ipoteza dependenţei locale : forțele interioare (tensiunile) sînt func- 
ţii de poziţie, de deformaţie, de temperatură etc., dar nu depind explicit de 
gradientul (derivatele spaţiale) ale acestor mărimi. Aceasta stabileşte o 
legătură punctuală, locală, între parametrii statiei şi cei geometrici, exelu- 
zînd „acţiunea la distanță” şi precizînd natura forţelor interioare ca 
forţe de coeziune intermoleculară,. 
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Ipotezele a, b, e corespund unui cadru mai general şi abia ipoteza d 
introduce noţiuni specifice — rămiîniînd totuşi valabilă pentru orice mediu 
continuu şi deformabil. Pentru a defini corpul elastic, le adăugăm : 


e) Ipoteza elasticităţii ideale : există corespondență biunivocă între 
deformații şi tensiuni (definite prin generalizări convenabile ale noțiunilor 
introduse în $ 0.2). Aceasta caracterizează deci o anumită starea materiei, 
stare în care cunoaşterea deformaţiilor sau cea a tensiunilor dau informații 
echivalente. 

Această ipoteză implică caracterul reversibil al deformaţiei şi concordă 
cu înțelegerea curentă a noțiunii de corp elastic” ; corp care revine la 
starea sa inițială odată cu anularea sarcinii. (Pentru corpuri aflate în zona 
plastică, ipoteza e trebuie înlocuită cu alte supoziţii.) 


Cu aceasta, modelul corpului elastic e precizat. El este suficient de 
simplu pentru a permite tratarea cu mijloace matematice a problemelor de 
rezistență şi rigiditate pentru o cuprinzătoare categorie de corpuri. Desigur, 
acesta este numai unul din punctele de vedere posibile : aşa cum se vor- 
bește despre „mecanica fizică” sau despre „mecanica tehnică” în oarecare 
opoziţie cu „mecanica rațională”, tot astfel se poate vorbi despre o teorie 
matematică a elasticității, în oarecare opoziţie cu o teorie fizică sau tehnică 
a aceluiaşi subiect. 

Din acest punct de vedere, teoria elasticităţii poate fi privită ca o 
ramură a fizicii matematice (nume destul de impropriu de altfel) : una din 
cele mai simple din punctul de vedere al modelului adoptat, dar și din cele 
mai interesante din punct de vedere teoretic, şi mai utile în aplicaţii. 

'Trebuie să mai arătăm că, deşi deformația elastică reprezintă numai 
o fracțiune a deformaţiei elasto-plastice posibile, în schimb sarcinile în 
limita cărora corpurile rămin în zona elastică sint de obicei foarte mari. 
O teorie bazată pe ipoteza e acoperă astfel un vast cîmp de aplicaţii. Pe 
de altă parte, studiul zonei plastice permite utilizarea unor mari rezerve 
de rezistenţă (importante mai ales dacă problemele de rigiditate trec pe 
al doilea plan) și deschide posibilitatea de a descrie procese în care însuşi 
scopul este obținerea de modificări de configurație definitive. 


Desigur, la fiecare etapă dată de dezvoltare a metodelor matematice şi experimentale, 
orice complicare a aspectului fizic al unei probleme obligă la simplificări compensatoare ale 
aspectelor geometrice și statice : teoria plasticității inlocuiește ipoteza e prin alte presupuneri, 
uneori mai complicate, asupra mecanismului intern al fenomenului, dar ca trebuie atunci 
să-şi limiteze analiza la contiguraţii geometrice şi sarcini de natură mai simplă. 

Teoria elasticității şi teoria plasticităţii sint egal necesare. (Exemplu : organele unui 
laminor trebuie calculate ţinind scama de necesitatea imperioasă de a nu se depăşi zona elas- 
tică — în timp ce procesul de transformare al semifabricatului in produs finit nici nu poate fi 
măcar imaginat in afara zonei plastice, A „alege” între cele două teorii e un nonsens : aceasta 
nu e o problemă de gust sau de modă, ci de exactă adaptare a teoriei la comportarea reală 
a corpului solid,) 
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b) Ipoteze simplificatoare 


Modelul prezentat conduce în genere la probleme matematice de o 
extremă dificultate. Adesea însă, se pot adăuga celor cinci ipoteze de mai 
sus, încă cinci ipoteze care, deşi particularizează mai departe cadrul cer- 
cetării, permit totuşi cuprinderea a numeroase probleme importante. 
Acestea sînt : 


î) Ipoteza hiperelasticităţii : lucrul mecanic necesar pentru a deforma 
corpul depinde numai de starea sa inițială şi de cea finală. 


g) Ipoteza liniarităţii geometrice : deformaţiile sînt expresii diferen- 
țiale liniare de deplasările reciproce ale particulelor. 


h) Ipoteza liniarităţii fizice: tensiunile sînt funcții liniare de defor- 
maţii. 


i) Ipoteza izotropiei : proprietățile mecanice ale materialului nu va- 
riază de la o direcție la alta în jurul oricărui punct. 


|) Ipoteza omogenităţii: proprietățile mecanice ale materialului nu 
variază de la un punct la altul în interiorul corpului. 


Caracterul acestor ipoteze este destul de eterogen : ipotezele î, i, j 
depind de material şi de proces, în timp ce g, h sînt presupuneri simplifi- 
catoare privind mai ales metoda de studiu (vezi finele $ 4.1). Mai notăm că 
ele nu sînt independente : de exemplu, ipoteza î este o consecinţă a ipo- 
tezelor a—i (chiar dacă j nu e satisfăcută). 

Ansamblul ipotezelor a—j conduce la teoria elasticităţii liniare a 
corpurilor izotrope și omogene. Problema de mecanică se reduce la studiul 
unui sistem de ecuații cu derivate parţiale de primul ordin, liniare şi cu 
coeficienți constanţi. Studiul acestora reprezintă o teorie astăzi aproape 
tot atît de bine pusă la punct ca teoria potenţialului sau teoria ecuaţiei 
propagării undelor — cu care de altfel se află în strinsă legătură. Acest 
fapt deschide drumul spre utilizarea mijloacelor teoriei funcţiilor de o 
variabilă complexă, a teoriei ecuaţiilor integrale, a analizei funcţionale ete, 

Renunţind la una sau alta din ipotezele g—j, se obţin teoriile elastici- 
tăţii neliniare, anizotrope, a corpurilor neomogene etc. Aci rămîn valabile 
cele spuse mai sus cu privire la raporturile cu teoria plasticităţii : orice 
cîştig în generalitatea ipotezelor fizice sau matematice este însoţit de o 
pierdere de generalitate referitoare la configuraţia sau solicitarea corpului ce 
poate îi studiat. Și cel mai adesea, toemai soluţiile teoriei „.clasice”” dau 


sugestii şi metodele necesare pentru abordarea acestor domenii încă foarte 
dificile. 
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Astfel, chiar fără a recurge la modele mai perfecţionate decit cel al 
corpului elastic, ne lovim de mari dificultăţi ; şi chiar şi în cadrul teoriei 
liniare a corpurilor omogene şi izotrope chestiunea construirii efective a 
soluţiilor rămîne adesea deschisă, și sîntem încă departe de a putea da 
răspuns tuturor întrebărilor pe care tehnica contemporană le pune. 


Acestea nu sînt motive de alarmă. Căci, după cum spunea Hilbert : 
„Atâta timp cît o ramură a științei oferă surplus de probleme, ea este viabilă ; 
sărăcia de probleme înseamnă moartea, sau încetarea dezvoltării sale inde- 
pendente”, 


CAPITOLUL 1 


STAREA DE DEPLASARE ȘI STAREA DE DEFORMAŢIE 
A MEDIULUI CONTINUU 


$ 1. TEORIA GEOMETRICĂ A MEDIULUI CONTINUU 


a) Notații 


Vom considera corpuri ce ocupă în spaţiul euclidian €, domenii 7, 
de frontiere . Orice domeniu va fi raportat la un sistem de coordonate 
carteziene ortogonale 0z,zar, (sau 0zyz) fize. Versorii axelor se vor nota 
î.» îns îs (saui,j, k). Raza vectoare a oricărui punct, ca și punctul însuși, 
se vor nota cu acelaşi simbol: a, y, £ ete. Orice funcţie de punctul a se 
va nota f(z), sau f(, os a) sau încă f(, y, 2) sau în fine f(a,))). 

Unele notații, proprietăţi şi relații referitoare la mulțimile de puncte 
într-un spațiu euclidian (cu referire specială la planul £, şi la dreapta 
+, dar uşor generalizabile la €4) sint date în $$ A.1 şi A.3. Vom sublinia 
aici numai unele proprietăţi de însemnătate imediată. 

Pentru a scurta scrierea formulelor, derivatele parțiale se vor nota 

98F|8x,=F,. (1) 

Indicii 1, 2, 3 vor fi utilizaţi chiar dacă variabilele vor îi scrise z,y,z. 
În coordonate polare vom folosi notaţiile PF, ; P.s; F,,. Pentru funcţii de 
două variabile complexe conjugate 3 = a, + iza, 3 = a — ia, derivatele 
se vor scrie sub forma P,, şi P,. 


Semnul „sumă” în raport cu indici literali care se repetă (indici 
muţi) va fi în general omis : vom scrie deci 
A.B, + ...+ A.B. A,B, E e PO E (2) 
Dacă un indice care se repetă nu este indice de sumare, aceasta nu 
riscă să producă confuzii în eventuale egalități, dacă el apare ca indice 
simplu în celălalt membru al egalităţii. Dacă totuşi dubiul e posibil, vom 
face uz de semnul de avertizare (!). Astfel, a? va fi suma X z, 2, în timp ce 
«i; (!) va fi patratul variabilei «,. Pentru a evita orice ambiguitate, ne 
vom servi totuşi uneori și de semnul ». 
Parantezele drepte [ ] vor avea utilizări multiple. În primul rînd, 
ele vor fi folosite, se înţelege, ca paranteze. Vor mai fi folosite pentru a 
indica intervalele închise [a, b] sau deschise Ja, b [; dimensiunea unei 


1) Orice exagerări puriste în astfel de chestiuni duc pină la urmă la notații greoaie 
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mărimi fizice : [e |= FL; variaţia unei funcţii între două punete : [of — 
= (al) — (2%); variaţia unei funcţii pe o curbă închisă : [o]. Ele vor 
servi de asemenea pentru scrierea matricelor : (4,], şi & determinanţilor : 
Det [a,,]. Desigur, nici o contuzie nu e posibilă, ținînd seama de fiecare 
dată de context. 


Pentru scopurile noastre, e inutil să considerăm domenii oarecari 
în a. Ne vom mărgini la domenii definite de frontierele lor ; mai departe, 
vom considera numai frontiere ce permit utilizarea formulelor integrale 
de tip Gauss, Green, Stokes etc. ; mai particular, ne vom limita la frontiere 
pentru care se pot formula şi rezolva problemele fundamentale ale teoriei 
potenţialului. 

Pentru acest motiv, vom considera numai frontiere Y, compuse 
dintr-un număr finit de părţi posedînd o arie (M. Nicolescu et al. [1], 
vol. 2, cap. 16). Pentru aceasta e suficient ca fiecare astfel de parte să 
admită o reprezentare parametrică 


= 4 («, 6), î=1,2,3% (3) 


unde punctul («, 6) descrie un domeniu măsurabil Jordan, iar funcţiile (3) 
posedă derivate parţiale de primul ordin integrabile în acest domeniu (ceea 
ce e asigurat dinainte dacă ele sint de clasă C!). 

Dacă % posedă arie şi nu conţine linii multiple, formulele lui Gauss, 
Green, Stokes sint valabile. 

Mai departe, să presupunem că S e alcătuită dintr-un număr finit 
de suprafețe Liapunov— a căror definiție rezultă din cea din $ A.3, pag. 700, 
schimbiînd cuvintele „curbă” și „cere”, cu „supratață” și „steră”, Pentru 
detalii, vezi N. Giinther [1], $ 1.1; A. Tihonov și A. Samarskii [1], 
$ 4.5, punctul 7. Orice supratață Liapunov posedă arie. Printr-o schimbare 
de coordonate, ecuaţia unei suprafeţe Liapunov se poate scrie, în vecină- 
tatea. oricărui punct al ei, sub forma 


ta = Î (215 Zoe (4) 


Dacă f(z,, 2) e C2, condiţiile lui Liapunov sint verificate ; suprafeţele 
Liapunov pot fi deci privite ca generalizări ale suprateţelor cu curbură con- 
tinuă. 

Pentru domenii mărginite de suprafeţe Liapunov, problemele lui 
Dirichlet, Neumann şi mixtă (pentru ecuaţia lui Laplace) au soluţie; 
această soluţie e unică și stabilă pentru valori la limită suficient de regulate. 

Vom considera numai corpuri ce ocupă domenii (mulțimi conexe şi 
deschise de puncte în €,). Dacă Ş este o suprafaţă închisă şi orientabilă, 
vom nota cu 7” *domeniul finit mărginit de S, şi cu 7, domeniul infinit 
avînd aceeaşi frontieră. Dacă e alcătuită din mai multe suprafeţe închise 
şi orientabile, care detinese un domeniu (de exemplu o suprafață S care 
conţine în interior mai multe suprafețe Y, exterioare una celeilalte, şi fără 
puncte comune), acest: domeniu va fi notat 7”! (interior) ; complementarul 
ni 7714 faţă de €, e o mulţime neconexă, care se va nota 77* (exterior). 
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Dacă o proprietate e adevărată în 7, ea nu e cu necesitate valabilă și 
pe S. Dacă o anumită proprietate e valabilă atit în 7, cit şi într-o porțiune 
FP'CS, trebuie specilicat că ea e valabilă în 7 + 7". 


b) Continuitatea funcţiilor» 


Să considerăm o funcţie f definită în anumite puncte din 77. Dacă 
punctul a aparţine lui 7” (ceea ce se scrie pe); dacă f(x) are sens; şi 
dacă pentru orice şir de puncte z, ce tind către a (vezi $ A.3, pag 693) şi 
pentru care f(z,) are sens, avem 


fe) = lim f(a,), (5) 


atunci se spune că [ este continuă în a. (Vezi şi $ A.1). 

Dacă funeţia f nu este definită în a, dar limita din (5) există şi e unică, 
oricare ar îi şirul z, > ze, relaţia (5) constituie definiția funcţiei f ex- 
tinse în punctul z; spunem că f poate fi prelungită prin continuitate în a 
(pe scurt : f este prelungibilă în 2). 

Continuitatea pe se detineşte similar. 

Dacă (5) e valabil pentru orice z, a, e 7 + 4, se spune că f(z) este 
continuă în domeniul închis Y = YA. 

Pentru o funcţie f(x) definită în 77, se poate întimpla ca lim f(a) 
pentru X->%o, Pye S, să existe şi să fie unic determinată (oricare ar fi 
drumul interior pe care x —> 29). În acest caz, se ia prin definiţie 


(o) = lim f(z), pentru rey, re, (6) 
și se spune că f (22) este valoarea la limită a lui f (e) în ag. 
Dacă f(a:) e definită atit în 77 +, cât şi în 77 -, vom scrie 
fla) = Î. (a) pentru azeyt, 
[-(z) pentru zey”, 


dacă o asttel de distincţie e necesară. (Dacă e cazul, indicii +, — trebuie 
înlocuiţi cu i, €.) 
Mai departe, vom nota 
Pro) = lim fe, feo) = lim f(a) (8) 


Daye PF 1oaeP 


(7) 


în punctele în care aceste limite (fiecare din ele unică, da r nu neapăra 
egale între ele!) există. Dacă astiel de limite există pentru orice ze”, 
se spune că f e prelungibilă pe porţiunea S” a frontierei (eventual pe 
întreaga frontieră, dacă S' — ) dinspre Y *, respectiv dinspre Yr-. 

Uneori, funcţia f(x) poate ti definită pentru age Z printr-un algo- 
ritm diterit de cel din (7), (8). Dar prin valoare la limită înţelegem întotdea- 
gi rii obținută prin prelungirea prin continuitate (vezi şi $$ 7.2 
şi A.11). 
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c) Medii continue 


Renunţind la modelul atomistic al materiei, vom presupune că aceasta 
e distribuită continuu în 7”, ceea ce revine la a spune că orice punct geome- 
tric din 7 este un punct material. 

Să considerăm un punct ze 7” şi un domeniu 7'Cy, astfel încât, 
zeY'. Notind volumul lui 7" cu mes (77), diametrul său (vezi (A.3.3)) 
cu d(77”), şi cantitatea de materie (masa) conținută în 7' cu m(77"), deti- 
ni densitatea în a prin relaţia 


EA 
mes (7") 
pentru toate domeniile 7”” posibile. (Analog se defineşte greutatea specifică 
în 4.) Ipoteza mediului continuu revine la a spune că p() există, e pozitivă 
şi mărginită în Y. 

Domeniul 7” care conţine materie distribuită în acest mod se numeşte 
mediu sau corp continuu. Vom nota cu 7” atît domeniul, cit și corpul însuşi. 

Dacă p() = const., atunci 7” e omogen (din punctul de vedere al 
densităţii). 

Definind analog densitatea superficială sau liniară, putem considera 
corpuri continue bi- sau unidimensionale (suprafeţe san curbe materia- 
lizate). 

Proprietăţile fizice, chimice ete. ale materiei din 7 ne vor fi complet 
indiferente în capitolul de faţă. 


(2) — lim » pentruzeY', d(7')—0, (9) 


d) Deplasări şi dejormaţii 


Fie dat un corp 7 nesupus nici unei acţiuni exterioare. Această 
stare (irealizabilă practice, şi concepută numai ca stare ideală) se numește 
stare naturală. Dacă dorim să subliniem că în starea naturală anumiţi 
parametri se anulează, o vom numi încă stare nulă în raport cu ei. 

Să presupunem acum că asupra corpului acţionează un sistem de 
forţe şi de legături geometrice. Materia din Y trece în altă poziţie din spa- 
țiu, pe care o vom nota cu 7/*, de frontieră Ş*. (Elementele păstrează 
notaţiile iniţiale, prevăzute cu un asterisc.) 

Pentru ca Y” să se afle în echilibru ca corp deformabil, trebuie mai 
întîi ca sistemul forţelor aplicate (inclusiv reacţiunile produse de legături) 
să fie static echivalent cu zero. (Dacă 7” nu este mărginit, această condiţie 
nu e necesară.) 

cele ce urmează, ne vom limita la cazul trecerii corpului 7” de la o 
poziție de echilibru, la o alta. Poziţia fiecărui punct material din 7, 
raportată la coordonatele fixe, suferă deci modificări : acest proces se 
numeşte deplasare. 

Distanţele reciproce dintre puncte, ca şi unghiurile dintre elementele 
liniare, variază de asemenea : acest proces se numește deformație. 
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În ansamblu, trecerea de la starea 7” la Y* se va numi şi ea deforma- 
ție („modificare a formei”). Starea naturală se va numi uneori stare de 
deformare nulă sau stare de deplasare nulă — după caz. 

Vom părăsi deci cadrul mecanicii solidului rigid pe o cale pur geo- 
metrică, studiind transformarea domeniului 7” în 7* şi făcînd abstracţie 
de sarcini, de legături şi de proprietăţile materiei din 7. 

Pentru o analiză modernă și detaliată a chestiunii, vezi C. Trues- 
dell şi R. Toupin [1], partea B, 1. 


Ş 2. STAREA DE DEPLASARE 


a) Sisteme de coordonate 


Pentru a cerceta comportarea unei vecinătăţi a unui punct z, trebuie 
să considerăm un al doilea punct , apropiat de a, și să examinăm poziţiile 
ocupate de particulele aflate iniţial în a și gy. 

Toate mărimile se raportează la sistemul de coordonate fiz. Acest 
mod de a raţiona, în care se urmăreşte deci comportarea elementelor mate- 
riale antrenate de deformaţie, în timp ce sistemul de coordonate rămîne 
fix, este atribuit lui Lagrange —cu toate că în fapt apare încă la Euler. 

Punctul de vedere opus, caracterizat prin studierea a. ceea ce se pe- 
trece în vecinătatea unui punct geometrie fix, independent de punctul 
material care coincide la un moment dat cu el, aparține de asemenea lui 
Euler. (Vezi P. Germain [1], $ 3.1; C. Iacob [5], $$4.1 şi 4.4; 1. Sokol- 
nikofi [2], $ 1.11.) Distineţia între cele donă puncte de vedere devine esen- 
țială atunci cînd deplasările sînt; mari : în mecanica fluidelor, teoria nelini- 
ară a elasticităţii ete. (Vezi de ex. I. Goldenblatt [1]; W. Prager [2]; 
L. Sedov [2].) 

Vom face sistematic uz de punctul de vedere asociat numelui lui La- 
grange, raportind deci elementele materiale la coordonatele inițiale (ale 
corpului nedetormat). 


b) Vectorul deplasare 


Fie date două puncte ze şi y=—a +8, şi fie cunoscută legea care 
stabileşte corespondenţa dintre punctele domeniilor 7” şi 7*: 


z: = J.(2), i= 12,3. (1) 


Dacă deplasările particulelor sint mici (vom da mai tirziu precizări în 
acest sens), relaţiile (1) se mai pot serie sub forma, 


A = 2 +u (2), i = 1,2,3, (2) 
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unde 4, au valori mici, sau încă 


e =z+u(z). (3) 


(În loc de z, z* de la noi, se întilneşte frecvent notația a, z). 

Vectorul u (de componente 4, ua, 4 sau încă w, v,%) se numește 
vectorul deplasare. Dimensiunea sa este cea a unei lungimi: [u]=L. De- 
plasările se măsoară în centimetri (uneori în milimetri). 

Proprietăţile funcţiilor f, și 4, depind de felul în care presupunem că 
se realizează trecerea de la 7 la 77*. Dacă ea se produce fără apariţie de 
Lisuri sau goluri, rezultă că funcţiile f, trebuie să fie continue. Dacă aceas- 
tă trecere e reversibilă (ipoteza elasticităţii ideale), transformarea (1) 
trebuie să posede o inversă, de asemenea continuă. Prin urmare, trecerea 
de la starea 7 la starea 7”* se realizează printr-o transformare biunivocă 
şi bicontinuă. 

Variația de volum e caracterizată de jacobianul transformării (1). 
Pentru ca o porţiune de volum nenul din 7 să treacă într-o porțiune de 
volum nenul în 7" și reciproc, e necesar şi suficient ca f, e C!(77) şi jacobi- 
anul transformării (1) să fie mărginit şi nenul. Transtormarea (1) trebuie 
să fie deci o transformare regulată (vezi de ex. M. Nicolescu et al. [1], 
$ 8.7, pet. 3). 


c) Transformarea componentelor vectorilor 
Conform notațiilor de mai sus, punctele z, ytrec în za =z-+u(z), 
respectiv y* = gy + u(y), iar vectorul £ ce le uneşte devine £* = E + ă£. 
Evident, avem £ -+- u(y) = u(z)-+- E", şi deci 
E = rul(e +) ua), (+) 


sau încă 


BE, =u(z +8) —u (a). (5) 


Dacă u, e C:(77), atunci se poate 
serie formula lui Taylor cu doi termeni și 
rest şi deci (5) devine 

8E =; E, 1, j pai 1,2,3, (6) 
unde derivatele sint calculate în a. (Res- 
tul tinde la zero odată cu E? şi deci (6) 
poate fi privită ca formulă eractă într-o 
vecinătate suficient de mică a punctului z.) 


Componentele elementului liniar £ 
devin după deformaţie 


Fig. 1.2.1, E: = (5, + 4i,i) 5,9 îi = 123, (7) 
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unde 3, sint componentele tensorului lui Kronecker 
3, =1 pentru î=j, dy = 0 pentru î=Fj. (8) 


În telul acesta, am obţinut relaţii liniare între componentele înainte 
de deformaţie şi cele după detformaţie ale elementului liniar £. Pentru ca 
ele să fie valabile, trebuie numai ca E, să fie suficient de mici. Sub formă 
dezvoltată, relaţiile (7) se scriu 


E =(U+ udă + Vaz Bat t.3 Ep 
Ea = Ma Ea tr (ÎL + Mao)Ea + Mas En» (9) 
E = aa Et Oa Eat (Lt uta): 


$ 3. DEFORMAŢIA OMOGENĂ 


Să alegem pentru (2.1) o formă cît mai simplă : transformarea afină 
a, = 08, + d (1) 
(a, a, — constante). Din (2.2) obţinem 
u, = 8% — = (aj—dj)a, +a. (2) 
Componentele u, sînt deci şi ele funcţii liniare. Pe de altă parte, dacă 
u = 2%, + ay (3) 
(2 a, — constante), atunci 
ze = 2 +u4 = (3, A &,,) t; ii 4, (4) 
unde, pentru ă reveni la (1), e suficient să notăm 3, + a, = ay. 

Dacă determinantul Det[a,] nu e nul, inversa transformării (1) 
există și este de asemenea o transformare afină, 

Proprietăţile cunoscute ale acestor transformări arată că, în urma 
deformaţiei (1), un plan se transformă într-un plan ; o dreaptă (intersecţie 
a două plane) — într-o dreaptă ; un segment — într-un segment ; un vector— 
într-un vector. 


n particular, componentele unui vector definit de E, =, — a 
devin după detormaţție 


di — (3, + d) 8; e (5) 


Întrucât aceste formule sînt liniare şi omogene, ele conservă egalitatea 
şi paralelismul vectorilor. Coeficienţii fiind constanţi, două poligoane 
(sau poliedre) egale şi cu laturile (fețele) respectiv paralele, rămîn după 
deformaţie egale și cu laturile (feţele) paralele. Două domenii congruente 
obținute printr-un proces de trecere la limită din donă astfel de poligoane 
sau poliedre rămîn şi după deformaţie congruente. Aceasta înseamnă că 
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toate părţile corpului se deformează la fel. Din acest motiv, deformația 
detinită de (1) sau (3) poartă numele de deformaţie omogenă. 

Formulele (2.7) sînt de același tip cu (5), derivatele parţiale 4,;.; avind 
rolul constantelor «,. Prin urmare, orice detormaţie este, în primă aproxi- 
maţie, o deformaţie local omogenă, în vecinătatea punctului considerat. 

Se ştie că transformările afine formează grup. Pentru a compune 
două transformări afine 


2; ze ($, E a,) LT; 2 LA PI 2; == (3, sk 6.) &, + b (6) 
introducem pe cea dintii în cea de a doua şi obţinem 
pe = (9; + a; + Pr; + a, Pa) Fa bi + Pua. (7) 


Acest grup nu este deci comutativ. Dacă însă parametrii a; Bis a 
d, sînt suficient de mici pentru ca produse de astfel de cantităţi să fie negli- 
Jabile faţă de termenii liniari, atunei (7) se reduce la 

Di = (9 fr cap + Bu), ratb (8) 

Astfel de transformări se numesc transformări afine infinitezimale : 
ele formează un grup comutativ, iar constantele ce caracterizează transtor- 
marea-produs (8) se obţin prin adunarea constantelor corespunzătoare 
transiormărilor-factori (6). Procesul caracterizat de o astfel de transtor- 
mare se numește deformaţie omogenă înfinitezimală ; cuvintul „intinitezi- 
mal” va fi peste tot; înțeles numai în acest sens. 

Aplicarea succesivă a două sau mai multe astfel de deformaţii duce 
la același rezultat, independent de ordinea în care ele se produc; aceasta 
constituie principiul superpoziției deformaţiilor. (Vezi mai jos $ 4.2, pag. 
129, pentru chestiunea mai generală a superpoziției efectelor.) 


$ 4. DEFORMAŢIA PURĂ INFINITEZIMALĂ 
ȘI DEPLASAREA RIGIDĂ INFINITEZIMALĂ 


a) Deplasarea rigidă 


Din relaţiile (2.6) şi (3.3) rezultă imediat formula 
Variația 5£ poate fi privită ca alcătuită din două părţi: una dato- 
rată unei deplasări rigide a vecinătăţii lui a în ansamblu, şi una datorată 
variaţiei distanțelor reciproce dintre punctele din această vecinătate. 
Avem evident 
ge = +88, [gi 8-8" = 824 260-00 + 88|, 


astfel că variaţia lungimii vectorului £ e caracterizată de mărimea 


|? = ||? — 18? = 28-80 +108[P. (2) 
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Dacă deformația este infinitezimală, termenul patratie din (2) este 
neglijabil (vezi formulele (1)). 

Dacă avem de a face cu o deplasare rigidă infinitezimală, lungimea 
vectorilor nu variază, şi din (2) obţinem 


E 98 = E, d8, = a6 5, =0, E. (3) 
ceea ce echivalează cu condiţia de antisimetrie 
%y + 4 za: 0, i, j = 1,2, 3. (4) 


Să notăm componentele părții antisimetrice ale matricii a, cu 
1 1 1 
Pi = 3 (da — ash Pa= 3 (a — aa) Ps= 3 (42 — a). (5) 


'Ținînd seama de relaţiile (4), formulele (1) devin acum 


35, = Pata — Pata BE = — Pati t Pitas» 93 = Pa a — Pita (6) 
sau încă, notînd cu p vectorul de componente (p,, P2; Ps)”: 


3 = —pxE. (7) 

Dacă £ este vectorul ce duce de laz,laz, aşadar £, = 2, — 29, ur- 

mează evident că dx, = da? + 8£,; notind aci 5! =a,,şia = (a, az, aa) 
obţinem din (7): 

dt =a —pDX(L—a). (8) 


Prin urmare, dacă matricea a, este antisimetrică, deplasarea punctului 
X se reduce la o translație (caracterizată de a) și o rotaţie (caracterizată, 
de —p), așadar la o deplasare rigidă infinitezimală a domeniului Y în an- 
samblul său, aceeași în orice punct, întrucit a, p sint vectori constanţi. 


b) Variația distanțelor 


Să presupunem acum că transformarea (3.5) e definită de o matrice 
de componente infinitezimale oarecare «,,. Să descompunem această matrice 
în suma componentei sale simetrice cu cea antisimetrică : 


1 
E — Su ta + us (9) 
1 
DA Di se > (a i 2,4.) (10) 


2) Pentru ceea ce am notat aci cu p, se folosesc frecvent notațiile -p,, ceea ce con- 
duce la apariţia semnului + în formule ca (7), (8), (5.7), (5.13.1) etc. Preferăm notaţiile alese, 
dată fiind semnificaţia acestor mărimi aşa cum au fost ele introduse în (5); vezi şi mai departe 
(9)—(11). 
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astfel încât 
= Ey tr y- (11) 


Întrucît, deformația este infinitezimală, putem face uz de principiul 
superpoziţiei şi afirma că matricea w,, din (10) descrie o roto-translaţie 
rigidă infinitezimală a domeniului 7. Evident, relaţiile (3)—(8) îşi pierd 
acum valabilitatea. 

Introducind (11) în (1), obţinem 


8, = (£, “F 0) 8 (12) 


Dacă detormaţia e intinitezimală, putem neglija termenii patratici 
şi vom căpăta — în loc de (2), (3)— expresia 


d|g| = 2,8 (13) 

(unde am ţinut seama că &,8£, = 0). Din (5) și (10) deducem acum 
Pi 0230 Pa = Oa Pa = Cosa: (14) 

Prin urmare, cele 6 componente ale părții simetrice a matricii a, 


caracterizează variaţia distanțelor, iar cele 3 componente ale părţii sale 
anţisimetrice, rotația rigidă. 


c) Matricea dejormaţie 


Pentru a stabili semnificația mărimilor £,, să calculăm alungirea 
relativă a unui vector oarecare £. Vom nota cu m versorul 


m = Ele, (15) 


ale cărui componente m, Ma, n Sint cosinuşii directori ai lui £. 
Cantitatea ce ne interesează este deci 


e = 818I/18| = (181 —1ED/I8I. (16) 


Ea poate fi pozitivă sau negativă (alungire sau scurtare). Obţinem uşor 


5 | —1g IP = (160) — 15 IXIE Ir IED) = elgl(elgl +218]) 


sau încă, ţinind seama de (13) și (15): 
île f + = .) = mm, (17) 
unde notația e, arată faptul că alungirea relativă depinde de m şi nu de|E |. 


trucît deformația este intinitezimală, termenul în s:, trebuie negli- 
Jat. Dar întrucît formula (17) rămîne valabilă şi într-un caz mai general 
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(vezi $ 10, Nota la pag. 59), o menţinem în această formă. Soluţia ecuaţiei 
(17) se serie 


e, = —1+V1+2e,mm, (18) 


unde semnul pozitiv corespunde faptului că |£* |/|£]>0. 

Fie date acum două elemente liniare £ = |£|m,y —|y|l de compo- 
nente £,, respectiv ş,. 'Ținind seama de (12) şi (16), obţinem pentru cosinu- 
sul unghiului format de ele după detormaţie : 


o (40, 35) m E mat Set 8) (du tact Mel Ele, 


(19) 
lg" |lz| Eligi (+ e)(l+ae,) 
sau incă, efectuind calculele și reţinind termenii de primul ordin : 
PS Pa 
cos(£*, 7") = cos (£, 5) (1 — eu — s,) +2 cmd. (20) 


Întrucît variaţia distanțelor şi a unghiurilor — variaţie independentă 
de orice deplasare rigidă — constituie însăși esența procesului de deformaţie, 
se spune că cele 6 cantităţi e,, caraclerizează starea de deformaţie în 7. Ma- 
tricea simetrică E5) de componente £,, poartă numele de matrice a defor- 
maţiei (pure și infinitezimale). 

Primul termen din (12) reprezintă deci contribuţia deformaţiei pure, 
iar cel de al doilea, contribuția deplasării rigide la variația componentelor 
vectorului £. 

Caracterul infinitezimal al deformaţiei a fost sistematice folosit (înce- 
pind cu (3) și (13)), şi deei cele de mai sus nu pot fi extinse la alt tip de de- 
formaţie fără un prealabil examen critic. 


d) Alungiri și alunecări 


Componentele matricii E au semnificaţii geometrice simple. Să 
considerăm astfel un element £ paralel cu una din axe, de pildă Oa. No- 
tind cu s,, alungirea relativă a elementelor paralele cu 0z,, obținem din (18) : 
e, = —1+VIF2s şi în generalt) 

e, = —1+VIF2e, (21) 


sau încă, ţinind seama că componentele £, sînt suficient de mici : 


Ea = ct: (22) 


Componentele diagonale e, sint deci egale cu alungirile relative, după 
direcţii paralele cu axele de coordonate. 


3) A se citi ca „epsilon majuscul”, și nu ca „e majuscul””. 
*) Fără (1), întrucit indicele i apare în ambii membri din (21). 
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Să considerăm acum un al doilea element p, paralel cu axa 0, (ji). 
E aa ă 
Întrucit avem (E, 7) = în, vom nota (£*,9") = - T — 9 unde q,, este 


modificarea, în urma deformației, a unghiului drept dintre axele Oz, 
şi Oz,. Suma din (20) se reduce la un singur termen şi obținem — întrucit 
ep, este o cantitate mică : 


să 
cos (£*, 9*)= sin oy 23 Qy = 2cu- (23) 

Componentele ne-diagonale £,, ale matricii deformaţiei sint deci egale 
cu jumătatea modificărilor unghiurilor drepte dintre axele iniţiale. Aceste 
componente poartă numele de deformații unghiulare sau forfecări sau încă 
alunecări. 

Pentru a justilica această ultimă denumire, să considerăm de pildă vectorii £ (E, 0, 0), 
şi (0, na» 0), și să presupunem că singura componentă nenulă a detformației este sg. Abstrac- 
ţie tăcind de o deplasare rigidă, obținem din (12) vectorii £*(5, sata 0) şi %9*(esoas De 0). 

Avem evident 

1Q* — EI = ext = culGl: Ip" — pl = Ex9ha = Eul, 


şi deci 
£t0g a +08 
E Exp = tg 8*08 > 8"*0£, 
ză 12 

%2 5 cite E ră 

| 7% =, er = 19 9%09 22 *0%. 
74 5 Prin urmare, rotind paralelogramul 0E*p*% e 

= PR 

30 în jurul lui O de un unghi g*0g așa fel încit lalura 
[7] Pee ( 0g* să cadă pe 0£, atunei, abstracție făcind de 


mărimi de ordinul al doilea, punctele p*, 4%, g* trec 

respectiv în %', 8”, £'=E. Deformarea dreptunghiului 

Fig. 1.4.1 0E9E poate fi obţinută dacă fixăm baza 0g şi facem 

să alunece paralelele la 0g cu cantități proporționale 

cu depărtarea lor ia O£. Acelaşi rezultat se obţine prin rabaterea paralelogramului 0Q*p*0* 
pe axa 0y: cele două poziţii diferă între ele numai printr-o deplasare rigidă. 

Orice stare de deformaţie infinitezimală poate fi deci privită ca rezul- 
tat al suprapunerii a trei alungiri după axele de coordonate şi a trei defor- 
maţii unghiulare ale unghiurilor iniţial drepte între aceste axe (sau a trei 
alunecări ale stratelor de material paralele cu planele de coordonate). 


vre 
UI 


$5. TEORIA GENERALĂ A DEFORMAȚIEI INFINITEZIMALE. 
ECUAȚIILE GEOMETRICE 


Să revenim acum la cazul unei legi oarecare de transformare 
* 
Te =fi (e) = (2), (1) 


(vezi (2.1) sau (2.2)), care conduce la relaţiile 
35, = 4 E i a - (3, = 4,8; (2) 
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(vezi (2.6) şi (2.7)), unde u,e 0? (77). Notind 


4 = (3) 
(vezi pag. 40), căpătăm din (4.9) —(4.11): 


Ey = = (4,4 + Uh (4) 
wa (RI) RT LI 
Ma = Cut Oy+ (6) 


Pentru vectorul de rotație avem din (5) şi (4.14): 
D= — = rot u, (7) 


astfel că relaţia (1.7) (valabilă acum numai pentru componentele rotației 
rigide!) devine 


3 = — rot ux £. (3) 


În ce priveşte deformația pură, componentele ei sînt date de (4). 
Aceste relaţii, în număr de şase, alcătuiesc sistemul de ecuații geometrice. 
Acesta e un sistem de ecuaţii cu derivate parţiale, liniar, cu coeficienţi 
constanţi, de primul ordin în raport cu componentele deplasării şi în care 
componentele deformaţiei intervin numai sub formă întreagă, 

O problemă în care parametrii geometriei sint legaţi prin relaţiile 
(4) se zice a fi cu liniaritate geometrică. 


Relaţiile (4) pol fi scrise pe scurt sub forma simbolică 
E = detu, (9) 


înţelegind prin aceasla că matricea de componente £,, este matricea-deformaţie corespunză- 
toare unei deplasări u. Operatorul det este un operator a cărui expresie rezultă din (4); el 
e definit pe mulțimea tuturor vectorilor de clasă C? (formal, chiar Cl); co-domeniul său este 
o mulțime de matrici simetrice cu doi indici (vezi mai jos $ 9). Acest operator joacă aici un 


rol analog celui al operatorului prad în teoria ecuaţiei lui Laplace, Dacă extindem definiţia 
operatorului grad asupra vectorilor : 


grad u = [u, |, (10) 
(i — indice de coloană; j — indice de linie), atunci marcind cu semnul (T) transpunerea 
matricilor, urmează că 


1 
def u = — (grad u + gradTae], (1) 
2 


Această scriere e utilă dacă facem uz de coordonate curbilinii. 
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Dacă înțelegem derivatele parţiale ce apar în (2)—(8) ca fiind cal- 
culate într-un punct dat, recădem peste teoria deformaţiei omogene, 
valabile într-o vecinătate a acelui punct. Coeficienţii a«,, cs Oy, Sint 
deci funcții de punct. Toate cele spuse despre deformația omogenă rămîn 
valabile, nu însă în întreg domeniul 7”, ci numai pentru fiecare vecinătate, 
suficient de mică, a fiecărui punct al acestuia. 

Dacă ne-am da parametrii e, şi w,, că funcţii arbitrare de punct, 
există riscul ca aceste vecinătăţi să nu poată fi „relipite” după deformare 
în aşa fel încit să asigure continuitatea materiei din 7. (Vezi $ 9.) Dacă 
însă £,, wo, Sint definite de (4), (5), atunci transformarea lui 7 în 77* 
respectă continuitatea. 

Vectorul £ din raționamentele de pină aci trebuie să fie infinitezi- 
mal. Relaţiile (2) dau noile sale componente ; relaţiile (4) dau componen- 
tele deformaţiei ; în fine, din (4.18) şi (4.20) obţinem alungirea relativă și 
deformația unghiulară — totul numai pentru elemente liniare infinitezimale. 

Axele de coordonate nu mai trec după deformaţie în trei axe recti- 
linii. Într-adevăr, considerind de pildă o paralelă la Oz: 


D=, Da = (12) 


rezultă că punctele situate pe această dreaptă tree pe curba de ecuaţii 
m= tru, 8, 2); ai = hau, a, 23); 


23 = Dot Us( i, 23, 23)- 
Relaţiile (4.23) vor da unghiurile — în general diferite de-a — for- 


(13) 


mate de curbele în care trec axele. Reţeaua (materializată) de coordonate 
carteziene rectangulare e antrenată de detormaţie şi trece într-un sistem 
de coordonate curbilinii, în general neortogonale. Pentru cunoașterea 
acestuia, e necesară cunoaşterea funcţiilor (2). 


OBSERVAȚIE. Nu există un standard unanim acceptat pentru notarea deformaţiei. 
Astlel, componentele deformaţiei se notează de către unii autori cu (€,,..-., js: -.)s de câtre 
alții cu (Ess. Vaoee .) sau încă cu (X,s- <-> Foss). Termenii nediagonali ai deformaţici 
sint adesea luaţi egali cu 26, — ceea ce complică tormulele de transformare tensorială (vezi 
$ 6) și îngreunează stabilirea paralelismului între teoria deformaţiei şi cen a tensiunii. 

Lucrările ce tind spre utilizarea mijloacelor — sau cel puţin a notațiilor — analizei 
tensoriale folosesc notații apropiate de cele din text. O informare amplă asupra celor mai uzuale 
notații se poate găsi în A. Love [1], anexa A. Vezi și mai jos $ 2.3, pag. 68. 


$ 6. TENSORUL DEFORMAŢIE 


Prezintă importanţă evidentă posibilitatea de a determina componen- 
tele deformaţției în axe oarecare, dacă ele sînt cunoscute într-un sistem de 
axe dat. Ne vom limita la cazul unor axe carteziene ortogonale, obținute 
printr-o rotaţie din cele iniţiale. (O translație nu modifică componentele 
vectorilor.) 
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Fie deci că poziţia sistemului Oaza, faţă de sistemul Oz,zary e 
dată de cei 9 cosinuşi directori 


Pap = C08 (7, 2,), (1) 
sau, mai explicit, de matricea (evident nesimetrică) 


| z 23 2 
z 4 hu Hs Pa 
z LET) Na Na 
73 Na Nse Nas 


Mărimile n, sint legate prin relaţiile de normare și ortogonalitate : 
Rut = Maha = 8, î;Î,£=1,2,3. (2) 


Dacă vectorul £ are componentele 2, în sistemul iniţial Oas 
şi componentele E, în sistemul Oas, prin proiecţie pe axele noi dedu- 
cem uşor E; = cos (2, 7,)E, adică 


Ea e muEye (3) 
'Pinînd seama de (2), deducem și relaţiile inverse 
E = nui (4) 


Întrucît primul membru al relației (4.13) care defineşte componen- 
tele =,, este evident independent de alegerea axelor, deducem 


ct, = cut E» (5) 


unde am notat cu z,, componentele aceleiași deformaţii, în noile axe 
Introducind acum (4) în (5), obţinem pe rind 


et z, = et, = En = Cn ha Eat 9 
de unde urmează 
e, = Ma ha Cn: (6) 

Prin urmare componentele £,, formează un tensor (alin ortogonal) 
simetric de ordinul al doilea : tensorul detormaţie?). 

Acest îapt esenţial poate conduce la o definiţie invariantă a defor- 
maţiei și sluji la transcrierea relaţiilor geometrice în coordonate curbilinii 
oarecare (vezi $4.1, pag. 121). Ca punct de plecare se poate lua de ase- 
menea studiul lungimii elementului liniar într-o metrică oarecare. 


Relaţiile (6) rămîn evident valabile pentru coordonate curbilinii orto- 
gonale — numai că atunei n, sînt funcţii de punct. 


%) Întrucit raționamentele se desfășoară Intr-un spaţiu euclidian, noţiunile de coyva- 
rianță şi contravarianţă sint lipsite de conţinut, iar așezarea indicilor e indiferentă. 
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Caracterul tensorial al deformaţiei (și al tensiunii) a fost pus în evi- 
dență sub formă geometrică în lucrările lui A. Cauchy cu mult înainte de 
însăși introducerea denumirii de tensor (de către W. Voigt [2]). 

Pentru a uşura utilizarea relaţiilor (6), explicităm aci două din ele: 


Cta = Pan Pap En = Mâa aa “+ ia aa + Mia Caa + 
+ 2 Pas Mae Eaa + 2 Mae Ma aa + 2 hashhaa Car» 
Sia = Pan Pas Ca = Pun Pas Sua + Pia aa aa + 
— Pas Hasas “+ (Pas aa + Pia Paa)ea2 + 
+ (Maha + Nshaa)caa + (Masai + Pus aa)Caa+ 


(7) 


$ 7. DIRECȚIILE PRINCIPALE ALE DEFORMAŢIEI 


Cînd vectorul £ = y — a parcurge tripla infinitate de poziţii posibile 
în jurul punctului, valorile alungirii relative e, (vezi (4.16), (1.18)) variază. 
Cunoaşterea extremelor lui =, ca funcție dem poate da o imagine globală 
a stării de deformaţie în vecinătatea lui a. 

Să luăm originea sistemului de coordonate în ze, și să presupunem 
că am găsit o direcţie în lungul căreia e, își atinge maximul*). 

Alegind această direcție ca axă z, într-un nou sistem de axe, 
obținem din (4.21) 

ep = —1+Vi+2eu, (1) 
astfel că problema de extremum pentru ca» este echivalentă cu problema 
de extremum pentru e; ca funcţie de parametrii directori (necunoscuţi) 
ai axei a. 

Din (6.7) rezultă că acești parametri sînt nu; Pay Pa; Întrucit ei 
verifică condiţia (6.2) pentru i = j = 1, adică 

bi] 


3, ni = 1, (2) 
k 


vom introduce multiplicatorul lui Lagrange = şi vom căuta soluţia 
problemei de extemum liber pentru funcția 


3 
F (aa Pazo Pas) E Pas Pas Sa — | y, ni — 1); (3) 
-1 


Egalind cu zero derivatele în raport cu 2, obținem 
2F[ân, =2 nu ca — 22, =0, (4) 


*) Mărimea £ este o funcţie continuă de m, și deci există cel puțin o direcţie pentru 
care £ Îşi atinge marginea superioară, 
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aşadar un sistem de trei ecuaţii omogene 
(su E 3) LLITI = 0, i, k — 1, 2,3. (5) 


Soluţia trivială n, = Onu e admisibilă, întrucît nu satisface (2) 
Prin urmare, determinantul principal al sistemului e nul: 


Si —% Ca €13 
Ca Ca — $ 23 m 0. (6) 
fa E3a o. — € 


Aceasta este o ecuaţie de grad 3 în e. Întrucît matricea e, este 
simetrică urmează că toate rădăcinile ecuaţiei (6) sînt reale ?). 
Dacă cunoaştem componentele £,,, putem deci rezolva ecuaţia (6) 


și apoi şi sistemul (2), (5), găsind pentru fiecare din valorile s, cite un sis- 
tem de valori n,,- 


Să notăm cu =' o soluție oarecare a ecuaţiei (6). Relaţia (6.6) dă 

e; = m, N Exo (7) 

Dacă ni, e sistemul de soluţii al ecuaţiilor (5), corespunzător lui e”, 
urmează că | 

E Ma = £ hu (8) 


Intervertind în (7) indicii muţi i şi k, ţinînd seama că e, = e şi 
introducind aci (8), obţinem 


Zu; = Pai Mie Ea = Mik Mii Eu = is Mu, (9) 
Întrucit din (6.2) avem n, ni; = du, relaţia (9) devine 
e;; = e' dn (10) 
de unde | 
e=e, (11) 
Ea = 3 =0. (12) 


?) Pentru orice matrice patrată cu componente reale a, (i,j = 1, 2,...;2), ecuaţia 
Det [ay —a 34] =0 (a) 
are n rădăcini, eventual complexe, Rădăcinile sint cantităţile a, a3,...a, pentru care sis- 
temul de ecuaţii liniare omogene 
(a; — a 34) 7, =0 (b) 
are soluţii nenule, deci pentru care avem 
0yT =ax, (e) 
unde a este o soluție oarecare a ecuaţiei (a). 
Înmulţind relația (c) cu £, și sumind în zisă cu i, obținem 


> ay iz, a Ş |z|?. (d) 
î, Îmi 


Dacă matricea a este simetrică, cantitățile a, X, z-+a X, z, sint reale, deci ambele 
sume din (d) sint reale, și orice soluție a ecuației (a) rezultă a fi reală. 
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După cum se vede, valoarea maximă căutată este egală cu cea mai 
mare dintre rădăcinile ecuaţiei (6), şi ea se determină fără a mai trebui să 
calculăm în prealabil cantităţile n,;. lar dacă axa Oa; corespunde unei 
rădăcini a ecuaţiei (6), alunecările în raport cu ea sînt nule. 

Direcţiile corespunzătoare la două rădăcini distincte ale ecuaţiei (6) 
sînt ortogonale. Într-adevăr, fie că unor soluţii =”, e” le corespund para- 
metrii n. , respectiv n, . Din relaţia (5) obţinem 

Ci Pak = E Pui Ceh = E" Nu. (13) 

Înmulţind prima din aceste relaţii cu n7,, a doua cu n!,, sumînd în 
raport cu indicele ;, scăzindu-le termen cu termen și ținind seama că £,, = 
= e, căpătăm 


(e — e")n,, m, =0 (14) 
de unde, dacă 2" 3 e”, urmează relaţia de ortogonalitate 
Mag a == 0. (15) 


Direcţia extremală x, odată determinată, direcţiile z,, z, trebuie deci 
căutate în planul normal pe xi, . 

Fiind deci dat sistemul Oa, za, în care deocamdată numai axa 
z, e determinată, să introducem un nou sistem de axe 0a! ai zi păs- 
trind neschimbată axa «,. Acest sistem se obţine evident prin rotirea 
planului a; = 0 în jurul axei z; de un anumit unghi 9. 

Notind prin analogie cu (6.1) 

Mig = 008 (27, 4) (16) 

(a nu se confunda cu n; din (8)!) obţinem matricea 


| zi i Ta 
» | 
| 1 0 ) 
Ta 0 cos 8 sin d 
4 E AI 0 — sind cos $. 
Lg 
sc d 
Fig. 1.741 


Din (6.6) deducem şi 
ei; 


şi deci, ţinînd seama de valorile n;, şi de (12) : 


, Lă Lă 
= Nin hi En 


TARIE ? PL, tts său * ataaa 0 

Sua = Sup  S2 = Es =, 

sa = Ea 00829 —- 2 sis 0089 sin9 + css sin29, 

£33 == Ea sin29 ———— 2 a c08 9 sin 9 A 33 cos?9, (17) 
» 1 


Ex3 = 3 (0 a £22) sin 29 + 33 COS 29, 


astfel încît componentele e;; rămîn nemodificate. 
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Să alegem unicul parametru de care mai dispunem, unghiul 9, în 
asa fel incit z:, să aibă caracter staționar. Anulind derivata lui e. din 
(17) în raport cu $, obținem pentru 9% valoarea 


9 = — are tg [2 et/(ets — <t)], (18) 


| 


ceea ce are întotdeauna sens. 

Cu aceasta sistemul de axe e complet determinat. 

Ne rămîne să găsim valorile es, și £;,. Or, derivind în raport cu 9 
expresia lui =;, din (17) şi punind condiţia ca această derivată să fie nulă, 
obținem din nou (15). Introducînd această valoare în expresia lui es 
obţinem 

cz =0. (19) 


Prin urmare : în sistemul de axe Oa! z; z;, componentele de alun- 
gire iau valori staționare (printre ele : un maxim şi un minim), în timp ce 
componentele de alunecare se anulează. În orice punct există deci un sistem 
de axe pentru care deformația e caracterizată de numai trei alungiri, 
Aceste axe rămin (local) triortogonale, ele deplasindu-se ca un ansam- 
blu rigid. 

Detormaţia oarecare se reduce deci la suprapunerea a trei alungiri. 
Cele trei direcții astfel determinate se numesc direcții principale (sau aze 
principale) ale deformaţiei infinitezimale în punctul dat. Valorile compo- 
nentelor s; pe aceste direcţii, care coincid cu rădăcinile ecuaţiei (6), 
se numese deformaţii principale și se vor nota cu indici simpli : 4, ay £a- 


OBSERVAŢIE, În definitiv, aceasta revine la a găsi axele principale și valorile proprii 
ale tensorului deformației, Se știe că dacă reducem o matrice oarecare la axele principale, 
ea ia forma diagonală. Acesta e sensul relațiilor (12) și (19). 


Dacă cunoaştem cele şase componente ale deformației într-un sis- 
tem de axe oarecare, putem deci găsi deformaţiile principale și direcţiile 
principale. Reciproc, dacă cunoaștem poziţia axelor principale (determi- 
nată de trei parametri, de pildă, de unghiurile lui Euler) şi deformaţiile 
„gri saca putem calcula componentele deformaţiei în orice sistem de axe. 

n ambele cazuri trebuie să cunoaștem șase parametri, funcţii de punct. 


$ 8. CUADRICELE DEFORMAŢIEI. INVARIANŢI 


a) Cuadricele dejormației 


Esenţialul din raționamentele anterioare rezidă în caracterul tenso- 
rial al deformaţiei. Întrucit în €, componentele unui tensor simetrie de 
al doilea ordin permit; construirea unei cuadrice, e firesc să căutăm analo- 
gul (sau imaginea geometrică) a celor de pină aci (A. Cauchy [2], [4]). 
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Să reluăm relaţia (4.13) şi să definim cuadricele 


e(î Za» &5) — s, A E, = =: e c?, (1) 


unde ce este o constantă urbitrară, dar fixă. 
Aceasta permite să transeriem relația (4.17) sub forma 5) 


e, + a ) = + eliegk, (2) 


care e invariantă la o schimbare de axe ortogonale, întrucit atit lun- 
gimea |£ |?, cît şi forma patratică e sînt invarianţi. 

Să considerăm acum un vector de direcţie £ şi de origină 0; pentru 
simplitate, îl vom nota tot cu £. Să rotim pe £ în jurul lui e, şi să caleulăm 
valorile e, corespunzătoare, desigur independente de |£|. Pentru fiecare 
astfel de poziţie, să alegem acum lungimea |£| în aşa fel încît 


lg = + ee, |i + )- (3) 


Locul geometric al extremităților vectorilor de origine O şi de lun- 
gime (3) este, în virtutea relațiilor (1), (2), suprafața 


[tree et tm = ze, (4) 


așadar ansamblul a două cuadrice cu centru ; cuadricele deformației. Du- 
blul semn arată că avem de a face cu un elipsoid (real) sau cu doi hiperbo- 
loizi conjugaţi. 

Cuadricele (1) odată construite, alungirea e, corespunzătoare unei 
direcții oarecare ce trece prin z, se găsește determinind punctul în care £ 
înțeapă cuadrica. Calenlind lungimea |£|, deducem din (4) valoarea 


produsului =, i + e); şi deci şi pe cea a alungirii s,, cu semnul său. 
Aceasta este imaginea geometrică a rezultatelor din paragrafele 
anterioare. 


Întrucît detformaţiile sînt infinitezimale, relaţiile ce-şi au originea în 
(4.17) pot ti simplificate prin neglijarea termenului în s?. Obţinem astfel 
în loc de (2): 

= +e/ER. (5) 

Pentru a determina axele principale ale cuadricii (1), sîntem conduși 

la a rezolva o ecuaţie care coincide cu (7.6) (vezi G. Vrănceanu [1], $11.4). 
Raportind cuadrica (1) la axele principale, obținem ecuația 

tir esti eat =. (6) 


5) Vezi cele spuse relativ la formula (4.17). 


—— 
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Semi-axele corespunzătoare au lungimile 1/ Ve,. Dacă cele trei deformaţii 
principale sînt; de acelaşi semn, obținem deci un elipsoid ; în caz contrar, 
doi hiperboloizi. 


OnseRvAȚIE. Aceste cuadrice nu au nimic comun cu domeniul în care se transformă, 
de pildă, o bulă cu cenirul în punctul considerat. O astfel de bulă elementară trece într-un 
elipsoid de semiaxe proporţionale cu (1 + e). 


b) Stări particulare de deformaţie 


Dacă două din detormaţiile principale sînt egale, se obţin cuadrice 
de revoluţie. Dacă toate deformaţiile principale sînt egale, cuadrica este 
o sferă şi poziţia axelor este indiferentă. 

Dacă una din deformațiile principale — de exemplu e, — se anu- 
lează, (6) se reduce la 

Ei + eti=4+e, (7) 
ceea ce reprezintă un cilindru de generatoare paralele cu Os. 

Pentru es —>0, lungimea semiaxei corespunzătoare din (6) creşte 
la infinit. În cazul (7), deformația după direcţia Oa, este nulă ; după direc- 
ţii apropiate de 02, ea e foarte mică (vezi (5)). Din această cauză, starea 
în care una din deformaţiile principale este nulă, poartă numele de stare 
de deformaţie plană, paralelă cu planul celorlalte două axe principale. 

Pentru a trece la axe arbitrare, în aşa fel încît să conservăm axa în 
raport cu care deformația principală este nulă, ne rămîne să rotim axele 
în jurul acesteia. Un calcul similar celui din (7.17) arată că în noile axe 
căpătăm ea = Ep = £33 = 0. Prin urmare, starea de deformaţie plană 
în raport cu direcţia Oz, este caracterizată de o matrice 


En Ex 0 
Cai Ea 0 |» (8) 
00 0. 

Se numeşte stare de deformație antiplană, starea descrisă de o matrice 
0 0 e 
0 0 ex |: (9) 


- Egi Ega Ess 


| Starea în care nu există submatrici, linii sau coloane cu elemente 
identic nule se numeşte siare de deformaţie spaţială (sau tridimensională) i Ă 


») Aceste definiţii au caracter punctual. Pentru un corp în ansamblul său, nu trebuie să 
credem că orice stare ar putea fi redusă la o simplă suprapunere de stări antiplane și de stări 
plane în fiecare punet, 
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Definiţii similare pentru starea de tensiune vor fi date în capitolul 2. 
Capitolul ă va îi consacrat studiului unor stări care sînt antiplane în fie- 
care punct ; capitolul 6 — anumitor stări plane; iar capitolele 7—10 — 
unor stări de detormaţie spaţială, 


c) Invarianţi 


Deşi exprimă o realitate de natură mecanică, componentele defor- 
maţiei sînt mărimi raportate la un sistem de coordonate. Este firesc să 
căutăm un mod invariant de a caracteriza starea de deformaţie. Pentru 
aceasta, dezvoltind determinantul din (7.6), obţinem 19) 


st —B,c2 + Ec —E.=0, (10) 
unde am notat 
E, = En t 22 +t Ea, 
Ea = Eu E22 -f ap Eaa -f Caa En — Ei — Sâ; — Sup (11) 
Es =— Det, [=]. 
Cel mai adesea vom nota E, = 0. Se demonstrează cu uşurinţă 
(vezi $ 10, pag. 60), că 0 evaluează dilatarea de volum. 
Întrucit 1/yg sînt lungimile semiaxelor cuadricei deformaţiei, re- 
zultă că soluţiile e, ale ecuaţiei (10) sînt invariante la o schimbare de axe. 
Relaţiile dintre rădăcinile şi coeficienţii ecuaţiei (10) conduc la 
E =0= ate e 
Ep = Ey Sg Ea Ep + Ep up (12) 
Ea = Ea e 3 
de unde conchidem că și mărimile B,, E, E, sînt invariante. Ele se nu- 
mesc respectiv învariantul liniar, patrati şi cubic ul deformaţiei. (Orice alt 


invariant al deformaţiei se exprimă sub formă raţională prin intermediul 
acestora.) 


În particular, din (11) şi (5.4) obţinem relaţia simplă și importantă 
0=u,,=divu. (13) 
Relaţiile (12) pot fi privite drept un caz particular al relațiilor (11). „„Cazul particular” 


este însă echivalent cu cel general: orice relaţie scrisă sub formă invariantă poate fi ușor 
transcrisă într-un sistem oarecare de axe. (Vezi de exemplu, $ 10, pag. 61.) 


Cunoaşterea axelor cuadricei este echivalentă cu cunoaşterea inva- 
rianţilor, asttel că starea de deformaţie e deplin determinată dacă cunoaş- 
tem poziţia axelor principale și cei trei invarianți. 


10) A se citi IE ca ,,epsilon majuscul”. 
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Amintim că toate cantităţile cu care avem de a face în acest paragrat 
sint funcţii de 2, da, La. 


Pentru o mai largă informare asupra teoriei invarianţilor, vezi de pildă 1. Goldenblatt 
[1], sau Y. Novojilov [1], [3]. 

Aceste noțiuni joacă un rol esenţial In teoria neliniară a elasticității şi In teoria plas- 
ticității. 


$9. ECUAȚIILE DE COMPATIBILITATE 


Pentru a cunoaşte starea corpului deformat, trebuie să dispunem de 
componentele deformaţiei şi ale rotației rigide locale — aşadar de cele nouă 
cantităţi u,,. Întrucît mărimile s,, e, dau numai informaţii cu caracter 
local, trebuie să cunoaştem chiar componentele u, ale deplasării. 

Pentru ca raporturile dintre deplasări şi deformaţii să fie clarifi- 
cate, trebuie să putem reconstitui cu ajutorul deformaţiilor, tabloul stării 
de deplasare. Cu acest; prilej, vom putea da răspuns şi la chestiunea pusă în 
$ 5, pag. 46: problema compatibilităţii detormaţiilor şi a deplasărilor rigide 
elementare, sau încă a continuității procesului de deformaţie în ansam- 
blul său. 

Dacă în ecuaţiile (5.4) cunoaştem componentele lui 4, putem cal- 
cula imediat cele şuse componente ale Ini E. Dacă insă cunoaştem cele 
şase componente ale unui tensor simetrie de al doilea ordin, fie ele s,, 
cele şase relaţii (5.4) constituie un sistem de ecuaţii supradeterminat 
(în număr mai mare decit cel al funcţiilor necunoscute), şi el nu poate deci 
avea soluţie pentru e, arbitrari. Cu alte cuvinte, nu orice tensor simetrie 
de al doilea ordin poate îi pus sub forma def u. 

Condiţii mecesare pentru ca un tensor E să tie de forma det a au 
fost formulate de către B. de Suint-Venant. Rezolvarea generală a pro- 
blemei o dă următoarea teoremă u lui G. Kirchofi ([3], $ 27.4), pusă la 
punct de V. Volterra [1) şi E. Cesaro [1]: 

Condiţia necesară şi suficientă pentru ca un lensor simetric de al 
doilea ordin E, definit într-un domeniu simplu conez Y”, să poată fi pus 
sub forma 

E = del u, (1) 


este ca componentele sale e, să satisfacă condiţiile lui Saint- Venant (12). 
Pentru a demonstra teorema, să punem sistemul (5.4) sub forma 


hu, = 2 înj=1,2,3. (2) 


Fie dat un punct a" şi fie cunoscute aci valorile deplasării u? şi ale 
rotației «;;. Dacă valorile u,, ar fi cunoscute peste tot în 7”, deplasările 
u: într-un punct oarecare a! ar fi de forma 


simula 


Bz Ma dz, (3) 
integrala depinzind numai de capetele drumului de integrare. 
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Introducînd (5.6) în (3), putem serie 


u = + PR e, da,+țaa o, dz,. (4) 


Întrucit u? și e, sint cunoscute, ne rămîne să calculăm 


1, = (— o, dz, (5) 
Înlocuind dz, prin d (,—a!), unde a! sînt valori fixe, avem 
1, = — at? —a)) — aa ta — 2) de, 6) 
Dar diferenţialele do, depind de w,, și găsim ușor 
Oz = Er Eur (7). 


Introducind (7) în integrala din (6), obţinem deci 


PR (2) —£,) do, 2 PR (a) —,) (e4.,.— e...) dz, 


astfel că (4) conduce la formula lui Kirchhoff-Cesaro 


u = + ay(7—2) + iza Vu da i 


unde 
UV, = a + (2) —a,) (cas — sade (9) 
Din considerente mecanice evidente, să admitem că vectorul-depla- 
sare este o funcţie uniformă (funcţie de punct) 11). Aceasta cere ca (8) să 


nu depindă de drumul de integrare, de unde urmează (condiţie necesară 
și suficientă !) 


A == Usa. (10) 
Introducînd aci expresia U,, din (9), obținem 
(2) > €,) (Sposa == Eu) == (a! hei 2,) (2 a m: £. a) (11) 


unde trebuie să presupunem h =£ k (pentru h = k, (10) se reduce la o 
identitate) şi î = j (pentru i = j, parantezele din (11) sînt nule). 

Dat fiind că relaţia (11) trebuie să fie valabilă pentru orice valori 
ale diferenţei a! —z,, obţinem în definitiv condițiile lui Saint-Venant 
(12) 


Cana — Ex, > Casa Csa,a* 


2) Există probleme importante în care această presupunere îşi pierde valabilitatea, 
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Acestea au fost găsite de B. de Saint-Venant (în 1861) ca condiţii 
necesare, prin diferenţierea ecuaţiilor geometrice. Teorema de mai sus 
dovedeşte că ele sînt şi condiții suficiente, dacă 7 este simplu conex, 

Aparent, există 31 = 81 astfel de relaţii. Dar întrucît avem 
ij şi hf, şi întrucît putem interverti indicii s cu h și j cu Fk, sau 
perechea î, j cu h, k, fără a obţine relaţii noi, numărul total de relaţii 
distinete se reduce la șase. Notind cu (i, j, k) indicii 1, 2, 3 sau o per- 
mutare circulară a lor, obținem din (12), luînd k = i, trei relaţii de tipul 


cn + (<,,, — a €,,.2). =0 (!). (13) 
Dacă luăm aci k —j, căpătăm încă trei relaţii de tipul 
css Es — 24, =0 (!?). (14) 


Introducînd (5.4) în (13) şi (14), acestea rezultă identic verificate. 


Relaţiile lui Saint-Venant pol fi interpretate cu ajutorul unui operator liniar de al 
doilea ordin ink aplicat componentelor tensorului E : 


ink B=0, (15) 


Un vector 2 este gradientul unui scalar g, dacă și numai dacă rot 2 = 0, Condiţiile 
lui Saint-Venant au un rol similar în raport cu operatorul def : un tensor simetric de al doilea 
ordin E este de forma E =— def u, dacă şi numai dacă ink E =0. 

Dacă ink E 0, valorile ce se obțin în primul membra din (15) pot fi privite ca 
o măsură a incompatibilității sistemului geometric. Astfel de stări se numesc dislocaţii. 


Lmuiînd s, = 0, formulele (8), (9) se reduc ia 
u =u+oy(zi —z,), (16) 


ceea ce descrie o deplasare rigidă a corpului în ansamblu. În cadrul 
condiţiilor lui Saint-Venant, cunoaşterea deformaţiilor echivalează deci 
cu cunoaşterea deplasărilor, abstracţie făcînd de o deplasare rigidă (16). 
Cunoașterea valorilor u? și w?, într-un punct a determină şi această 
din urmă deplasare. 


Dacă 7” este multiplu-conex, condițiile lui Saint-Venant rămin condiţii necesare de 
integrabilitate. Formulele (8) rămin şi ele valabile, cu condiţia ca drumul de integrare să nu 
traverseze nici una din tăieturile ce transformă pe 77 într-un domeniu simplu conex. Dar, 
notind cu a”, respectiv e , vectorul deplasare pe bordurile unei asemenea tăieturi, trebuie 
să impunem condiţia suplimentară 


ut=u, (17) 


pentru a ne asigura de uniformitatea lui u în domeniul Z inițial. În caz contrar, u va fi 
determinat numai abstracţie făcind de anumite perioade, date de integralele din (8) pe compo- 
nentele interioare ale frontierei. 


Relativ la studiul condiţiilor lui Saint-Venant în cazul deformaţiei 
infinitezimale, vezi A. Lurie [1] şi [4], $ 1.4. Pentru discutarea cazului 
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în care aceste condiţii nu sînt satisfăcute, vezi indicaţii în A. Seeger [1], 
$ 2.53. Problema dislocaţiilor e studiată în detaliu în lucrările citate în 
$ 4.1, pag. 125. 

În cadrul condiţiilor lui Saint-Venant (eventual completate cu 
condiţiile (17)), cunoaşterea deplasărilor şi a deformaţiilor devin deci 
echivalente. (Ceea ce explică rațiunea pentru care relaţiile (5.5) nu sînt 
incluse printre relațiile geometrice ale problemei.) În definitiv, aceasta 
provine din faptul că fiecare punct al continuului este privit ca dispunînd 
de numai 3 grade de libertate. (În teoria dislocaţiilor, acest punct de ve- 
dere îşi pierde valabilitatea : vezi B. Kroner [4], finele $ 1.5, şi [6]; 
vezi şi E. şi F. Cosserat (4), cap. 4.) 

Pe viitor, ne putem deci mărgini la a căuta fie numai deformaţiile, 
fie numai deplasările. Acest rezultat nn depinde nici de sarcină, nici de 
proprietăţile mecanice ale corpului (dacă acesta este elastic). 


$ 10. DEFORMAȚII NELINIARE 


Raţionamentele din paragrafele precedente pot fi repetate cuvînt 
cu cuvînt, dar fără a mai neglija termenul | 3£ |? în expresia (4.2) — ceea ce 
conduce la o teorie neliniară a deformaţiei. 

Întrucît avem de considerat; acum cantităţi în care produse de 
mărimi &,ș syy 6, apar alături de termeni liniari, principiul superpo- 
ziției îşi pierde valabilitatea. 

Din (4.2) obţinem acum — în loe de (1.13) — relaţia mai generală 


3 3 
SEP = YO a) XE = 20,86. (1) 
Calculînd aci coeficientul termenului în £:, căpătăm 
.- 1 [3 2 
Su = % = (ai, +a + o) (1). (2) 


Pentru coeticientul termenului în £, £,, (î=£j), avem 
ta = Za, A+ 4) + lau da, + oo; o, + a, 3). (3) 
Evident, (3) se reduce la (2) dacă luăm i = j, astfel că în definitiv 
E se (2, + a) + = el fn, =, 8, (4) 
sau încă, ținind seama de (4.9) şi (4.11): 


zi 1 îi 
Ey = Ey pi (e, +o)(ep +o,)e (5) 


Lă 
Ei 
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Matricea E de componente £,, este prin definiţie simetrică : com- 
ponentele ei se numesc componentele deformaţiei finite (sau neliniare). 
Pentru a calcula aceste mărimi, sînt necesare cele 9 componente z,, 
sau cele 6 componente e, și cele 3 componente «,,. Legea liniară (3.5) 
de transformare a domeniului 7” în Y* conduce deci în general la o 
legătură neliniară între componentele detormaţiei şi coeficienţii transtor- 
mării. Separarea ce apărea în $ 4 între rolurile componentelor s, și o, 
ca și liniaritatea legăturii dintre componentele deformaţiei şi coeficienţii 
transtormării (consecinţe ale neglijării termenului | 3£ |? în expresia 3|£ |?) 
nu se menţin. 
Detiniţia (4.16) a alungirii relative şi tormula (4.18) își păstrează 
valabilitatea 1), dacă înlocuim s,, «, prin î,, E: 
î,=—1+V1 + 25,m,m,. (6) 
Formula (4.19) rămîne valabilă. 'Ţinind seama de relaţia (5), obţi- 
nem de aci 
“ed + 2E 
COS (£*, 9") — PR. n m, 
(1+e€.)(1+e) 


Formula (4.21) se înlocuieşte cu 


Za — 14 Vi +2, (3) 


Pentru un element £, paralel cu axa Oz, şi un element 3, paralel 
cu axa 0z,, suma din (7) se reduce la un singur termen şi obţinem 
a —— .. — 11) 9) 
Vi +25, VL +22, ( ( 

Comparînd relaţiile (4.22), (4.23) cu (8), (9), se vede că mărimile 
€, Şi 22, nu mai sînt egale, dar caracterizează totuşi aceleaşi modi- 
ficări ca şi e, și 2s,: trei alungiri şi trei deformaţii unghiulare (fără 
a mai putea însă vorbi despre „alunecări, nici despre suprapunerea aces- 
tor șase detormaţii). Cunoașterea mărimilor £,, echivalează cu cunoaş- 
terea stării de detormaţie în jurul punctului considerat. 

Întreg cuprinsul $$ 5—7 îşi păstrează cuvint cu cuvint valabili- 
tatea — cantităţile e, fiind peste tot înlocnite cu £,,. În particular, 
ecuaţiile (5.4) sînt înlocuite cu 


l,. (7) 


cos (£;, 9; )= sin 0, = 


zi 1 1 
=; = i =, (2 sri) + 2 Uau Wage (10) 


Acesta e tot un sistem de ecuaţii cu derivate parţiale, cu coeficienţi 
constanţi, întreg în raport cu componentele deformaţiei, şi de primul 
ordin, dar neliniar, în raport cu cele ale deplasării. 


12) Acesta a fost motivul pentru care am menținut termenul patratic în (4.17). 
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Condiţia ca deplasarea să se reducă la o deplasare rigidă conduce 
la căutarea soluţiilor sistemului neliniar €,, — 0, rezultatele simple din 
(4.8) sau (9.16) pierzîndu-şi sensul. (Nu trebuie uitat că o deplasare 
rigidă care nu este infinitezimală, nu se reduce în general la suprapunerea 
unei translații şi a unei rotații). 

Relaţiile (10) pot fi scrise sub forma (compară cu (5.9)): 


E = detu. (11) 


Axele principale şi deformaţiile principale se delinese în același 
mod. Relaţiile (4.22) îşi pierd valabilitatea, dar relaţiile (4.21) rămîn 
adevărate, ceea ce dă, în axe principale : 


ta, = —1+ Vi $3s,. (12) 
Rezultatele din $ 8 se păstrează pentru cuadricele 
ă (&0 Ba, 20) = î, E, Z, a = c?, (13) 


Rămin valabile și formulele (8.2)—(8.9), exceptind (8.5). Invarianţii 
deformaţiei neliniare se notează E, E, E, și au forma ce decurge ime- 
diat din (83.11) sau (8.12). Formula (8.13) îşi pierde însă valabilitatea. 


EXEMPLU. Să calculăm dilatarea de volum — cantitate care desigur nu depinde 
de alegerea axelor. Considerind transformarea (2.9), notind cu $ dilatarea de volum în cazul 
deformaţiei neliniare şi ţinind seama că raportul volumelor 1 + $ este egal cu jacobianul 
transformării, obţinem 


12 ui i a 
1 - [i] = Usa 1 -+ Us a U>a 9 (14) 
Va Uaa 1 + Usa 


Cu ajutorul formulelor (10), deducem de aci 


2 | 127 2Ez0 p 
(1+89)=| 230  1+27m 25 |: (15) 
20 Dia 14 2 


"Ţinind seama de definițiile analoge cu (8.11) în cazul deformaţiei neliniare, căpătăm 


(+ 61428, +4E, + SE 
de unde rezultă valoarea căutată 
—_ SIT ADERE: AGORA 
D= Vi 28, 45, ră. (16) 


Introducind aci expresiile similare cu (8.12), obținem încă 


3= Var zi) di) +23), (17) 
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și în fine, folosind relaţiile (12): 
B= (+ E) Er îl (18) 


Sensul acestei formule e ușor de înţeles: un paralelipiped dreptunghice elementar, cu 
muchiile paralele cu axele principale, se transformă tot într-un paralelipiped dreptunghic, de 
muchii alungite în raportul (1 + 2/1. Formula (18) poate fi dedusă și direct, apoi transcrisă 
cu ajutorul invarianților şi asttel obţinută şi forma (16), valabilă în axe oarecari. 


Chestiunea, condiţiilor de compatibilitate se pune în acelaşi fel, dar 
caracterul neliniar al ecuaţiilor (10) complică considerabil problema. 
Condiţii analoge cu (9.12) pot fi obținute, cerînd ea spaţiul să rămînă 
euclidian și după deformare, așadar anulind tensorul său de curbură. 
(Vezi V. Z. Vlasov [1]; A. Green şi W. Zerna [1], $ 2.3; V. Novojilov 
[1], $ 39; C. Truesdell și R. Toupin [1], $ 34). 

După cum deformația neliniară este omogenă sau nu, cantităţile 
cu care avem de a face (invarianţi, cuadrice ale deformaţiei, axe princi- 
pale etc.) sînt aceleași sau variază de la punct la punct. 

Teoria neliniară conţine drept caz particular teoria deformaţiei 
infinitezimale. Pentru a ne convinge de aceasta, să începem prin a pre- 
supune că componentele £,, sint suficient de mici pentru a putea ne- 
glija produse de astfel de componente față de termeni liniari în raport 
cu ele. Teoria astfel simplificată poartă numele de teoria micilor defor- 
maţii. În acest caz, din (8) şi (9) obţinem relaţii de tipul (4.22), (4.23). 
Prin urmare, componentele matricii micilor deformaţii sînt pur și simplu 
egale cu moditicările (de lungime sau unghiulare) corespunzătoare. Pentru 
cuadricele detormaţiei, se poate face uz de o expresie similară cu (8.5). 
Din (18) obţinem aci cu uşurinţă 


= (+ ED) IDUri) 17, +E+=f, (19) 
(ceea ce nu coincide cu (8.13))). 

Teoria micilor deformaţii nu coincide însă cu teoria deformaţiei 
infinitezimale, întrucît ea limitează numai valorile 7,, permiţind apa- 
riția de termeni neliniari în s,, w,. Pentru a evita astfel de termeni, 
trebuie deci să presupunem că nu numai deformaţiile, ci şi rotaţiile 
rigide locale sînt suficient de mici. În acest caz, termenii neliniari din (10) 
pot fi neglijaţi şi obţinem 


ti = Ego (20) 


Prin urmare, teoria micilor deformaţii şi rotații coincide cu teoria 
deformaţiei infinitezimale, liniare deci. Această chestiune e tratată în 
detaliu de V. Novojilov [1], [3]. 


Adesea, deformaţiile sînt suficient de mici pentru ca teoria micilor delormaţii (încă 
neliniară |) să fie aplicabilă. Există insă probleme în care pasul de aci spre teoria defor- 
maţiei liniare nu mai poate fi făcut: de pildă, putem îndoi mult o lamă subțire de oţel, 
obţinînd rotații locale mari, fără ca deformaţiile să fie mari (fapt de care ne convinge absența 
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deformației remanente după descărcare). Dimpotrivă, în cazul corpurilor elastice masive, 
rotații mari nu pot coexista cu deformaţii mici şi teoria micilor deformaţii se reduce firesc 
la teoria liniară. 


Teoria, liniară prezintă avantajele simplicităţii, permiţîind totodată 
examinarea unor cazuri din cele mai importante. Dar teoria neliniară 
nu este simplul rezultat al unei dorinţe de generalizare. La anumite con- 
figuraţii şi solicitări ale mediului continuu (tije, plăci, solicitate într-un 
anumit mod), precum și pentru anumite materiale (cauciuc, polimeri 
înalți etc.) presupunerile asupra liniarităţii relaţiilor geometrice nu mai 
reprezintă nici măcar o primă aproximare a fenomenului. 

Studiul acestor chestiuni se loveşte de mari dificultăţi : domeniul 
de valabilitate al fiecărui tip de ecuaţii geometrice nu e încă destul de 
clar, iar ecuaţiile neliniare obţinute sînt greu abordabile. 

Pentru indicaţii bibliografice privind problemele neliniare, vezi 
$ 4.1, pag. 125. 

În cele ce urmează, ne vom situa sistematic în cadrul teoriei defor- 
mației infinitezimale, aşadar al liniarității geometrice. 


CAPITOLUL 2 


STAREA DE TENSIUNE A MEDIULUI CONTINUU 


$ 1. FORŢE EXTERIOARE 


Să ne fixăm acum atenţia asupra forţelor ce acţionează dinafară 
asupra corpului continuu şi a celor ce iau naştere în interior, ca efect 
al acestei acțiuni. Vom părăsi deci cadrul clasic al mecanicii solidului 
rigid pe o cale pur statică. Ca şi în capitolul 1, proprietăţile materialului 
nu ne vor interesa. 

Nu ne vom preocupa de semnificaţia noţiunii de „forţă”. Nelimităm 
la a spune că o forță poate fi evaluată numai prin intermediul efectelor 
sale — în cazul nostru prin intermediul deplasărilor cauzate de ea. 


a) Forțe de volum și forţe superficiale 


Se numeşte forță exterioară orice forţă ce caracterizează acțiunea 
unui corp exterior lui 77, asupra punctelor din 7” + Sf. Acele forțe ce 
acţionează asupra punctelor dintr-un domeniu 7” CY se numesc 
forțe de volum. Cele ce acţionează asupra punctelor dintr-un domeniu 
S' CS se numese forțe superficiale. 

Să considerăm rezultanta 2 (”) şi momentul rezultant A (7), al 
forțelor exterioare acţionind asupra lui 7”. În general, atit 2(77") cît 
şi A (77) tind către zero o dată cu volumul mes (77); în general, mo- 
mentul rezultant tinde spre zero mai repede decît rezultanta, dacă 
centrul de reducere este ales în 7. 

j Se numeşte forță de volum F (de componente F,, Fa, F3) în zey, 
imita 


8 (7) 
mes (77”) 


dacă această limită (unică) există şi e finită (compară şi cu (1.1.9)). 

Dacă pentru d(77') —> 0, momentul rezultant în ae nu este neghi- 
jabil în comparaţie cu rezultanta, atunci avem de a face cu o teorie 
asimetrică a continuului (vezi $ 4, pag. 12; vezi şi $ 4.1, pag. 125). 

În cele ce urmează, acţiunea exterioară asupra punctelor din 7 va, 
fi întotdeauna caracterizată numai prin forța (1). Cele mai simple exem- 
ple de forțe de volum sînt cele gravitaționale şi cele inerţiale. E uşor de 


F (a) = lim » pentru xey'Cyr, d(r7')—>0, (1) 
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arătat că efectul unor astfel de forțe provenite din puncte Eey”', Eey, 
este neglijabil. 

Denumirea, de „forţă de volum” e improprie : în fapt, F este densi- 
tatea cîmpului forţelor de volum în punctul considerat. Avem evident 
[F] = FPL-2 — ML-2T-2, şi modulul acestei densități de forţă se măsoară 
în kgt/em?. Forţa ce acţionează asupra unui element de volum dVY se 
va scrie FdV; evident, ea are dimensiunea unei forţe. 

Definiţia (1) poate fi reluată pentru forțele superficiale. Anume, 
o m scrie 


RI 
mes (£') ! 
Cel mai frecvent caz de apariţie a unor forțe superficiale este cel 
în care corpul se află în contact cu alt corp, solid sau fluid: contact 
dintre o fundaţie şi sol, presiunea fluidului asupra pereţilor unui rezervor 
ete. Dimensiunea densităţii forței superficiale este [f] = FL-2, şi ea se 
măsoară în kgf/em?. Pe orice element de arie d$ acţionează forța fdS. 


Forţa superficială f nu e în general dirijată după normala n la 7, 
Se spune că avem în ze S întindere sau compresiune, după cum unghiul 


î(z) =lim pentru zef'C7, d(%')-—0. (3) 


Pai 
(f,n) e mai mic, respectiv mai mare decît : x. Dacă S este o supra- 


faţă închisă orientabilă, n va fi întotdeauna normala ezlernă în raport 
cu Y?*, 

Forţele exterioare pentru care limitele din (1) sau (2) există se 
numesc forțe exterioare (sau sarcini) repartizate (sau distribuite). 


b) Forțe concentrate 


Definiţiile (1), (2) îşi pierd sensul dacă rezultanta (2 nu tinde 
spre zero o dată cu diametrul domeniului considerat. Dacă această rezul- 
tantă are o limită care nu este nulă, se spune că în ze e aplicată o forță 
concentrată (de volum sau superficială), egală cu limita rezultantei. Dimen- 
siunea sa este evident aceea a unei forţe. 

Cel mai adesea, avem de a face cu sarcini repartizate. Totuşi, apar 
treevent şi forțe exterioare concentrate (de ex. : explozie în interiorul 
unui corp masiv ; forţe de reacțiune în puncte ale frontierei în care un 
corp masiv e rezemat pe piloni etc.), 

Un mod unitar de a trata împreună sarcinile concentrate şi cele 
repartizate e sugerat; de ideea de distribuţie sau funcție generalizată (vezi 
$ A.2). În acest scop, să considerăm un şir de domenii 7, C 7, funcţii 
de un parametru e (de ex.: un şir de bule B (x, e), sau un şir de cuburi 
cu centrele în a și de laturi 2e), pentru care d(77,) > 0 pentru e —0. 
Dacă pentru e' < e" avem şi Y+ C 7/s+, se poate arăta că aceste dome- 
nii conţin un singur punct comun, care este a. 
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Să presupunem acum că rezultanta (£(77,) există pentru orice e. 
Dacă există un vector Q asttel încît 


lim 2 (77.) = 


£—0 


(4) 


O dacă ze, pentru orice e, 
0 dacă ze, de la un anumit se, 


atunci se spune că în a este aplicată o forță concentrată Q. (Pentru o 
definiţie mai detaliată, vezi de ex. E. Sternberg și S. Al-Khozaie [1], $2.) 

Există o legătură evidentă între această definiţie și definiţia (A.2.7), 
(A.2.8) a funcţiei 5 a lui Dirac (adaptată pentru cazul tridimensional). 
Aceasta permite să se scrie orice forță de volum concentrată, aplicată 
într-un punct £ (E, Eos Ea), Sub forma 


F (2 Pa %3) = Q5(2 — Er» da — Gay Ps — a) (5) 


ceea ce se poate înțelege precum urmează : Q este o densitate de forţă, 
nulă pentru a =£ £, infinită pentru & = E, și a cărei integrală pe 3 este Q. 
O definiție similară poate fi dată pentru forţele concentrate super- 

ticiale ; aci se impune însă un studiu special al funcţiei 5 definite pe o su- 
prafaţă (vezi de ex. I. Ghelfand și G. Silov [1], vol. 1, $ 3.1). În cazul 
particular în care S conţine o porţiune plană (fie 4 = 0), forţa concen- 
trată aplicată în (£,, Es, 0) se scrie 


] (a 2) = qă(2 — fus Pa — o), (6) 


unde q este un vector constant de componente q,, q,. Pentru O = i, 
respectiv gq = î,, avem de a face cu forțe concentrate unitare, aplicate 
în punctul £, şi dirijate paralel cu axa 0z,. 

Pentru studiul problemelor privitoare la forţele concentrate, vezi 
de exemplu C. Pearson [2], capitolul 5; G. Neidhardt şi E. Sternberg 
LLĂ; E. Sternberg și R. Eubanks [1], [2]. 


$ 2. FORŢE INTERIOARE. TENSIUNI 


a) Vectorul tensiune 


Sub acţiunea forţelor exterioare iau naştere forțe interioare între 
particulele ce alcătuiese corpul 7. Natura fizică a acestor forţe nu ne inte- 
resează. Pentru a le studia, se face uz de metoda secțiunilor imaginare 
propusă de Cauchy. 

Să presupunem că corpul 7” este în echilibru şi să separăm (imaginar) 
din el o porţiune 77, (a cărei frontieră poate îi interioară lui 7” sau nu) 
şi porţiunea complementară 73. Vom nota cu S, acea parte a lui S care 
aparține frontierei lui 77, (î = 1, 2) şi cu Sp frontiera comună a dome- 
niilor 7, 3, presupusă a fi cu plan tangent şi cu două feţe. 
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Pentru ca porțiunea 7, să-și păstreze nealterat echilibrul după 
separare, trebuie ca acțiunea părții 7, (care transmite lui 77, efectul for- 
țelor exterioare ce acţionează asupra lui 7-2 şi a frontierei sale, precum 
şi acţiunea forțelor interioare ce iau naștere în 77) să fie înlocuită prin 
acțiunea anumitor forţe aplicate pe 
Sp. Aceste forţe trebuie deci alese 
în aşa fel încît 77, să rămină în echi- 
libru, fără nici o schimbare a confi- 
guraţiei sale, sub acţiunea tuturor 
forțelor exterioare aplicate anterior 
asupra sa, plus forţele de interacţi- 
une dintre 7, şi 7" introduse mai 
sus. Acestea au rolul unor forțe de 
coeziune şi considerarea lor echiva- 
lează cu utilizarea ipotezei rigidiză- 
rii părților ($ 0.4, e). 

Detinind o densitate a forţe- 
lor de interacțiune pe Sp, ajungem 
printr-un raționament similar celui 
din $ 1, la noţiunea de tensiune in- 
ternă sau pur şi simplu tensiune: 


2(7,.) 
mes (%.) 


o (2) = lim pentru pe fs Cap (Yi) —0. (1) 


Aceasta apare a fi deci o mărime vectorială (vectorul tensiune), de 
dimensiune FL-2; modulul său se măsoară în kgf/em2?. Într-o formă deplin 
conturată, introducerea acestei noțiuni aparţine lui Cauchy (pentru isto- 
ricul chestiunii, vezi C. 'Truesdell [6)). 

Subliniem aci — odată pentru totdeauna — că tensiunile e repar- 
tizate pe frontiera ” a unui subdomeniu 7"'Cyr, joacă rolul de forţe super- 
ficiale exterioare în rapori cu Y”. 


b) Proprietăţile vectorului tensiune 


Vectorul tensiune e este o funcţie de punct. Dar în primul rînd, 
e] depinde de suprafața de separație aleasă ; în al doilea rînd, atîta timp 
cit se cere ca orice parte separată din 7” să fie în echilibru ca solid 
rigid, (adică numai din punctul de vedere al sistemului de forțe aplicat 
asupra sa), rezultă că tensiunile distribuite pe suprateţele de separație 
nu sint determinate decit abstracţie făcînd de un sistem de forțe statie 
echivalent cu zero. 

Pentru a elimina prima din aceste dificultăți, să arătăm că vectorul 
tensiune a este funcţie de punct şi de normala la suprafaţa de sepa- 
rație în acel punct. În acest scop să îmvărțim domeniul mărginit 7” în 
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trei subdomenii 77, Ya, Ya. Să considerăm mai întîi suprafața 13 -+- S ss. 
Pe suprafeţele S „3 şi Sa — fzontiereale domeniilor 7, şi Ya, — apar, în 
virtatea principiului acţiunii şi reacţiunii, tensiuni egale şi de semne 
contrare tensiunilor ce iau naştere pe aceleaşi suprafeţe, privite ca măr- 
ginind domeniul 774 (aflat şi el — sepa- 
rat — în echilibru). 

Secţionind acum 7 după fst faa 
tensiunile ce apar pe 4, rămîn aceleași, 
deoarece în starea de echilibru a lui 773 
nu s-a schimbat nimic. 

Prin urmare, tensiunea pe o porţi- 
une oarecare a suprafeţei de separație nu 
depinde de forma acesteia în restul ei. 

Fie în particular un element d$' 
al unei suprafețe de separație, deplin 
caracterizat de poziţia centrului său ze şi 
de normala sa n. Raţionamentele de mai Fig. 2.2.2 
sus impun să notăm vectorul tensiune cu 
0,; iar componentele sale cu c,, (i = 1,2, 3) — subînţelegind că el de- 
pinde şi de a. 

Pentru a dovedi însă că g, depinde numai de z șin, trebuie să pulem alege dintre 
toate acele sisteme de forțe static echivalente, repartizate pe o suprafață imaginară de 
separație, pe acela care corespunde echilibrului lui 7” ca corp deformabil. În virtutea semni- 
licației sale mecanice, acest sistem este, în fapt, unic. Determinarea sa va fi posibilă abia după 


stabilirea legăturii dintre deplasări, deformaţii și tensiuni şi după demonstrarea unei teoreme 
de unicitate (vezi $ 4.5), 


Elementul dS' posedă două fețe, așadar două sensuri pozitive ale 
normalei —după cum îl privim ca aparţinind lui 7, sau Y7 3; de aci rezultă 
au (2) = —o0„(a). (2) 


În general, e, nu are acelaşi suport cu n. Componenta sa dirijată 
după n se numeşte componentă normală : N = e,-n. Orice componentă 
dispusă în planul elementului dS' se numeşte componentă tangenţială sau 
încă de alunecare. 

Elementul considerat este supus la întindere (tracţiune) sau com- 
presiune, după semnul — pozitiv sau negativ — al lui N. (Evident, este 
vorba de întindere sau compresiune asupra acelei părți din 7 pentru 
care n e normală exterioară.) Dacă N — 0, elementul este supus numai 
la o tensiune tangenţială. 

Determinarea lui e, (2) rezolvă problema forțelor interioare ce 
apar în 7” sub acţiunea forțelor exterioare F şi f. Legătura dintre vec- 
torii e, şi f rezultă din chiar definiţia lor: tensiunea pe un element de 
suprafață al frontierei este chiar tensiunea superticială - 


s,|, = Î (3) 
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unde n este normala exterioară la S, iar cantitatea a, Pa este înțeleasă 
în sensul valorii la limită definite în (1.1.6) — (1.8). 
Relaţia dintre vectorii e, şi F va fi dată în $4. 


$ 3. STAREA DE TENSIUNE ÎN VECINĂTATEA UNUI PUNCT, 
COMPONENTELE TENSIUNII 


a) Matricea tensiune 


A cunoaşte starea de tensiune în vecinătatea unui punct înseamnă 
a cunoaşte tensiunile ce acţionează pe toate elementele de suprafaţă ce 
trec prin el. Să reținem deocamdată trei elemente paralele cu planele de 
coordonate, aşadar de normale paralele cu direcţiile pozitive ale axelor. 
Vectorii tensiune corespunzători se vor nota g,, iar componentele lor, 
cu c,. 


În modul acesta definim în fiecare punct o matrice X de componente 
e, numită matricea tensiune, sau pur şi simplu tensiune în punctul con- 
siderat. Mărimile e, se numesc componeniele tensiunii. (Dacă există rise 
de confuzie, se va folosi semnul (;); de ex., o-—a:;2.) 

O imagine geometrică asupra componentelor tensiunii se obţine 
considerind un cub elementar cu centrul în a şi cu feţele paralele cu pla- 
nele de coordonate. (În fig. 2.3.1. am trasat versorii direcțiilor o, pe 

feţele de normale pozitive.) 


Componentele so, se numese compo- 
nenie normale, iar celelalte, componente tan- 
gențiale ale tensiunii. 


OnBsenvațiE. Notaţiile cele mai frecvente în lite- 
ratura clasică sint cele propuse de G. Kirchhoft [3], 
$ 11.2: (Xscees ĂXseee) unde majuscula indică axa 
de proiecţie, iar indicele — no.mala la elementul consi- 
derat. Des folosite sint și notaţiile lui Th. von fKarman 
[3]: (0,3. Tape) 

Notaţia o, este compactă şi simplă. Aproape 
toate lucrările contemporane folosesc această notație — 

Fig. 2.3.1 sau variantele ei — întrucit ea este indispensabilă cind 

se tinde spre folosirea mijloacelor analizei tensoriale. Noi 

facem uz de ea aci numai pentru simplificarea scrierii şi pentru evidenţierea paralelismului 
cu teoria deformaţiilor. (Vezi şi observaţia de la finele $ 1.5, pag. 46.) 

Pentru ceea ce numim lensiuni, se foloseşte adesea (mai ales în literatura tehnică) și 
denumirea de eforturi unilare. 
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b) Relaţiile lui Cauchy 


Alegerea componentelor o, implică un mare grad de arbitrar, 
provenit; din alegerea axelor. Este tirese deci să căutăm vectorul 6, pe 
un element de normală oarecare n, ca funcţie de componentele o, . 

Să considerăm deci un element de normală n caracterizat de mări- 
mile n, = cos (n, 2) — notație pe care o vom păstra de acum încolo 
— şi să construim un tetraedru dreptunghice 
PABO (fig. 2.3.2, unde am ales normala în așa 
fel încît n, > 0; ea urmare, elementele PBC, 
PAC, şi PAB au normalele paralele cu direc- 
ţiile negative ale axelor). 

Dacă componentele forțelor de volum şi 
ale vectorilor tensiune sint funcții continue, 
putem calcula toate aceste mărimi în acelaşi 
punct (fie el P==a:): valorile lor reale se abat 
de la valoarea în P cu cantităţi (pe care le 
vom nota cu n cu diferiţi indici) care tind la 
zero o dată cu dimensiunile tetraedrului, de 
pildă o dată cu înălțimea h coborită din P. Fig. 2.3.2 

Notind cu D aria elementului ABC, avem 
pentru ariile PBC, PAC, PAB şi pentru volumul V, valorile 


1 
D, = Du, De = Da, Da = Dn, Va 200; (1) 


Tetraedrul se găsește în echilibru sub acţiunea forțelor de volum 
şi a tensiunilor aplicate pe feţele sale. Proiectind pe axa 0z, condiţia 
ca rezultanta forţelor exterioare să fie nulă, și ţinînd seama că vectorii 
tensiune pe feţele paralele cu planele de coordonate sînt egali respectiv 
CU — 0,; — 03, — 03, obţinem 


(F, + 1) 20 + (6, + n)D + (—a, + n) Dn; = 0. (2) 


Împărţind la aria D şi trecînd la limită pentru h— 0 obţinem 


0, = 6, î;j = 1,23, (3) 


Li 


toate mărimile fiind calculate în punctul Pz=a. 

Relaţia (3) rămîne valabilă, oricare ar fi orientarea elementului 
de normală mn. Într-adevăr, fie de pildă n, < 0. Tetraedrul corespunză- 
tor are în acest caz drept normală la fața paralelă cu Ozoaz, chiar axa 
pozitivă Oa, astfel că în (2) trebuie să înlocuim vectorul — a, cu +a.. 
Pe de altă parte, prima din relaţiile (1) trebuie înlocuită acum cu D, = 
= — Dm, întrucit aria D, este pozitivă. Produsul — 6, Dn, din (2) 
rămîne deci neschimbat, astfel că şi relația (3) nu depinde de poziţia ele- 
mentului ales. 
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Relaţiile (3) — stabilite de A. Cauchy [1] — sint relaţii înlregi. Aceasta se datorește 
faptului că în definirea tensiunilor s-a făcul abstracţie de variația componentelor 6, de la 
o față la alta a cubului elementar, variaţie care va interveni în alte ecuaţii, 


În sensul furnizat de (3), matricea Zi caracterizează deci starea de 
tensiune în punctul considerat (compară cu $ 1.4, pag.43). 


Totodată, relaţiile (3) restring gradul de arbitrar despre care am vorbit la pag. 66, 
impunind anumite legături între vectorii tensiune pe elemente de suprafață ce trec prin 
același punct. Acest pas înainte e datorat faptului că, în timp ce metoda secțiunilor imaginare 
introduce ideea de tensiune prin considerarea echilibrului (rigid) al unei porţiuni finile a 
corpului 7/, relaţiile (3) provin din considerarea echilibrului (de asemenea ca solid rigid, și 
numai în primă aproximaţie) al unor elemente infinitezimale. 

Absența forţelor de volum din (3) nu inseamnă că forţele de volum nu influenţează 
asupra stării de tensiune — ci numai că această influență nu apare în expresia lui g, ca funcție 
de direcția n; în fapt, ea se exercită prin intermediul mărimilor 6, în a căror determinare 
aceste forţe intervin explicit, 

Totuşi, adesea se petrece chiar pentru ansamblul corpului un fenomen analog : înfinența 
forțelor de volum este neglijabilă, faţă de Lactorul esenţial, constituit de forţele snperticiale (ca 
aci de componentele c,;) și de legături, (Vezi și $ 4.10.) 


$4. ECUAȚIILE DE ECHILIBRU 


a) Asupra ecuațiilor stalice ale teoriei liniare 


Întrucît putem exprima acum orice vector tensiune prin anumite 
componente standard, ecuaţiile de echilibru pentru un domeniu oarecare 
trebuie să conducă la relaţii între forțele exterioare și componentele ten- 
siunii. 

Întrucit echilibrul se stabileşte în corpul deformat, toate mărimile relative la starea de 
tensiune ar trebui scrise nu în coordonatele inițiale, ci în coordonatele finale Ox) zi 2. 
Revenind la coordonatele iniţiale, rezultă că parametrii geometrici Lrebuie să intervină şi vi: 
componentele deplasării şi deformaţici vor apare în coeficienții ecuaţiilor de echilibru, în 
coordonatele în raport cu care se efectuează derivări ete. De aci va proveni caracterul escu- 
țialmente neliniar al acestor ecuaţii. 

Obţinerea lor nu e dificilă, dar rezolvarea lor e practic imposibilă cu mijloacele uctuale 
ale matematicii, 

Se poate însă demonstra că, în cadrul liniarilății geometrice, termenii care introduc 
deplasările şi deformaţiile în ecuaţiile de echilibru și în condiţiile la limită care le insotesc, 
sint neglijabili faţă de cei independenţi de deplasări şi deformaţii. (Aceasta nu Înseamnă că 
soluția ecuaţiilor astfel simplificate este suficient de apropiată de cea a ecuațiilor exucle: 
studiul acestei probleme diticile e deschis.) Pentru detalii, vezi de exemplu Y. Novojilov [1], 
capitolul 2; [3], capitolul 2, 


Ş4 ECUAȚIILE DE ECHILIBRU 7i 


În cele ce urmează, ne vom situa în cadrul liniarităţii geometrice, 
ceea ce va permite studiul ecuaţiilor de echilibru în coordonatele inițiale. 
Aşadar, deşi domeniul trece în starea Y7/* ca stare de echilibru, vom studia 
această stare în primă aproximaţie tot pentru domeniul 7. Acelaşi 
lueru e valabil și pentru condiţiile la limită, chiar dacă ele implică modi- 
ficări ale frontierei (vezi de ex. $ 10.2). 


Prin urmare, eventuala neliniaritate a ecuaţiilor de echilibru e de natură geometrică 
şi dispare o dată cu neliniaritatea geometrică. Neliniarilate „,statică” nu există : dacă forţele 
ce intervin în problemă depășesc anumite limite, ecuaţiile de echilibru rămîn liniare în coordo- 
natele deformate, şi devin neliniare în coordonatele iniţiale numai datorită deplasărilor și detor- 
maţiilor mari pe care ele le provoacă. (Uneori —ca de pildă în problemele de stabilitate a echi- 
librului elastic, unde deflormaţii mici coexistă cu rotații mari — prezintă utilitate scrierea acestor 
ecuaţii liniare în coordonatele deformate.) 

Acesta este motivul pentru care studiul stării de tensiune trebuia să urmeze după cel al 
stării de delormatie : un studiu pur static al echilibrului corpului deformabil este în principiu 
cu neputinţă. Numai în cadrul liniarităţii geometrice, se obţin ecuaţii „,pur” statice, aşa cum 
ecuaţiile (1.5.4) sau (1.10.10) sînt „,„pur” geometrice. 


b) Ecuațiile lui Cauchy 


Să considerăm un domeniu 7" CY a cărui frontieră S” e suficient 
de regulată pentru a permite folosirea formulei lui Gauss-Ostrogradskii 
(7.2.9). Domeniul 77” este în echilibru sub acțiunea forțelor F şi a tensiu- 
nilor e, pe S'. Condiţia ca rezultanta acestor torţe să fie nulă este 

| o, 48 + (7. d 6, 41,88; (1) 
(7 pr 
de unde, introducind relaţiile (3.3): 


(| ou n; AS + (|| PAV =0, (2) 
e" al 
şi încă, tăcînd uz de formula lui Gauss-Ostrogradskii : 
(Ș| (tou+ Pav =o. (3) 
%w 


Dacă întărim presupunerile din $ 3 şi cerem ca c;e0' (77), inte- 
grandul din (3) este o funeţie continuă în 7. Din caracterul arbitrar al 
domeniului 7” 'C 7 rezultă că relaţia (3) este posibilă dacă şi numai dacă 


Ojuj + F, = 0, î.j =], 2, 3, (4) 


ceea ce reprezintă legătura dintre componentele tensiunii și forţele de 
volum sub forma unor relaţii diferențiale. 
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OpsenvAȚIA 1. Acesta este momentul esenţial, care permite trecerea de la ecuaţiile 
finite de echilibru ale solidului rigid, la ecuaţiile diferențiale de echilibru ale mediului continuu 
deformabil, echivalente în fond cu condițiile de echilibru scrise pentru un clement infinitezimal 
de volum arbitrar, La baza acestui raționament stă atit ipoteza mediului continuu, cit şi cea 
a rigidizării. 

Ecuațiile (4) sint adevărate şi in cazul solidului rigid — dar rămin inutile, Ele dau 
anumite legături între forțele exterioare și cele interioare, legături totuşi insuficiente pentru 
a alege dintre sistemele static echivalente menţionate în $ 2. pag. 66, pe cel potrivit — alita 
timp cit. nu facem uz de ideea de deformație. 


Mai departe, condiţia ca momentul rezultant al tuturor forţelor exte- 
rioare aplicate asupra porțiunii Y'Cy să fie nul, este 


(f (acu — 2,0.) 48 + (az, — a 2) 0Y =0, (5) 
3 pr 


(unde am presupus că nu apar momente de volum; vezi $ 1, pag. 63). 
Introducind aci (3.3), căpătăm 


(|, Gu — 2, 6) n, 48 + ÎIp F, — 2, P)dV =0, (6) 
[a y* 
şi mai departe, cu ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradskii : 
5) [z, (ou +-F,) — a (ou + Fa) + Sa — GuldV =0. (7) 
Paid 


În virtutea relaţiilor (4), parantezele din (7) sînt: nule, ceea ce con- 
duce la 


Î$ (ou — o) dV =0; (8) 
pr 
ca și în cazul integralei (3), de aci deducem 
9 (9) 


Aceste relaţii exprimă legea de reciprocitate (sau de dualitate, sau 
încă de simetrie) a tensiunilor tangenţiale (vezi fig. 2.2.2). În prezența 
momentelor de volum, aceste relaţii îşi pierd valabilitatea — ceea ce jus- 
tifică denumirea de „teorie asimetrică” dată teoriei menţionate în $1, 
pag. 63. 

Ultimele 3 ecuaţii de echilibru arată că matricea X e simetrică, 
rezultat similar celui privitor la matricea E. 

Ecuațiile de echilibru iau deci forma finală 


Gsj + PP, =0, îj=1,2,3 (10) 


(unde vom ţine încă seama, dacă va fi cazul, de simetria matricii d). 
Acestea se numesc ecuațiile statice ale mecanicii mediului continuu (scrise 
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în cazul liniarităţii geometrice). Ele au fost stabilite de A. Cauchy [3], 
[4] şi poartă frecvent numele de ecuațiile lui Cauchy. 


OBSERVAȚIA 2. Ecuațiile (10) se pot obține și scriind condiţiile de echilibru ale cubului 
elementar din figura 2.2.2 și ținind seama de variația componentelor lensiunii de la o față 
la alta a cubului — variaţie ce se datorează loemai acţiunii fortelor de volum. (Vezi şi $3, 
pag, 70.) 

OBSERVAȚIA 3. Ecuațiile (10) pot fi serise sub o formă simbolică simplă. Anume, se 
definește acțiunea operatorului div asupra unci matrice Q de componente 4» Spunind că 
div Q este mărimea cu trei componente 4,,,. Eevaţiile (10) iau acum forma (compară cu 
(1.5.9)): 

div Ş+F=v. (11) 


E» iden:, ecuaţiile de echilibru (10) apar însoţite de anumite condiții 
la limită, Dacă acestea reprezintă legături între componentele tensiunii 
și forţele superiiciale, ele se obţin din (2.3), (3.3) sub forma 


G,j na = fn î;=1,2,3, (12) 


(unde primul membru poate îi interpretat ca produs scalar al tensorului 
5 cu vectorul n). 

n consecinţă, am obţinut pentru cele 6 funcţii necunoscute o,,, 
un sistem de numai trei ecuaţii cu derivate parţiale de primul ordin, 
liniare, cu coeficienţi constanţi, şi trei condiţii la limită, de asemenea li- 
niare, Rezultă că problemele mecanicii mediului continuu nu pot fi rezol- 
vate numai ca probleme în tensiuni, ele furnizindu-ne astfel un model 
netrivial de problemă statie nedeterminată. 

Acest fapt trebuie legat şi de observaţia din $2, pag. 67, asupra 
imposibilității de a determina componentele tensiunii fără a fi stabilit 
în prealabil legătura dintre tensiuni şi deformaţii (în teoria elasticităţii), 
fără a considera anumite relaţii suplimentare în tensiuni (cum se proce- 
dează în unele variante ale teoriei plasticităţii) etc. 


Forma sistemului (10) justifică raționamentele de la începulul paragralului : in cazul 
ne liniarităţii geometrice, tensiunile ar trebui raportate la elemente de suprafaţă modificate 
iar derivările ar trebui efectuate în raport cu variabilele z? = +, Deşi aparent „pur” 
statice, ecuaţiile (10) sint în fapt numai ecuaţii simplificate ; sistemul ce ar corespunde relațiilor 
geometrice (1.10.10) ar cuprinde şi parametrii geometrici. 


Liniaritatea ecuaţiilor (10) şi a condiţiilor (12) permite folosirea, 
principiului superpoziției ($ 4.2, pag. 129), iar mijloacele de investigare 
matematică a unui astfel de sistem sînt relativ bine puse la punct. 


c) Teorema de reciprocitate 
Relaţia (9) poate fi generalizată într-un mod semnificativ. Să con- 
siderăm într-un punct două elemente de suprafață de normale n! şi m”. 
'Ținînd seama de (9) în (3.3), obţinem 


Omi = 0; LUPI Omni = 09 nj. (13) 
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Proiecţia vectorului g„ pe direcţia n” este 

Par Su = Owih; = 6; (14) 
Analog avem şi 

DI Our = Gmi 4 = 0,; 5 Me (15) 


Intervertind în (15) indicii î, j şi ţinînd din nou seama de relaţia 
(9), obţinem teorema de reciprocitate a lui A. Cauchy [5]: 


PP Our = Dar O. (16) 


Luiînd pentru n şi n” direcţii paralele cu axele, obținem din nou 
egalitatea (9). 


$ 5. TENSORUL TENSIUNE. PROPRIETĂŢI 


a) Tensorul tensiune 


Ca şi în $ 1.6, să considerăm o rotaţie a axelor, poziţia noilor axe 
Oa! «!, «, fiind caracterizată de matricea n,; din (1.6.1) şi de relaţiile (1.6.2). 

Componenta normală a lui e, se obţine luind n' =" = în 
(4.14): 


N = pr, 0, =0, Mm. (1) 
Să considerăm un vector £ paralel cu n: 
E, = Elina (2) 
şi să construim forma patratică analogă cu cea din (1.6.5): 
8 (E15 Ba» 83) = Gu E &j: (3) 
Relaţia (1) se scrie acum 
NE = 8 (fu ba ba) (4) 


unde atît componenta normală N, cît şi modulul [£|?, sint invarianţi. 
Ca şi în $1.6, ajungem astfel la analogul relației (1.6.6): 


G,; — Pan in Oak (5) 


ceea ce arată că componentele tensiunii alcătuiesc un tensor simetrie 
de al doilea ordin, numit tensorul tensiune. (Denumirea e tautologică 
— cuvîntul tensor” venind chiar de la „tensiune”. Acesta a fost, istoriceşte 
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vorbind, primul exemplu de sistem de mărimi ce se supun unei legi mai 
complicate decit legea de transformare vectorială, dar care o generali- 
zează direct.) 


b) Vectorul tensiune 


Ceea ce am numit în $2 „vector tensiune” este o mărime alcătuită 
deci cu ajutorul componentelor acestui tensor. Se verifică uşor că e, 
este un vector. Într-adevăr, pentru componentele n, avem din (1.6.3): 


ni = nn, (6) 


Relaţia (3.3) serisă pentru o, (același vector, în noul sistem de axe) 
dă prin urmare, folosind și (5): 


Om = Gui N = Ma Pe Ga Pa Map 

de unde, utilizind (1.6.2) şi din nou (3.3), obținem 

Om = Pun Oak Ma == Mun Gas (7) 
astiel că a, respectă legea de transformare vectorială. Mărimea 

di, = 6.; Gu h; Ma (3) 
este un invariant : pătratul modulului vectorului tensiune. Într-adevăr, 
avem pe rind 
6 = GR; Ga hi = Ma Tg Goa îi Mp Mie Pas Giza Mae ha = 
= xy dp des Mp Pe Ga 0-5 => Gas Tla Ga Mae 


Mărimile g,, Ca: 63 sint vectori. Trebule să distingem însă între aceste mărimi — şi 
limiile matricei X. Astfel de pildă, cantitatea aș, + 033 + of; nu este un invariant la o 
schimbare de axe, dacă înlocuim c,, prin o,j. Pentru a sublinia — dacă e cazul — carac- 
terul de componentă a unui vector a mărimii op, de pildă, o vom nota (6), La o schimbare 
de axe, o, înseamnă componenta pe axa 4; a tensiunii pe elementul de normală aj, în 
timp ce (e); este componenta pe axa ei a tensiunii pe elementul de normală neschimbată a, . 


c) Direcţii principale 


Consecințele ce decurg din caracterul tensorial al tensiunii pot fi 
expuse în deplin paralelism cu cele din teoria deformaţiei. În particular, 
acest caracter tensorial poate sluji la transcrierea invarianță a tuturor 
relațiilor teoriei. 

Studiul direcțiilor principale repetă cele spuse în $I1.7. Există deci 
trei direcţii triortogonale, numite aze principale ale tensiunii, pentru 
care tensiunile tangenţiale o, (i =£ j) sint nule, iar tensiunile normale 


76 STAREA DE TENSIUNE A MEDIULUI CONTINUU Cap. 2 


cu au caracter staționar. (Dat fiind că tensiunile tangenţiale sint nule, 
rezultă că pe aceste trei direcţii vectorul tensiune coincide cu componenta 
sa normală, pentru care s-a pus problema de extremum.) Valorile staţio- 
nare ale tensiunii normale se obțin rezolvînd o ecuaţie analogă cu (1.7.6): 


| 6, — G13 Gia 
Ca Oa — 6 Oz |=0, (9) 
Ga C3a 033 — 0 


ale cărei rădăcini o,, Ga; oa se numesc tensiuni (normale) principale. 
Matricea tensiunilor redusă la axele principale ia, evident, forma dia- 
gonală. 

Cunoașterea stării de tensiune este asigurată de cunoaşterea celor 
6 componente c,,. Reducerea tensorului tensiune la axele principale 
arată că cunoaşterea celor şase componente 6, este echivalentă cu cu- 
noaşterea celor trei tensiuni o, şi a celor trei unghiuri ale lui Euler care 
caracterizează poziţia axelor principale. 

Liniaritatea relaţiilor (3.3) şi (4.10) ne asigură că starea de tensiune 
într-un punct poate fi reprezentată ca sumă a trei tensiuni de întindere 
(sau compresiune) după axe, şi a trei tensiuni de alunecare în planele 
coordonate corespunzătoare. Orice stare de tensiune poate fi redusă la 
suprapunerea a numai trei tensiuni de întindere (compresiune) după axele 
principale. 


d) Cuadricele tensiunii 


Analog celor din $ 1.5, se poate construi o cuadrică (sau două cua- 
drice) ale tensiunii. Rolul formei patratice e (E, Ea, E) îl are aci formau 
8 (25 Ex Ea), iar rolul alungirii =, pe direcţia £ îl are aci componenta 
normală N a tensiunii. În felul acesta ajungem la relaţia (4), care joacă 
aci rolul relaţiei (1.3.5). 

Construind enadricele 


s (E Eos &3) = ze, (10) 


valorile lui N se obţin ducind din centrul cuadricei o direcție paralelă cu 
n, luînd pentru |£ | distanţa dintre centru şi punctul în care direcţia astfel 
aleasă înțeapă cuadrica şi calculind raportul 


N = 2 e/IEl, (1) 


unde semnele - corespund întinderii, respectiv compresiunii, 
Pentru a determina vectorul e,, să introducem (2) în (3.3), de unde 


Sau — 6,851|£| = (an E, EIlEl, 
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adică 


au = 25418]. (12) 


(Amintim că a este fix, iar derivările se efectuează în raport cu £,). Vec- 
torul e, rezultă deci paralel cu normala la cuadricele (10). 


Pentru a construi acest vector, trebuie să construim aşadar cuadrica (10) și să ducem 
o direcţie paralelă cu n, care înțeapă una sau cealaltă din cuadrice într-un punct H. Normala 
la cuadrică în [7 defineşte direcţia lui g,. Relaţia (11) dă valoarea 
componentei sale normale N, Cunoscind suportul vectorului e, 
şi proiecția sa N pe o direcţie dată, pulem determina însuși 
vectorul g,. 

Faptul că vectorul tensiune este paralel cu normala la 
cuadrică arată că, dacă e, este dirijat după n (așadar dacă 
tensiunea se reduce la componenta ei normală), atunci g, şi n 
sint dirijaţi după una din axele cuadricei. (Amintim că problema 
găsirii axelor unei cuadrice se rezolvă pornind chiar de la con- . 
diția ca normala să fie dirijată după raza vectoare. Se ajunge Fig. 2.51 
atunci locmai la ecuaţia (9) şi la analogul ecuaţiilor (1.7.5).) 


Raportind cuadriea la axele principale, obţinem din (10): 
Op Ei + opt + opt = Act, (13) 


Se pot repeta acum cuvint cu cuvint cele spuse în $1.8, pag. 53. 
Aceasta conduce lu a considera stări de tensiune antiplane (vezi (1.3.9)), 
în care de exemplu 


Gu = Ga > 0 =0; (14) 
stări de tensiune plane (vezi (1.8.8)), în care de exemplu 
Oa = Goa = 03, =; (15) 


şi stări de tensiune spaţiale (sau tridimensionale). 

Pentru a ne da seama de caracterul repartiţiei tensiunilor în jurul 
unui punct, este suficientă cunoaşterea semnelor tensiunilor principale. 
Într-adevăr, dacă toţi o, >0, trebuie să alegem semnul plus în (13), şi 
obţinem o singură cuadrică reală, un elipsoid ; relația (11) ne dă 


N == 0*[|g[2:>0, (16) 
asttel că pe toate direcţiile apar tensiuni de întindere. Dacă toţi o, <0, 


trebuie să alegem semnul minus ; obţinem tot un elipsoid, dar (11) devine 
N = —e||g|'<0, (17) 


şi pe toate direcţiile apar tensiuni de compresiune. 
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„Dacă mărimile o, sint de semne diferite, întîlnim mai multe po- 
sibilităţi. Să reținem de pildă cazul o, >0, co >0, 0, <0. Relaţia 
(13) se scrie acum 


| ol + | oa|£i — | oslEs = 4'c?, (18) 


şi reprezintă ansamblul a doi hiperboloizi conjugaţi. În interiorul conului 
asimptotic avem N < 0, iar în exterior, N >0. Pe conul asimptotic, 
N = 0, aşadar tensiunea se reduce la componenta sa tangenţială. Pentru 
a construi însă efectiv acest con, trebuie să cunoaștem desigur nu numai 
semnele, ci și valorile tensiunilor princinale. 


OBsERvAȚIE. Constructia cuadricelor (13) este practic greu realizalilă, intrucit e vorba 
de o construcție spațială. Ea ne interesează aci numai pentru sublinierea unor aspecte geometrice 
ale problemei. Există construcții plane care permil descricrea electivă a stării de tensiune 
(şi tot astfel, de deformaţie) în vecinătatea oricărui punct. Pentru cea mai importantă din 
ele — diagrama lui Mohr — vezi de pildă A. Nadai [1], capitolul 10, 


e) Invarianţi 


Pornind de la ecuaţia (9) se pi studia invarianţii tensiunii, tot 

aşa cum ecuaţia (1.7.6) a condus studiul invarianţilor detormației. 

(Dacă s-ar accepta drept componente ale deformației cantităţile e,, 

2e,, — vezi Observaţia de la finele $1.5 — atunci ecuaţiile (1.7.6) şi (9), 

şi deci şi invarianţii corespunzători, ar avea forme diferite.) 
Conchidem că există trei invarianţi ai tensiunii : 

Îi > Out Oaat 033 = Oa 03 03; 

Le = Oua Goa tr Gae Gas Ga Oua — Giz— 0âs— Oi = GO t Gapo tr 030; (19) 

Da = Det [a] == 93 Oa Ga» 


Cel mai adesea vom nota X, = 0. Termenii din coloana a treia 
a acestor egalităţi reprezintă cazul particular, echivalent; însă cu cel gene- 
ral, al celor din coloana a doua. Folosind notaţiile (19), ecuaţia (9) ia 
forma 


03 — 3, 024 330 — 33 =0. (20) 


$6. TENSIUNILE TANGENȚIALE MAXIMALE 


Determinarea axelor principale ale tensiunii este legată de chestiu- 
nea găsirii valorilor extremale ale componentei normale a tensiunii. 
Să căutăm acum direcțiile în lungul cărora componentele tangențiale ale 
tensiunii au caracter extremal, 
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Alegind drept axe de coordonate, axele principale ale tensiunii, 
relaţiile (3.3) devin!) 


0,= 0, (1) 
de unde 
le,|?= ofn:. (2) 
Pe de altă parte, relaţia (5.1) ia forma 
N = on. (3) 
Pentru mărimea 7 a componentei tangenţiale avem deci 
T1=|e,|?— N:= în: — (a, m). (4) 
'Ținind seama aci de relaţia 
Ş m=l, (5) 
t=l 


obţinem 
1? = (ai — o5)ni + (oi — o3)ni +oj — 
— [(a,— as)ni + (03 — c3)ni + |. (6) 
Derivind aci în raport cu n, (i = 1,2), obţinem din (5), (6) sistemul 
(oi — 03)n, —2(A + 03)(6 — 63)n,=0, 
(63 — c3)ns —2(A + 03) (oa — 6s)na=0, (7) 
mn +m=l, 
unde am notat 
A = (6, — ag)ni + (op — 03). (8) 


Să presupunem acum că ecuația (5.9) are rădăcinile distincte. 
Simplificind în (7) cu (o, — 63), respectiv cu (oa — 03), obținem 


3 
(a, — as —24)m=—0, (og — 03 — 2A)na=—0, Ş, m=1l. (9) 
i 


Soluţia banală n, = na = 0, ha = 1, nu convine, intrucit ea dă 
pentru n direcţia uneia dintre axele principale, aşadar minimul T?= 0. 
Dimpotrivă, aleginăd n, =£ 0, na £ 0, putem simplifica primele donă ecuaţii 
(9) şi conchide apoi prin scădere că op = ou, ceea ce contrazice presupu- 
nerea iniţială. 

Rămiîne posibilitatea n, = 0, na FO, şi cele analoge care se obţin 
prin permutări circulare ale indicilor 1, 2, 3. Ecuația a doua din (9) devine 


Ga —03— 2 (0 — 53)ni=0, 


1) În (1) fără semnul sumă, dar și fără (!) — întrucit indicele i apare și În primul 
membru, În (2) şi (3), indicele i este indice de sumare, 
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ceea ce dă n, = + V2/2. 'Ținind seama şi de a treia ecuaţie (9), deducem 


m =0, n=n=4+ 2, (10) 


şi prin permutări circulare, încă două soluţii de același tip. 

ntrucit n, = 0, direcţia n este normală pe axa 0. Așadar, n este 
situat în planul Ozzaa, și anume pe bisectoarea unghiului format de axele 
Ong şi Oa. Elementul de suprafaţă avind normala n va conţine deci axa 
0x,, fiind egal înclinat pe planele a, = 0 şi 2 =—0. 

În definitiv, în sistemul de axe principale, planele de coordonate sint 
plane de tensiuni normale staţionare (în particular, extremale), iar planele 
bisectoare ale diedrelor coordonate sint plane de tensiuni tangențiale staţio- 
nare (în particular, extremale). 

Să evalunăm tensiunile ce acționează pe planele bisectoare. Introdu- 
cind (10) în (4), avem 


pe NU ep, 2 1 e 
Tm ta i [3 cat ca) 


2 2 


de unde — pentru primul plan, şi apoi similar pentru celelalte : 
1 1 1 
În = 3 (02— 5) îm (03 —a,), pb CO) (11) 


Componentele normale ale tensiunii pe aceleași plane se obțin in- 
troduciînd (10) în (3), de unde — prin permutări circulare— : 


5 1 1 1 
X; => 3 (62 + 63), Bam 2 (otroih Na = la + Ga). (12) 
Notind cu o, pe cea mai mare şi cu oz pe cea mai mică (în valoare 


relativă !) dintre tensiunile principale, urmează că tensiunea tangențială 
maximă este 73. 


CAPITOLUL 3 


LEGĂTURA DINTRE STAREA DE TENSIUNE 
ŞI STAREA DE DEFORMAȚIE 


$1. DESPRE IDEEA DE LEGE FIZICĂ PENTRU CORPURILE ELASTICE 


Atit teoria geometrică cit şi cea statică mai sus examinate fac ab- 
stracție de proprietăţile mecanice reale ale corpurilor. În aceste condiţii 
nu se poate spune nimie despre modul în care forţele exterioare provoacă, 
datorită proprietăților materialului, anumite deplasări şi detormaţii ; altfel 
spus, despre modul în care corpul se opune solicitării. 

Pină în acest moment, modelul corpului solid era mediul continuu şi 
detormabil, caracterizat de primele trei ipoteze din $ 0.4 — valabile pentru 
orice corp solid, şi chiar nu numai pentru solide. Pentru a merge mai departe, 
trebuie să precizăm acest: model, stabilind forma dependenței dintre cim- 
pul detormaţiilor şi cel al tensiunilor, dependenţă care poartă numele de 
lege Jizică. 

Din punct de vedere teoretic, problema legii fizice este o problemă de structură a 
materiei. Încă la inceputul secolului XIX, Cauchy, Poisson şi Navier au încercat să fondeze 
teoria legii fizice cu ajutorul forțelor de atracţie și repulsie intermoleculară (vezi A. Love [1], 
Anexa B, sau C. Mâller şi A. Timpe [1]). Aceste raționamente au dus la relaţii apropiate 
de cele utilizale şi azi în teoria liniară. 

Ceva mai tirziu este inițiată cercetarea acestei probleme cu mijloacele termodinamicii : 
Lord Kelvin [2] (vezi și [4], vol. 3, „„On the dynamical theory of heat”, cap. 7) și J. Gibbs 
[1], [2]. O bibliografie mai amănunțită este dată în $ 5, pag. 103. 

Către finele secolului trecut, cercetările lui W. Voigt [1], [2] asupra cristalelor deschid 
drumul spre studiul proprietăţilor mecanice ale corpului solid din punctul de vedere al fizicii 
corpului solid, Indicăm aci lucrările clasice fundamentale ale lui M, Born (vezi M. Born şi 
K. Huang [1]; punetul de vedere al lui Born este analizat și de M. Drăganu [1], vol. 2, 
cap. 21; vezi de asemenea L.. Brillouin |1]). Din lucrările recente, menţionăm studiile de sin- 
teză ale lui G. Leibiried [1| (în special secţiunea D), A. Seeger [1] (în special cap. 2, pet. a) 
şi lucrările asupra teoriei dislocaţiilor (vezi mai jos $ 4.1, pag. 125). 


Invariabilitatea distanțelor și unghiurilor epuizează conţinutul legii 
fizice în mecanica solidului rigid. Echilibrul se stabilește ca consecinţă 
a anumitor relații între forțele exterioare (inclusiv reacțiuni), fără cheltuire 
de lucru mecanic. Forţele interioare nu pot fi determinate. 

Dimpotrivă, echilibrul solidului deformabil se stabilește în corpul 
deformat. Starea corpului e cunoscută dacă cunoaștem poziția fiecărui 
punct, și forțele ce acţionează în oricare punct, așadar deplasările (sau 
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deformaţiile) şi tensiunile. Curba caracteristică a materialului pune în 
evidenţă (în cazul unidimensional) pentru zona elastică o relaţie simplă 
între tensiuni şi deformaţii; să ne oprim asupra acestaia, generalizind-o 
convenabil în cazul tridimensional. 

Abstracţie făcînd de faptul că tensiunile sînt definite în coordonatele 
antrenate de detormaţie, ipoteza dependenţei locale impune, atit pentru 
încărcare cît şi pentru descărcare, aceleaşi relaţii, de forma 


G, = o, (2,3 3 T), (1) 


unde funcţiile considerate sînt uniforme (fiecărui sistem de deformaţii 
îi corespunde un sistem de tensiuni), iar temperatura T joacă rol de para- 
metru. 
Ipoteza elasticităţii ideale impune ca relaţiile (1) să fie inversabile, 
așadar ca să putem scrie 
Cui 


& 


=> e, (6; e). (2) 


Pentru aceasta, este necesar și suficient ca jacobianul relaţiilor (1) 
sau (2), în raport cu variabilele <,, (sau o,,) să fie mărginit şi diferit de 
zero : 


0 < | D(oup-*- 5030)/D(eaas = sca)| < co. (3) 


În cadrul ipotezelor dependenţei locale şi elasticităţii ideale, starea 
mecanică în fiecare punct și pentru fiecare temperatură este deci determi- 
nată prin cunoaşterea a numai 6, şi nu a 12 cantităţi. În particular, de aci 
rezultă că deformația este reversibilă : dacă corpul trece a doua oară 
printr-o stare de tensiune anumită (inclusiv starea nulă), el trebuie să 
treacă în acelaşi timp şi prin starea de detormaţie corespunzătoare. 


Relaţiile (1) siut valabile numai între anumite limite; ele deseriu anumite proprietăţi 
fizice ale corpului şi epuizează, din punctul de vedere al teoriei elasticilăţii, aceste proprietăţi. 
Dacă se depăşesc anumite limite pentru deformaţii sau tensiuni sau anumite combinaţii ale 
lor, sau dacă alţi parametri variază în afara unor limile permise, relațiile (1) işi pierd vala- 
bilitatea : totul se petrece ca și cum din punct de vedere fizic am avea «le a face cu alt corp, 
caracterizat de alte proprielăți. 

Pentru diferite tipuri de proprietăţi fizice neelastice, dar totuși apropiate de proprietățile 
elastice, vezi lucrările indicate în $ 4.1, pag. 124—126. 


$ 2. LEGEA LUI HOOKE 


a) Legi liniare 


În anul 1660, Robert Hooke a publicat; (sub formă de anagramă) 
legea dependenţei dintre tensiuni şi deformaţii : „ut tensio, sie vis” — ex- 
primâînd astfel proporţionalitatea dintre forţa ce întinde o epruvetă metalică 
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(în speţă, un resort), și alungirea (deformația) pe care această forță o pro- 
voacă. Legea se limita la cazul unidimensional, descris în (0.2.5). Anagrama 
a tost descifrată în 1678 (R. Hooke [1]). Aceeaşi lege a fost regăsită inde- 
pendent de către E. Mariotte [1], care a dat și primele ei aplicaţii la pro- 
blema încovoierii barelor cilindrice (abordată încă de G. Galilei [1)). 
Astăzi, relația lui Hooke și Mariotte pare simplă şi evidentă. Dar apariţia ei 
a avut pentru mecanica solidelor deformabile importanța pe care legile lui 
Newlon le-au avut pentru mecanică în ansamblu. 

O generalizare firească a legii lui Hooke din (0.2.5) se obţine luînd 
ca punct de pornire relaţiile (1.1) şi presupunind că funcţiile considerate 
sint desfășurabile în serii Taylor (cu coeficienţi ce depind în genere de z și 
T). Se poate ajunge la coneluzii similare și pornind de la teorema lui Weier- 
strass asupra aproximării funcţiilor continue prin polinoame (vezi A. Green 
şi J. Adkins [1], $ 1.3). Pentru aceasta este necesar ca fie componentele 
€, fie coeficienţii termenilor de grad superior, să fie suficient de mici, 
pentru ca să fim îndreptăţiţi să reținem în aceste serii numai termenii 
liniari!). (Subliniem că nu se pune nici o problemă de convergenţă : aceste 
relaţii nu se determină teoretice sub formă compactă, ci experimental, 
şi în fapt tocmai sub forma unor polinoame în «,.) 

Dacă relaţiile (1.1) pot fi liniarizate, se spune că legea fizică este 
liniară, sau că problema este liniară din punct de vedere fizic. 

Se poate afirma că liniaritatea fizică este favorizată de cea geometrică, dar ea nu se 
reduce la aceasta. Relaţiile (1.1) pot fi liniare chiar în cadrul unei teorii neliniare geometric 
(mărimile «, 5 înlacuindu-se atunci cu z, R și toate relaţiile trebuind să fie scrise intr-un sistem 
determinat de coordonate : cele iniţiale, sau cele antrenate de deformaţie), dacă termenii de 
grad superior au coeficienţi foarte mici. Invers, dacă aceşti termeni au coelicienţi foarte mari, 
sintem siliţi să ținem seama de ei chiar și în cadrul unei teorii liniare geometric. Pentru rapor- 
turile dintre liniaritalea geometrică și liniaritatea lizică, vezi P. Germain [1], $ 5.1. Vezi 
şi mai jos, $ 4.1, pag. 126. 


O teorie bazată pe relaţii liniure atit geometric, cit și fizic, se va numi 
pe scurt liniară. 


b) Legea lui Ilooke 


Presupnnind că la deformaţii nule corespund tensiuni nule (aşadar 
nu există „tensiuni iniţiale”? — care pot însă apare în unele probleme im- 
portante, de pildă în studiul metalelor călite), obținem din (1.1) legea lui 
Hooke (generalizată) 


0 = ij en; i, Î, h,k=1,2,3, (1) 


unde mărimile €/; sînt în genere funcţii de punct, de alegerea axelor şi de 
temperatură, Dimensiunea lor este FL-2. 


1) Pentru unele obiecţii la acest mod de a raționa, vezi de exemplu A, Clebseh şi B. de 
Saint-Venant [1], nota la pag, 39. 
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Aparent, în (1) intervin 3* — 81 coeficienţi. În fapt, simetria ten- 
sorilor tensiune şi deformaţie conduce (făcînd uz şi de un evident raţio- 
nament de simetrizare) la egalităţile 

ci; = cj =0 =, (2) 


astiel că numărul lor se reduce la 6 x 6 = 36. 
Condiţia de biunivocitate (1.3) se scrie acum 


Det [e;]£0 (3) 
Rezolvind relaţiile (1) în raport cu componentele deformației, obţinem 
ia îi Oua (4) 


cu egalităţi analoge cu (2) pentru mărimile 0; 

Cantităţile c!/ se numesc coeficienţi de rigiditate (elastică): cu cit 
ele sint mai mari, cu atit e nevoie de tensiuni mai mari pentru a realiza 
o anumită stare de deformaţie. Cantităţile Ci; se numesc coeficienți de 
deformabilitate : cu cit ele sint mai mari, cu atit corpul se deformează mai 
mult la o stare de tensiune dată. 

Întrucît funcţiile (1.1) caracterizează pe deplin proprietăţile mecanice 
ale corpului, rezultă că, în cazul liniar, cunoaşterea coeticienților de rigi- 
ditate echivalează cu cunoaşterea acestor proprietăţi. Dacă coeticienţii 
de rigiditate sint funcţii de punct, corpul este neomogen din punct de vedere 
mecanic. Dacă ei sint constanţi, corpul este omogen. 


c) Tensorul lui Hooke 


Natura dependenţei acestor coeficienţi faţă de alegerea axelor este 
determinată nu numai de proprietăţile eventual diferite ale materialului 
după diferite direcţii, ci și de proprietăţile tensoriale ale componentelor 
6, Şi £,. (Din acelaşi punct; de vedere se pot studia şi proprietăţile funcţiilor 
din (1.1).) 

Să considerăm relaţiile (1) transerise intr-un sistem de axe Oz: 

G;) = Es e (5) 

'Ținind seama de (1.6.6) şi (2.5.5), obţinem din (5) 


Na 13 Ca = e Pap Pam Epu = 


sp 
Amplificind această egalitate cu n, n, obţinem 
LI TI 

Na Mm Mia Mp Gas = Ru Mom Pap Mea Ci) Cm» 


sau încă, ţinînd seama de relaţiile de ortogonalitate (1.6.2): 
Os În 0 = Oa = Mu Puma Pap Pa 06)" Eoes 
de unde, comparind cu (1), deducem imediat 
CP? = Mi Mm Map Tue Ce + (6) 
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Coeficienţii de rigiditate elastică formează deci un tensor de or- 
dinul patru : tensorul hui Hooke). Acest rezultat depinde numai de caracte- 
rul tensorial al deformaţiei şi tensiunii şi de caracterul liniar şi omogen 
al relaţiilor (1). 


$ 3. CAZURI PARTICULARE ALE LEGII LUI HOOKE 


a) Anizotropie 


Corpurile pentru care relaţiile (2.1) sint valabile se numesc liniar 
anizotrope, sau pe scurt amizotrope. Uoeficienţii c!£ fiind independenţi, 
comportarea corpului diteră de la o direcţie la alta în jurul oricărui punct. 
Dacă însă corpul posedă anumite proprietăţi de simetrie mecanică, acești 
coeficienţi rezultă legaţi prin anumite relaţii, şi numărul celor independenți 
dintre ei se micşorează. 

Sub o formă generală, această problemă (în teoria neliniară) este stu- 
diată de J. Adkins [1], (2]. (Vezi A. Green şi J. Adkins [1], cap. 1.) Aci, 
ne vom limita numai la citeva cazuri simple de simetrie elastică, în teo- 
ria liniară. 


b) Un plan de simetrie elastică 


Dacă proprietăţile mecanice își păstrează forma după direcţii sime- 
trice faţă de un plan — pe care îl vom alege drept plan 1 = 0 — rezultă 
că, trecînd la axele Oz, a; ze; caracterizate de relaţiile 


Ri _— pm? —— LI 4] m! — r] 
Pi = Pup Da = Cap Wa = — ap (1) 


trebuie ca legea lui Hooke (2.1) să-şi păstreze forma. 
În noile axe, în loc de (2.5) vom avea deci 


Gu; = €ij eu. (2) 


Întrucît (1) nu este o rotaţie de axe, formulele (1.6.6) nu pot îi 
utilizate. Avem însă uşor, pornind de la detiniţia componentelor deforma- 
ției : 


Lă 
Cu = 


Lui 


- 
m 
= 
[£) 
ŢI 
| 
( 
% 
= 
- 


Lă 
117 Su = “22 


(3) 


ju = Eno Ea = — Ea, eu = — Sai p 
şi relaţii analoge pentru componentele tensiunii. 


2) În formula (6) sint concentrate 51 relaţii, fiecare conținind cite 81 termeni, aşa dar ln 
total 6561 termeni. Avantajele notaţivi tensoriale sint evidente. 
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Din (2.1) deducem pentru i =j=1: 

Gu = Cl Ep F Ci cae + Ci ego + 208 exe + 207 exp 20 cau, (4) 
în timp ce din (2) şi (3) obţinem 

Oja 2= Cii Say ++ CR Esa + Cii Cask 2018 cap — 2072 ca — 200 cu. (5) 


Egalitatea ai; = cy (care decurge din relaţiile (3) scrise pentru tensiuni) 
este posibilă dacă şi numai dacă ci? = ci = 0. Repetind același raționa- 
ment pentru toate componentele tensiunii, obținem pe rind 


= 0i=ci=ci=ci=c=c3=că=c3=0, (6) 


astfel că un corp elastic (liniar) cu un plan de simetrie are 36—16=—20 coe- 
ficienţi de rigiditate independenţi. 


c) Ortotropie. Trei plane de simetrie triortogonale 


Raționamentul de mai sus poate fi repetat şi pentru axe ce se obţin 
schimbind sensul pe axa z,, respectiv z,. Relaţiile corespunzătoare decurg 
din (6) prin permutări circulare ale indicilor. În virtutea condiţiilor de 
simetrie (2.2), obţinem unele relaţii ce coincid cu (6), precum şi relaţiile noi 


ci = cls = Că = ii = Ci = ci = că = ci =0, (7) 


astfel că numărul coeficienţilor de rigiditate independenţi se reduce la 12. 
Corpurile de acest tip se numese ortogonal-anizotrope, sau pe scurt 
orlotrope. Legea, lui Hooke se scrie în acest caz sub forma 


Su = Ci Ex + CÂT Cao A+ Cit Esas 
Goa = Ci Eu + CE pa + Cazeass (8) 
Oa = Cl Eu + C33 Eaa + C33 as» 

Oa = 2013 139 Cao = 2033 33 Oi = 20ii Eu: 


Din (8) urmează că, dacă e, =0 pentru ij, atunci avem şi 
6, = 0. Așadar, într-un corp ortotrop, azele priacipale ale deformaţiei și 
cele ale tensiunii coincid. De aceea, în teoria liniară a corpurilor ortotrope 
se vorbeşte pe scurt despre azele principale într-un punct dat. 

Categoria corpurilor ortotrope este foarte importantă în practică, 


Similar celor de mai sus, se pot considera — în loc de corpuri cu plane de simetrie — 
corpuri cu diferite tipuri de aze de simetrie, 
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d) Izotropie 


În acest caz, proprietăţile elastice trebuie să rămină invariante la 
orice simetrie şi orice rotaţie a axelor — deci la o permutare circulară a 
indicilor axelor, precum şi la o roiaţie în jurul unei axe oarecare. 

Luind mai întîi 


Di = ao = 3 D= (9) 
obţinem evident 
, Lă Lă 
El = Ea9p Eu = €39 Exp = Exp El = Cop Ex = Easy Esi = Ex2» (10) 
şi relaţii analoge pentru componentele tensiunii. Avem deci din (8) 
4 O ll 22 I3 
Gu = Cui Eg9 + Cii Egg -t Cui Eny 
asttel că relaţia o, — Gap este posibilă dacă și numai dacă ci! = că, 
ci = 63, Ci — cl. Considerind şi transformarea 
[i [i = 37, III 
Day Da = Pup Da = day (11) 


şi caleulind valorile tuturor componentelor o; în ambele transformări (9) 
şi (11) , obţinem 
Ci = Că = Ci =, ci că = ec =b, (12) 


n. 


| 


m 03 ma 8 NE au l000 a i ae 
033 = Cu =0, Ci = =cu =, 


astiel că legea lui Hooke (8) devine provizoriu, pentru corpuri ortotrope 
cu proprietăţi echivalente în lungul celor trei axe : 


Oy = ME + bena + Ceas) 

Oaza = CE + 0Eo2 + bEsa, (13) 
Gas — beu -F CEza + Mess, 

Cip = 2dea;  Oag == 2 Ga = 2. 


În fine, să presupunem că axele se rotese de un unghi 9 în jurul axei 
x, ; componentele deformaţiei sînt date deci de formule analoge cu (1.7.17) 
(plus încă donă formule pentru cos Şi cs, de care nu avem însă nevoie). 
Componentele tensiunii se transformă în acelaşi mod. Avem deci mai înții 


i, MR = Caa cos? 9% -L Gas sin 29 — 933 sin? Y% E] 
de unde, ţinind seama de (13): 
Oy = (Ce + Gea 4 beag) 00829 + 2deaa sin 29 + 


—- (beu + CEao -- (£33) sin? 9. (14) 
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Pe de altă parte, a dona relaţie (13) îşi păstrează forma în axele noi, 
astfel că, folosind din nou (1.7.17), obţinem 


Oz = Ci + Gea + Desa = CE + (ego 00829 + exp sin 29 + 
-- Ega 8in29) + D (Eoa sin29% — og sin 29 + cap c0s29). (15) 


Comparînd relaţiile (14) şi (15), deducem b = e, 2d = a—b. Nici o 
altă rotaţie san simetrie nu conduce la relaţii noi. Prin urmare, notiînd 


b=c=A d=w 6=1+2p,; (16) 
şi amintind (1.8.11), putem transcrie (13) sub forma 
Gu = A0 + 2ueua Oax = A0 + duca, Gas = A0 + 2uEa3» (17) 
Dia = Dina ap — duo Oa > dus) 
adică, mai compact : 
Gy = A08,; + 2usu. (18) 
Din (12) şi (16) rezultă acum 


ceilalţi 24 coeficienţi fiind nuli, sau, mai compact : 
Chi = AB du n (3a da Fr da 8n)- (19) 


Este evident că existenţa a 3 plane şi a 3 axe de simetrie trirectan- 
gulare e suticientă pentru a asigura izotropia. Prin urmare, formulele (18) 
dau legea lui Hooke pentru un corp elastic îzotrop (eventual neomogen) 
în teoria liniară. (Aceasta se poate verifica şicu ajutorul relaţiilor (2.6).) 

Putem privi aşadar în practică mărimile 7, u drept mărimi scalare. 
De aci rezultă invarianța relaţiilor (18) : în orice schimbare de coordonate, 
coeficienţii 7, u rămîn neschimbaţi, iar mărimile o;;, sp, 9; se trans- 
tormă ca componente ale unor tensori. 

Transcriind (18) în axe principale, avem şi 


= 0-4 2pue6 î=1, 2,3. (20) 
Relaţiile (18) reprezintă cazul particular al relaţiilor (2.1) pentru 


corpuri elastice izotrope. Pentru a căpăta şi cazul particular al relaţiilor 
(2.4), să luăm îi =j în (18); obţinem 


a, = 8210 + 2 (21) 
unde sumele în raport cu i dau invarianţii liniari O şi 6: 
9 = (32 + 2u)0. (22) 
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În orice material şi în orice punct, putem evident realiza o stare de 
tensiune în care O = 0. De aci urmează că în orice axe şi în orice punct, 
avem 


31 + dp fo. (23) 
Cu aceasta, putem transerie (18) sub forma 
si = = gi cp 03, + = ag . (24) 
2u (32 + 2) 2 


Toate raţionamentele precedente sînt valabile şi pentru corpuri 
neomogene. Pentru corpuri omogene, coeficienţii 1, u se numese constan- 
tele lui Lame. Constanta ua fost considerată anterior lui Lame de către 
Coulomb în experienţele sale asupra torsiunii firelor cilindrice (vezi 
$ 5.15, pag. 239), şi e uneori numită constanta lui Coulomb. În literatura 
tehnică ea se notează adesea cu ( — ceea ce dă totuşi un aspect dezagreabil 
formulelor (18) şi (24). 


Ipoteza izotropiei este o ipoteză puternice timitativă. Totuşi, numeroase materiale uzuale 
o verilică : în primul rînd corpurile amorie, precum și cele alcătuite dintr-un mare număr de 
microeristale, dezordonat dispuse (metalele). Dimpotrivă, monocristalele sint întotdeauna 
anizotrope. Există și materiale necristaline care sint anizotrope, ca de pildă lemnul. 

Proprietăţi de anizolropie pol apare datorită anumitor procedee de prelucrare (de ex. 
după laminarea metalelor) sau pot fi admise pentru a descrie o structură geometrică ce favo- 
rizează anumite direcţii (de ex. plăci cu nervuri de întărire pe anumite direcţii). Se deo- 
sebește astfel o anizotropie de malerial (anizolropie propriu-zisă) şi o anizolropie constructivă. 

Pentru teoria corpurilor anizotrope, vezi indicațiile din $4.1, pag. 125. (Diferitele variante 
de simetrie elastică mai sus considerate sînt însă prezentate mai ales pentru corpuri hiper- 
elastice — vezi mai jos $$ 5-7.) 

Studiul legii fizice se poate efectua și în cadrul neliniarităţii geometrice (vezi de ex. 
Y. Novojilov [1], cap. 3 şi [3], cap. 3). Dat fiind caracterul fizic al legii de legătură între 
tensiuni şi detormaţii, prezintă interes studierea ei cu ajutorul invarianţilor tensiunii şi defor- 
mației (inclusiv în cazul anizotrop, în teoria plasticităţii etc.). Pentru detalii, vezi de exemplu 
1. Goldenblati [1], W. Prager [1], L. Sedov [2]. 


$ 4. CONSTANTELE ELASTICE ALE TEORIEI LINIARE PENTRU CORPURI 
OMOGENE ȘI IZOTROPE 


a) Modulul lui Young; coejicientul lui Poisson 


Proprietăţile mecanice ale materialului omogen şi izotrop sînt de- 
plin caracterizate de constantele lui Lame. Vom examina semniticaţia lor, 
modul în care ele pot fi obţinute experimental, contribuţia lor în apariţia 
stării elastice. 
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Să considerăm mai întîi un corp în care este realizată starea de 
tensiune 


Cp = € = const., Goa — OCaa = 012 = Ca — Oa = 0, (1) 


Introducînd (1) în ecuaţiile statice (2.4.10), constatăm că acestea 
sint satistăcute dacă F = 0 (torţe de volum neglijabile). Componentele 
detormaţiei corespunzătoare se obţin din (3.24) sub forma 


Cc 
2u (32 + 2) (2) 


6, Cs = C33 = — 


£13 = îs = tun=0. 


Întrucît acestea sînt niște constante, ele satisfac banal condiţiile 
lui Saint-Venant (1.9.12); deci, starea (1), (2) este posibilă, şi deplasarea 
u poate fi determinată. 

Să căutăm un model simplu de corp în care această stare se reali- 
zează. Pentru aceasta, să considerăm un cilindru de ax 0z,. Introducînd 
(1) în (2.3.3), obţinem 


Su = CM E] One — Ong = 0. (3) 


Întrucît pe suprafaţa laterală Z, a cilindrului avem n, = 0, iar pe 
bazele SF, avem n, = + 1, relaţia (3) devine 


0, data 0, (4) 


— 0, Gu 9 = + c, sie] — Oas 


) 
> 7, Is, 


astiel că suprafața laterală rezultă a fi liberă, iar bazele sint supuse unor 
tensiuni uniform repartizate, egale și opuse. 

Dacă ec >0 (întindere), experienţa arată că cilindrul se alungește, 
iar secțiunea sa transversală se micşorează. Dacă e<0 (compresiune) 
cilindrul se scurtează, iar secțiunea transversală crește. Prin urmare, 
avem : 


D 

pentru 0 <0: 4 <O, tao = cas >0. (5) 

Se numeşte modulul lui Young raportul dintre tensiunea longitu- 

dinală ce şi alungirea e, pe care ea o provoacă pe linia sa de acţiune. 
Din (2) şi (3) căpătăm deci 


E = €len = u (32 + 2p)/(A + pn) >0. (6) 


Semnificaţia sa e apropiată de cea a coeficientului de rigiditate ci, (vezi 
(2.1)). Cu cît E este mai mare, cu atit materialul rezistă mai bine la întin- 
dere și compresiune. 

Mai departe, să notăm cu —v (unde v > 0) raportul dintre efectul 
tensiunii c pe direcţii transversale şi efectul ei pe direcţia liniei sale de 
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acțiune. Întrucît, în virtutea izotropiei, putem face uz în mod egal de 
componentele ex» sau cas, din (2) şi (5) urmează 


Şi-i fiul a = (A + u)>0. (7) 


Mărimea v se numește coeficientul lui Poisson 2). 

Experienţa de întindere-compresiune descrisă în $ 0.2 servește 
la determinare lui E. Coeficientul lui Poisson nu se determină din aceeași 
experienţă, întrucît măsurătorile cer o mare precizie și există de altfel 
experiențe mai simple care duc la calcularea sa pe cale indirectă (vezi 
pag. 95). 


b) Constanta lui Coulomb 


Fie acum un al doilea caz de solicitare : nn corp în care 


Ca =€Cc= const., Gu = aa = Caa — Goa = Ga = 0. (3) 
Pentru starea de deformaţie deducem uşor 
Ea = C]2uy En = E22 = Ca3 = Ca = tu =0. (9) 


Starea (8), (9) este posibilă pentru F = 0. Constanta yu apare a îi 
raportul dintre tensiunea de alunecare ce, şi deformația unghiulară 2, 
pe care ea o provoacă. Din această cauză, vu, mai poartă numele de modul 
de rigiditale la alunecare. 

Căutind — după modelul cazului precedent — să realizăm starea (3), 
(9) în acelaşi cilindru de ax Oz, obţinem din (2.3.3) 


Ga = 0ha, Gra = Cha Gua = 0. (10) 


Prin urmare, suprafața laterală nu e liberă de tensiuni (vezi $ 4.2 
pag. 128). Rezultatul era de așteptat : în virtutea teoremei de reciprocitate 
(vezi finele $ 2.4), pe elemente paralele cu 
Oa, apar tensiuni tangenţiale egale cu cele 
de pe elementele de normală Oz, asa dar 
de pe secţiuni. 


OBSERVAȚIE, Aceeași stare de tensiune admile şi 
o altă descriere, foarte sugestivă.  Considerind axele 
Ozj 7; ce se obțin rotind axele Ozyrp de 45 în jurul 
axei Oz, = Ox; și făcînd uz de formulele (2.5.5), ob- 
ținem din (8): 


Li —— 
6; = (N Bia t Ha), 


unde n;; = cos (1; z;) (vezi (1.6.1)). De aci căpătăm 


0, =€, Op = —e€, 0 = 0i3 = 0 = Gia=0. (11) Fig. 341 


3) Uneori se foloseşte notația o — care prelează insă Ja confuzie. Şi mai puţin corectă 
este notația 4, Destul de frecvent se folosește inversul m = 1/v, numit numărul lui Poisson, 
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Axele nou introduse sinl deci chiar axele principale în punctul considerat, şi starea de 
alunecare pură (8) apare drept rezultat al suprapunerii unor Lensiuni egale (în valoare abso- 
lută) de întindere, respectiv de compresiune, pe direcţii perpendiculare. 


c) Modulul de compresiune hidrostatică 
Fie acum un al treilea exemplu de stare de tensiune 
6, = —p5,y p>0. (12) 
Din (2.3.3) obţinem acum 


O; = 0ph; >= — Php (13) 


j 


astfel că vectorul tensiune este dirijat după normală. O astfel de stare se 
numeşte presiune hidrostatică sau compresiune uniformă. Din (3.22) urmează 


2 
p= = + a)e: (14) 
Întrucît pentru p > 0 trebuie evident să avem 0 < 0, deducem 
= A+ >0. (15) 


Acest coeficient se numeşte modul de compresiune hidrostatică. 
Calcule elementare dau uşor din (6), (7) şi (15): 


Ev BP 


B 
= aaa h “aa (7 


214) 3(1 —2v) 
Întrucît mărimile E, v, k sînt pozitive, deducem imediat că 


o< ve 1>0, u>0. (17) 


Din (6) rezultă că modulul lui Young are dimensiunea FL 2; din 
(7) urmează că coeficientul lui Poisson este nul-dimensional ; în fine, din 
(16) deducem că 7, u, & au aceeaşi dimensiune cu E — așadar se măsoară 
în kgî/em?. 

Dacă v ar fi nul, aceasta ar însemna că sarcina nu dă nici un efect de contracție pe 
direcții transversale liniei ei de acțiune. Pe de altă parte, dacă v = 0,5, din (14)—(16) ar 
rezulta că pentru orice sarcină hidrostatică 0 este nul, așadar deformația s-ar produce fără 
modificare de volum, la presiuni arbitrar de mari. Valorile v = 0, v = 0,5 nu sint deci accep- 
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tabile. Totuși, v = 0,5 poate fi admis ca valoare-limilă, pentru procese în care deformația 
de volum este neglijabilă — ca de exemplu pe pragul trecerii la deformația plastică. (Vezi 
mai departe pag. 94.) 


d) Legea lui Hooke rezolvată în raport cu dejormaţiile 


Constantele lui Lame permit scrierea simplă a legii lui Hooke (3.18), 
în timp ce constantele E, v sint de preferat în relaţiile lui Hooke rezolvate 
în raport cu deformaţiile. Într-adevăr, ţinind seama de (6), (7) şi dea 
dona relație (16) în (3.24), obţinem 


y l-+ovy 
3 = 03 tc 18 
e = 4 m * (13) 
ceea ce se mai scrie şi sub forma 
] 1 
i % [on —Y (022 + Gas) Ea = 5] [22 — v( Gas + Gu) (19) 
l ] - : . 
Ess = 3) [o33—v (Gu + Ga2)], €, = 2 5, (ij). 


e) Tensori sferici şi deviatori 


Pentru a clarifica rolul constantei k, să separăm din tensorul de 
deformaţie E o componentă E" ce caracterizează deformația de volum, şi o 
ace pri E care produce o deformaţie de formă sau distorsiune. Vom 
scrie deci 


cj = €9; + e, (20) 
și vom pune condiţiile 
0=0, %=0. (21) 
Considerind aşa-numita deformaţție medie *) 
1 « 
LA = 3 6, (22) 


obținem descompunerea dorită (20), (21) dacă alegem 
ed, =t, du; Ci; = Ei; — En di. (23) 


„Primul din teneorii astfel introduşi se numeşte tensorul sferic al defor- 
maţiei (întrucit cuadrica corespunzătoare este o sferă). Al doilea se numeşte 


*) A nu se confunda cu e din (1.4.16) — (1.4.18), 
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deviatorul deformaţiei. Întrucît 0% = 0, cuadrica corespunzătoare este 
evident un hiperboloid. 

O descompunere similară se poate realiza și pen:ru tensorul tensiune. 
Anume, se consideră tensiunea medie 


0, = - 0, (24) 
și se ia pentru tensorul sferic 20 și pentru deviatorul tensiunilor S 
0, = 0,3, şi 8, = Oy — Ga SR (25) 
Relaţia (3.22) devine acum 
0, = (3A + 2u) s, =3ke,, (26) 


şi legea lui Hooke (3.18) conduce deci la 
0, — 0 8, = 88, + 2ue, —(3A+2p) ce, 3 
sam Încă 
8, = 2ue,: (27) 


Relaţiile (26), (27) exprimă faptul că tensorul sferic al tensiunii este 
proporțional cu tensorul sferic al deformaţiei, iar deviatorul tensiunii este 
proporțional cu deviatorul deformației. Aceasta se poate scrie şi sub forma 


ZO — 3kE0, S=2uE. (23) 


Această formă a legii lui Hooke pune în evidență rolul lui k şi u 
ca coeficienţi ce măsoară rezistența opusă de corp la modificarea de volum, 
respectiv la cea de formă. 

Comparînd (26) și prima relaţie (25) cu definiţia (12), se vede ușor 
că tensorii sterici descriu în tapt stări de tipul compresiunii hidrostatice 
(eventual cu p <0). 


Întrueit este verificat experimental că deformația elasloplastică se desfăşoară cu modi- 
ficări de volum neglijabile față de modificările de formă, urmează că această scriere a legii 
lui Hooke este deosebit de importantă ca punct de pornire în teoria plasticității, unde pe 
primul plan apar nu tensorii tensiune și delormaţie, ci deviatorii corespunzători, 


[) Coneluzii 


În definitiv, dispunem de trei forme echivalente ale legii lui Hooke 
pentru corpuri izotrope : relațiile (3.18), (19) şi (28). Fiecare din ele pune 
în evidenţă o pereche de constante : (7, u), (E, v), (&, u). Pentru deter- 
minarea acestora este suficientă găsirea (pe cale teoretică sau experimen- 
tală) a două din ele. 
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Aceste raționamente rămîn valabile şi pentru corpuri neomogene — 
caz în care mărimile >, u, E, v, k sînt însă funcţii de punct şi determinarea 
lor experimentală este mult mai dificilă. 

Dacă corpul este omogen, se pot realiza experienţe simple pentru 
determinarea constantelor elastice. Astfel, problema întinderii cilindrului 
(primul exemplu de mai sus) furnizează valoarea lui E pentru materialul 
considerat. Răsucirea (torsionarea) unui astiel de cilindru va da (vezi $ 5.15, 
pag. 239) un model simplu de experiență pentru determinarea lui u. (Vezi 
şi $ 4.12, pag. 162). 

Putem deci determina valorile tuturor constantelor elastice pentru 
diterite materiale, executind epruvete (omogene) din aceste materiale și 
efectuiînd asupra lor anumite experiențe simple. Valorile obținute infor- 
mează complet asupra comportării materialului în chestiune, într-un corp 
de orice configuraţie, sub orice sarcină. Cunoaşterea a doi parametri, obți- 
nuţi din două experienţe distincte, ne permite să cunoaștem modul de a 
reacționa al oricărui corp realizat din materialul considerat. Pentru aceste 
motive, teoria corpului izotrop și omogen, aflat în stare de deformaţie 
liniară și realizat dintr-un material ce respectă legea lui Hooke, se numește 
uneori teorie biconstanlă, 

Reproducem aci un tablou al constantelor pentru unele muleriale uzuale. (Valo- 
rile pentru ], u, E, k sint date în milioane kgf/cm?.) Valorile reale pot prezenta 
mari abateri faţă de cele informative de aci (vezi $ 0.2, pag. 25-—20). 


oțel 09 —1,3 0,8 —0,9 2 —22 1,5 —1,9 0,27 — 0,31 
lier 1,00 0,8 2 1,6 0,28 
alamă U,85 0,38 11 11 0,33 
cupru 0,9 0,46 1,3 1,2 —1,7 0,33 — 0,38 
plumb 0,35 0,05 0,16 0,37 0,43 
sticlă 0,27 — 0,3 0,25 0,0 0,15 0,26 


Pentru date mai amănunțite, vezi de exemplu N. Beliaev [2], anexa 7; A. Love [î], 
$ 71; C. Me Gregor [1]; P. Rieckert [1]. Vezi și K. Hillier [1]. 


$ 5. NOȚIUNI DE TERMODINAMICA DEFORMAŢIEI 
a) Formularea problemei 


După cum am arătat în introducere, ne limităm la studiul proceselor 
pseudostatice ; toată informaţia de care dispunem relativ la starea unui 
corp deformabil se reduce deci la cunoaşterea mărimilor e, , e, şi (pro- 
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vizoriu) T, ca funcţii de punct. (În virtutea condiţiilor lui Saint-Venant, 
cunoaşterea deplasărilor nu este necesară.) 

'Terecerea dintr-o stare (0) într-o stare (1) înseamnă deci înlocuirea 
unor valori (funcţii de punct) s;, a9;, 10, prin alte valori si, oi;, 
Ti. Considerind un spaţiu aritmetic (euclidian) cu 13 dimensiuni, de coor- 
donate <,, 6, T, este limpede că fiecărei stări posibile într-un punct al 
corpului deformabil, îi corespunde un punct în acest spaţiu ; iar fiecărui 
proces de detformaţie, o curbă — pe care o vom numi un drum, ducînd de 
exemplu de la un punct (0) la un punet (1). 


Dacă mărimile =, 6;, 7 sînt legate prin anumite relaţii — ca de 
pildă cele ce rezultă din ipotezele din $ 0.4 — atunci procesele de defor- 
maţie se pot destăşura numai pe anumite drumuri, situate pe anumite 
varietăţi cu un număr de dimensiuni mai mic. (Vezi de exemplu cazul din 
$ 0.2.) În particular, în cazul corpului elastic, ne putem limita la consi- 
derarea unui spaţiu cu 7 dimensiuni, de coordonate e,;, 7. 


Mulțimea stărilor posibile într-un punet al corpului elastic ocupă un 
domeniu din acest spaţiu, iar o stare este deplin cunoscută dacă cunoaştem 
mărimile £,;, T corespunzătoare. 


Cu toate că aceste funcții nu depind de timp, putem totuşi imagina 
diferite procese de detormaţie, diferite moduri de a trece de la o stare (0) 
la o stare (1). 


De pildă, putem presupune că iulr-un anumit proces, facem ca componenta e, să 
treacă de la valoarea e, la valoarea el, i apoi etectuăm aceeași operație cu componenta £,ș 
şi așa mai departe. Schimbind ordinea de trecere a componentelor de la valorile iniţale la 
valorile finale, obţinem procese de deformație — şi deci drumuri — diferite. (În exemplul 
din $ 0.2 există numai un singur drum.) 


Evident că pentru o teorie care neglijează istoricul procesului de 
deformaţie, aceste moduri diferite de trecere de la o stare la alta trebuie 
să fie echivalente. Să remarcăm însă că, spre deosebire de cazul solidului 
rigid, pentru a realiza o stare de echilibru elastic este necesară cheltuirea 
de lucru mecanic al forțelor exterioare : aceste forțe își deplasează punctele 
de aplicaţie în așa tel încît; lucrul lor mecanic total pe deplasările generate 
nu este nul. 


Considerarea acestui lucru mecanic, precum şi a unui eventual 
aport de energie sub alte forme (termică, electromagnetică) sugerează 
o cale energetică, principial diterită de cea care a condus la ecuaţiile 
(2.4.10) şi la condiţiile (2.4.12), pentru a stabili legătura dintre sarcină 
şi electul ei. 

Or, nimic nu ne asigură a priori (chiar în absenţa unor tenomene 
termice sau electromagnetice) că lucrul mecanic elementar al forțelor 
exterioare este o diferențială totală ; de aci rezultă că lucrul mecanice chel- 
tmit pentru deformarea corpului depinde nu numai de stările iniţială şi 
finală, ci şi de modul în care starea finală a fost atinsă, deci de drumul de 
la starea (0) la starea (1), așadar de istoricul procesului, 
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Informaţia asupra stărilor (0) şi (1) nu este deci suficientă pentru 
a calcula acest element evident esenţial, lucrul mecanic necesar pentru 
deformaţie. În această situaţie, avem de ales între următoarele două căi : 

1? Fie să căutăm o formulare lărgită a problemei, în care informaţiile 
asupra stărilor inițială şi finală să fie îndestulătoare pentru determinarea 
în mod univoc a unor parametri de același tip cu lucrul mecanic, dar mai 
generali ; 

2” Fie să impunem corpului şi procesului de deformaţie condiții mai 
restrictive, care să permită determinarea univocă a lucrului mecanice ne- 
cesar detormației numai cu ajutorul datelor cunoscute pentru stările ini- 
țială şi finală. 

Prima, cale conduce la înlocuirea studiului pur mecanic (inclusiv 
chestiunea transmiterii de lucru mecanic unui corp deformabil) printr-un 
studiu asupra schimbului de energie între diverse sisteme materiale 
— şi este deci o problemă de termodinamică fenomenologică. A doua cale 
conduce la considerarea unei categorii particulare de corpuri, numite 
hiperelastice, pentru care lucrul mecanice elementar necesar pentru defor- 
maţie este diferenţiala totală a unei funcţii ce depinde numai de stările 
inițială şi finală. 

Vom aminti aci unele noţiuni de termodinamică, cu ajutorul cărora 
vom putea formula cazuri simple în care un corp elastic este şi hiperelastic 
— urmînd să ne limităm apoi la studiul acestor din urmă corpuri. 


b) Noţiuni fundamentale 


Să considerăm un corp sau un sistem de corpuri a cărui stare la un 
moment dat este deplin caracterizată de cunoaşterea unor parametri 
(independenţi sau nu) p1, Paz; ---:;p,. Spaţiul, al acestor parametri 
permite reprezentarea stărilor corpului şi a proceselor de trecere de la o 
stare la alta. 


Orice funcție care depinde numai de starea corpului la un moment 
dat și nu şi de modul în care această stare a fost atinsă, se numeşte func- 
ție de stare. Întrucit putem măsura sau calcula cel mai adesea numai 
variaţii ale anumitor funcţii în trecerea de la o stare la alta, trebuie să 
considerăm şi o stare-reper (cel mai adesea, arbitrar aleasă), pe care o vom 
numi stare normală (sau naturală, sau nulă). 

Prezintă interes evident reducerea numărului parametrilor p,, ceea 
ce este posibil dacă unii din ei pot fi exprimaţi prin intermediul altora, 
care rămîn independenți. 

Evident, astfel de legături pot fi universal valabile, și atunci unii din 
parametrii p, pot fi definitiv eliminaţi din raționamente (afară de cazuri 
în care prezența lor este utilă din considerente de comoditate a scrierii, 
de simetrie a formulelor etc.). Dar chiar presupunind că parametrii p, 
sînt în general independenţi, se poate totuşi ca pentru (sau între) anumite 
valori ale acestora să existe relații de dependență, relaţii care, într-un 
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anumit cadru precis, permit reducerea numărului total de parametri. 
Astfel de relaţii se numesc ecuații de stare şi stabilirea lor echivalează cu 
stabilirea unui model al unei categorii particulare de corpuri în raport cu 
cele dintii. 

Parametrii independenţi se numese coordonate generalizate, corespun- 
zătoare unei anumite stări, şi se notează gq,, 3» -:- Q„. Ecuațiile de stare 
se pot scrie exprimind parametrii neindependenţi p, prin intermediul 
parametrilor q,. Spaţiul aritmetice al coordonatelor generalizate se numeşte 
spațiul figurativ. 

Punctele sale reprezintă stări ale sistemului, în cadrul de valabili- 
tate al ecuaţiilor de stare considerate ; iar drumurile sînt — în acelaşi cadru — 
procese de trecere de la o stare la alta. 

Evident, orice funcţie de stare se poate scrie acum sub forma 


Î= Ido ga. dm)» (1) 


unde se presupune că funcţia f are numărul de derivate continue necesar 
în raționamente. 
Pentru orice îuncţie de stare avem desigur 


dj = fi dq (2) 
şi de aci 
Îi = Je (3) 
11) 
Pentru orice funcţie de stare, integrala df este independentă, 
10) 
de istoricul trecerii de la o stare (0) la o stare (1), şi depinde numai de 
valorile iniţiale şi finale g!, q.. 
Dacă mulțimea stărilor posibile ocupă un domeniu simplu conex în 


spaţiul figurativ, atunci condiția necesară și suficientă pentru ca o formă 
diterenţială liniară 


30 = o, (qi da ::-> dm) dq. (4) 


să fie diferenţiala unei funcţii de stare, este ca pe orice drum închis Z din 
spaţiul figurativ, să avem 


3p=0. 5 
f, (5) 
Această condiţie integrală este echivalentă cu condiţiile diferențiale 


Pi = Pia. (6) 


Dacă acestea din urmă nu sînt verificate, dar avem cel puţin 


9, (pir — Pe) ei (Pa — Pun) Fr Pe (ii — ii) =0, (7) 
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(pentru î =£ j sf k), atunci există o funcţie I (Qu, da. 4), numită factor 
imtegrant, aşa fel ca I 3b să fie o diferenţială totală. Altfel spus, există, 
o funcţie de stare Y definită de relaţia 


d = 130. (8) 


Subliniem că atîta timp cât nu sîntem siguri de existența unei funcții 
de stare O, expresia 30 nu are sensul unei operaţii 3 aplicate asupra unei 
funcţii O, ci trebuie înțeleasă numai ca definită de membrul al doilea 
din (4). 

Se poate face uz de aceste noţiuni pentru a studia corpuri pentru 
care drept parametri p, putem alege poziţia particulelor, forţele ce 
acționează între particule, şi temperatura — aşadar corpuri deplin carac- 
terizate de mărimi mecanice şi termice (uneori pot interveni și mărimi 
de natură electromagnetică). 


Orice corp continuu (sau sistem) care poate primi sau ceda mediului 
ambiant lucru mecanic, căldură, sarcini electrice sau magnetice, eventual 
şi materie — se numeşte sistem termodinamic. 

Un sistem termodinamic care nu schimbă cu mediul ambiant nici 
energie, nici materie, se numeşte izolat. Un sistem care schimbă cu mediul 
ambiant energie, dar nu și materie, se numeşte închis. Un sistem care 
schimbă atit energie cit şi materie, se numeşte deschis. 

Mărimile a căror cunoaştere la un moment dat echivalează cu cu- 
noașterea stării sistemului, se numese parametri termodinamici. Orice 
fenomen care duce la modificarea valorilor lor se numește proces termo- 
dinamic. 

Un proces de trecere de la o stare (0) la o stare (1) se numește rever- 
sibil, dacă el se poate desfăşura și în sensul de la starea (1) la starea (0), 
trecînd prin aceleași stări intermediare. Un proces care nu are această 
proprietate, se numeşte îreversibil, 

O condiţie suficientă (dar nu necesară) pentru ca un proces să tie 
reversibil, este ca el să fie cvasistatic. Tot ca reversibile pot îi privite și 
procese de tipul vibraţiilor, dacă la capătul fiecărei perioade se reproduce 
starea inițială. 

Stabilirea unor ecuaţii de stare revine la precizarea unui model al 
unui anumit tip de corpuri, model valabil între anumite limite ale para- 
metrilor. În virtutea acestor ecuaţii, numărul parametrilor independenţi 
se reduce. Parametrii independenţi rămaşi se numesc coordonate termo- 
dimamice generalizale. 


Asttel, de exemplu, gazele ideale au ecuaţia de stare po =nRT (unde p este pre- 
siunea ; o — volumul; n — numărul de molecule-gram de substanță; R — constanta univer- 
sală a gazelor; T — temperatura absolută). Această ecuaţie — valabilă numai între anumite 
limite ale parametrilor — stabilește o legătură simplă între presiune, volum și temperatură şi 
permite să reținem drept coordonate generalizate, numai două din aceste trei mărimi. 

Al exemplu îl constituie studiul solidului deformabil. Chiar în cazul unidimensional 
din $ 0.2, rezultă limpede că pe diferite porțiuni ale curbei caracteristice în diferite procese 
(încărcare sau descărcare), legătura dintre tensiune şi detformaţie este alta. 


100 LEGĂTURA DINTRE TENSIUNI ȘI DEFORMAȚII Cap. 3 


În general ecuaţiile (1.1) — (1.3) au deci sensul unor ecuaţii de stare 
ale corpului elastic, valabile atit; la încărcare, cît şi la descărcare. Ele permit 
să reținem drept coordonate generalizate mărimile e, , T sau c,;, T. Odată 
cu trecerea în zona plastică (adică dacă se depăşesc anumite limite pentru 
ansamblul parametrilor — ceea ce nu e tot atît de uşor de stabilit ca în 
$ 0.2; vezi $ 4.3), aceste ecuaţii îşi pierd valabilitatea. 

În starea elastică, orice funcţie de stare se scrie deci sub forma (1), 
unde rolul mărimilor g, îl joacă componentele deformaţției (sau tensiunii) 
și temperatura. 


(Amintim că însăși temperatura este o iuncție de stare. Ea poate fi aleasă drept una din 
coordonatele generalizate — dar aceasta nu este obligatoriu. Temperatura absolută 7 se 
măsoară în grade Kelvin, iar 0*C = 273,15"K.) 


Un sistem termodinamic este în echilibru termic, dacă între punctele 
sale nu au loc schimburi de căldură. Pentru aceasta este necesar și suficient 
ca T să fie o constantă (independentă de punct). 


c) Principiile termodinamicii 


Aceste noţiuni permit formularea celor două principii ale termodi- 
mamicii. Toate mărimile cu care operăm vor fi înțelese ca mărimi unitare 
sau specifice (raportate la unitatea de volum). Evident, ele sînt funcţii 
de punct. Valorile lor globale (pentru întregul corp) se vor obține prin in- 
tegrare pe domeniul 7”. Variaţiile elementare de la o stare la alta se vor 
nota cu d sau cu 3, după cum avem de-a face cu o funcţie de stare, sau 
nu. Variaţiile neelementare se obțin integrind variațiile elementare cores- 
punzătoare pe drumuri din spațiul figurativ (sau din cel al parametrilor 

„termodinamici). 

Primul principiu al termodinamicii : există o funcţie de stare, 
numită energie internă ; în orice proces termodinamic, creșterea elemen- 
tară a energiei totale (energia internă U, plus energia cinetică K a mişcării 
macroscopice, plus energia potenţială E a aceleaşi mișcări) se compune 
din suma lucrului mecanic elementar 3 O efectuat asupra sistemului, a apor- 
tului elementar de căldură 50, şi a aportului elementar de energie neme- 
canică şi netermică (de exemplu energie electromagnetică) 3 Q”: 


dU+aAaK+adE =30+5804+ 580. (9) 


Mărimile 5%, 3Q, 8Q* sînt negative dacă ele reprezintă lucru me- 
canic, căldură etc., furnizate de corp — mediului ambiant. 

În cele ce urmează, ne vom mărgini la cazul proceselor cvasistatice, 
pentru corpuri aflate în echilibru macroscopic și pentru care aportul de 
energie nemecanică şi netermică este neglijabil. În acest cadru, relaţia 
(9) ia forma, 


dU = 30+ 380, (10) 
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iar pentru întregul corp 
(| avav = jţaoav + [ţa oav. (11) 


y w y 
În particular, pentru un sistem izolat, din (11) urmează că pentru 
orice proces elementar avem | dU dV = 0, aşadar că energia internă nu 
y 


variază. Rezultatul rămine valabil pentru un proces neelementar, așadar 
după integrare pe un drum oarecare (închis sau deschis) în spațiul figurativ : 


| f(auav =9, 


ge y 


Primul principiu al termodinamicii este principiul conservării energiei : in orice proces 
termodinamic în care este posibilă revenirea la starea iniţială, această revenire se face fără 
variaţia energiei (vezi (5)). Dacă procesul este ireversibil, sau dacă drumul considerat din spaţiul 
figurativ este deschis, principiul își păstrează valabilitatea : faptul că U este o funcţie de 
stare înseamnă că valoarea energiei interne în orice punct nu depinde de „,drumul” parcurs 
de sistem de la o stare (0) la o stare (1) în acel punct, ci numai de coordonatele generalizate 
corespunzătoare. 

Dacă procesul conduce la valori pentru care ecuaţiile de stare iniţiale trebuiesc înlocuite, 
variația de la starea (0) la (1) trebuie calculată nu în spațiul coordonatelor generalizate (ce 
corespund unor anumile ecuaţii de stare), ci în spaţiul parametrilor termodinamici, 

Relaţia (9) prezintă energia ca măsură comună a diferitelor forme de mişcare ale materiei. 
În (10), rolul esenţial este jucat de mişcarea mecanică şi cea termică. 

Primul principiu constituie baza experiențelor permiţind stabilirea echivalentului 
mecanic al căldurii, Amintim că 1 kcal — 427 kgm. Prin urmare, în (9) sau (10), mărimea 3Q 
trebuie exprimată în unităţi mecanice, ținind seama că 1 cal/ecm? — 42,7 kgf/cm?, 


Al doilea principiu al termodinamicii : există o funcţie de 
stare S, numită entropie ; în orice proces termodinamic, variația entropiei 
este cel puțin egală cu variaţia cantităţii de căldură raportată la tempera- 
tura absolută : 


ds > 3Q/T, (12) 


unde egalitatea caracterizează procesele reversibile. 
Pentru întregul sistem avem de aci 


NN dS 47 > (Ș (30 /T) 4Y. (13) 


% Y 


Faptul că S$ este o funcţie de stare echivalează cu afirmaţia că în 
orice proces reversibil, cantitatea de căldură elementară 5 Q are un factor 
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integrant, funcţie numai de temperatură — şi tocmai acest factor e ales 
pentru a defini temperatura absolută. 


Al doilea principiu al termodinamicii stabilește un sens de desfășurare a proceselor 
ireversibile ; cel corespunzător creșterii entropiei în orice sistem izolat. În particular, aceasta 
se vede uşor în cazul unui proces ireversibil în regim izotermic (T = const. în punctul consi- 


derat). Într-adevăr, într-un sistem izolat avem ÎN BQadV = 0, astfel că din (13) urmează 


w 
| asav= 0. Relaţia dS< 0 e posibilă numai pentru sisteme ncizolate (sau — ceea ce 


p 
e același lucru — numai în porțiuni ale sistemului dal). 

Pentru microsisteme, sau pentru perioade de timp mari din punct de vedere cosmogonic, 
al doilea principiu își poate pierde valabilitatea, (Vezi observaţiile lui V. Semencenko în J. 
Gibbs [2], pag. 455.) 


Atât entropia cît şi energia sint caracterizate abstracţie tăcind de o 
constantă aditivă S', respectiv U'. (Valoarea S' poate fi principial deter- 
minată cu ajutorul teoremei lui Nernst.) În practică, e suficientă cunoașterea 
diferenţelor U,—Us şi S4—So, astfel încît constantele U', S' dispar din 
calcule. 

Orice proces termodinamic se desfăşoară în general cu variații de 
temperatură şi deci cu schimburi de căldură. Procesele în care 50 =—0 
se numesc adiabatice (în punctele respective). Ceie în care dT — 0 se numese 
izolermice. După cum se vede din (12), un proces reversibil şi adiabatie 
este totodată și izentropic : AS = 0. 

Limitindu-ne la cazul proceselor reversibile, obținem din (12) 


dQ=Tă$, (14) 
ceea ce permite să transcriem (10) sub forma 
dU = 8 +TaS$. (15) 
Să considerăm funcţia de stare, numită energie liberă : 
Fa 7. (16) 


(Produsul 75 se numeşte energie legată.) Din (15) şi (16) deducem 
AF == 5P —SădT. (17) 


Relaţiile (15) şi (17) constituie forme echivalente ale primului prin- 
cipin pentru procese reversibile. Din (10) şi (17) rezultă că în orice proces 
adiabatic, precum şi într-un proces reversibil şi izotermic, lucrul mecanic 
elementar este o diferențială totală și prin urmare ezistă funcţiile de stare 


Da =U pentru S$ = const., (18) 
0, =F pentru T = const. (19) 
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Ambele relaţii sint scrise pentru procese reversibile : relaţia (18) 
are sens pentru S$ = const., ceea ce e posibil numai într-un proces 
reversibil; iar relaţia (19) a fost dedusă cu ajutorul egalităţii (14). 

Posibilitatea unui sistem de a efectua lucru mecanic este deci carac- 
terizată în cazul unui proces izentropic de energia sa, iar în cazul unui 
proces izotermic, de energia sa liberă. 


d) Indicaţii bibliografice 


Pentru detalii asupra celor de mai sus, vezi mai întîi tratatele lui M. Leontovici [1], 
M. Planck [1], M. Roy [3], A. Sommerteld [2]. Pentru stadiul actual al cercetării, vezi 
E. Guggenheim |1| (inclusiv notele istorice, cap. H). Pentru axiomatica termodinamicii, 
vezi G. Falk [1]. Pentru raporturile sale cu teoria generală a cimpului (inclusiv probleme de 
mecanica mediului continuu) vezi A. Freudenthal şi H. Geiringer [1], cap. A, LII și C. Tru- 
esdell și R. Toupin [1], cap. E. Pentru termodinamica proceselor ireversibile, vezi S. de Groot 
[1], JI. Prigogine [1] şi — cu aplicație specială la mecanica mediilor deformabile — M. Biot 
[2], [3], H. Ziegler [2]. 

Studii și expuneri aprofundate privitoare lu aplicaţiile — din diferite puncte de vedere — 
ale termodinamicii la mecanica mediilor continue deformabile, aparțin lui P. Chadwick [1]; 
], Galdenblati [1]; Ch. Platrier [1], vol. 2, partea B; M. Roy [1], vol. 1,partea 1; L.. Sedov 
[2]. Vezi și G. Grioli [3], cap. 2, 3 şi 10 (acesta din urmă, pentru problemele asimetrice); 
C. Pearson [2], cap. $; de asemenea unele paragrafe din L. Kaceanov [1] și D. Kutilin [1]. 
Pentru problemele de termoclasticitate, vezi B. Boley şi J. Weiner [1). Pentru probleme în 
care intervin cimpuri electromagnetice, vezi K. Belov [1]; W. Cady [1]; J. Nye [1]. 


A. Pipkin şi R. Rivlin [1] precum și R, Rivlin [2] au studiat chestiunea ecuaţiilor 
de stare în teoria neliniară, Pentru diferite prcblcme speciale, vezi articolele lui A. Akopian 
[1]; B. Coleman [1], [2]; B. Coleman şi W. Noll [1], [2]; S. Grigorian [1]; M. Gurtin [5]; 
J. Serrin [1]; A. Vakulenko [1]— pentru a nu cita decit o foarte mică parte. Mai amintim 
in fine lucrările fundamentale ale lui lord Kelvin [4]; J. Gibbs [1], [2]; E. şi F. Cosserat [1]; 
E, Jouguet [1]. 


e) Exemplul experienţei de tracţiune şi compresiune 


Pentru a clarifica noțiunile de mai sus în legătură cu mecanica mediului solid deformabil, 
să reluăm examinarea experienţei descrise în $ 0,2. 

Epruveta supusă întinderii este un sistem termodinamic neizolat, dar inchis, care pri- 
meşte lucru mecanic și o cantitate de căldură permițind menţinerea unei temperaturi constante. 
Pe porţiunea o < o,, procesul este cvasistatic. și reversibil; pentru a > 0,, el este numai 
pseudostatic şi ireversibil, 

Parametrii termodinamici ai problemei sint mărimile e, o, [, a căror cunoaştere 
echivalează cu cunoaşterea stării epruvetei. Ecuația de stare e dată de familia curbelor carac- 
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teristice pentru diferite valori ale lui 7. În general avem E = E(T). Presupunind pentru 
simplitate că 0, = 9,, avem peniru încărcare 


E(7)e pentru O sese,; 
o = 0, =E(ne, pentru e, sese,; (20) 
c(e, Ţ) pentru €,sz. 


(e, este delormaţia elastică maximă — corespunzătoare aici limitei de plasticitate; €, este 
acea valoare a delormaţiei dincolo de care începe fenomenul de ecruisaj,) 


Fig. 3.5.1 


Curba de descărcare este un segment de dreaptă de pantă E (T) ce trece prin punctele 
(24; 64) şi (ca, 0). Pentru e < e, deducem deci 


E(T) e dacă 0sess,; 
o =t0,+E(T)(e-—a,) dacă e,sess,; (21) 
a(.,T7)+ E(T)(c— e) pentru €,s e. 


Relaţiile (20), (21) sint ecuațiile de stare care permit ca, în diferite faze ale procesului, 
să reducem cei trei parametri termodinamici la două coordonale generalizate. 

Experimental se constată că la temperaturi mai mari, metarialul cedează mai ușor, 
aşadar E este o funcţie descrescătoare de 7, Se constată de asemenea că În cazul unei detor- 
mări de încărcare cvasistatice adiabatice (epruveta izolată termic), temperatura materialului 
scade ; pentru a se realiza o asemenea deformare în regim izotermic, este necesar aport de căl- 
dură 5). Vom vedea că aceste faple sint legate între ele. 

Să presupunem că epruveta de lungime 1 și de secțiune de arie D este solicitată de 
o forță care crește lent de la zero la X. Prin definiţie avem (vezi $ 0.2): 


s = XID, e=(1*—D0 , =l+le. (22) 


Forţei X + 8X li corespunde o lungime 1* + 31%, iar lucrul mecanic elementar necesar pentru 
a realiza această nouă alungire este 3L = (X + 8X)31* = X 3l*. Întrucit din (22) urmează 
le = 183, deducem 5l = Dlo3e, şi prin urmare lucrul mecanic elementar pe unitatea 
de volum este 

30 = ode. (23) 


5) În cazul unui proces care nu este pseudostalic, lucrurile nu se petrec așa, şi tempera- 
tura poate creşte mult, i 
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Lucrul mecanic total necesar pentru a aduce epruvela de la starea naturală (£g = 0) 
la starea finală (e = e,) este dat de integrala expresiei (23) între 0 şi e,, aşadar de suma 
dreptunghiurilor elementare de baze 8c și înălţimi o(c, T) pe figura 3.5.1; aceasta este deci 
aria cuprinsă între curba caracteristică, axa ce și verticala e = e. (Dacă c4f-0, se scade 
desigur aria corespunzătoare.) Prin urmare curba caracteristică poate [i privită ca o diagramă 
a lucrului mecanic (unitar) de încărcare. 

Mărimea 


30, = e3a (24) 


poartă numele de lucru mecanic elementar complementar (unitar). Pe porțiunea rectilinie de pantă 
E(T) a curbei caracteristice, acesta este egal cu lucrul mecanic elementar. 

Să presupunem acum că starea (0) este starea normală ; că starea (1) este caracterizată 
de o valoare £, și de ecuațiile (20),; iar o stare (2) este caracterizată de valoarea e, a defor- 
mației care se obține la descărcarea completă (aşadar pentru o = 0) pornind de la starea (1), 
şi de ecuațiile de stare (21). 

Fie de pildă că e, > €,. Din (21) deducem pentru o; = 0 valoarea 


Ca &3.— o(£,T)iE(T). (25 
Pentru procesul de incăreare avem deci din (20) și (23) 


WI) E 1 .2 Li 
| 20 = | ode = —E(T)e; + E(T)e,(e, — e,) să o (e, T)de, (26) 
(0) o 2 ce 


iar pentru procesul de descărcare, folosind (21) şi (23): 


12 & 1 1 
| 2e-| ade = — —E (7) (e, — eg? = — —[os(e,.DR:E£ (7). (27) 
“1 2 - - 


Dacă notăm cu G' punctul de abscisă e, şi cu G” punctul de abseisă «;, lucrul me- 
canic de încărcare se obține Insumind aria triunghiului OB e, (lucrul de încărcare elastic), 
aria dreptunghiului e, BDe, (lucrul deformaţiei de fluaj), şi aria trapezului curbiliniu e, DGG', 
Lucrul mecanic pe care corpul Îl cedează la descărcare este reprezentat de aria triunghiului 
G"GG', 

Pentru e = ez, corpul nu mai efectuează lucru mecanic : energia acumulată în procesul 
de deformatie nu s-a „pierdut”, dar o mare parle a ci nu mai poate [i recuperată sub formă 
de lucru mecanic. Integrala (27) reprezintă deci (cu semnul schimbat) energia liberă F a corpu- 
lui în starea (1), care coincide — după (19) — cu lucrul mecanic recuperabil (funcţie de stare !). 
Restul energiei furnizate în procesul de încărcare (lucrul mecanic (26), plus cantitatea de căldură 
necesară pentru menținerea temperaturii) reprezintă creșterea energiei legate 7 (5, — Sp) — (vezi 
(16)) ; valoarea ci permite calcularea creşterii entropiei în trecerea de la starea (0) la starea (1). 

În fond, o mare parte din lucrul mecanic de încărcare (26) a fost deci cheltuit nu pentra 
u acumula în epruvetă lucru mecanic, ci pentru a modifica proprietăţile fizice ale materia- 
lului acesteia — ccea ce se exprimă prin modificarea ecuaţiilor de stare îndată ce depășim 
limita e, . 
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Să ne mărginim acum la cazul €, S €,, în regim cvasistatic izotermic. Întrucit în acest 
caz este valabilă relaţia (19), urmează că dF = o de, şi deci 


& 
iti | a ds. (28) 
% 


Introducind aci prima relaţie (20) — identică cu prima relație (21) — obţinem 


1 E] 
Fi —Fp= — E(T) (e? — e3). (29 
2 
Din (17) deducem S = — 9F[aT (intrucit 5D nu depinde de T); cu aceasta (16) 
devine 
U = F — T(3FI3T), (30) 
şi prin urmare avem 
1 - 2 > 
U, —Uo = > LE(T) — TE" (T)] (ei — eo), (31) 


unde al doilea termen este deci aportul de căldură necesar pentru a menţine temperatura 
constantă. Întrucit E"(T7) < 0 pentru e, > eg, acest aport este într-adevăr pozitiv, 

Relaţiile de mai sus sint valabile pentru orice ep, e. 20. Alegind ep=0, a =, 
obţinem 


1 
U— VU, = —[ED-TE'()] e, FE —B(Ne. (32) 
2 


Prin urmare, într-un proces de încărcare cu tensiuni pozitive sub limita de proporționa- 
litate, avem U — Up > F — Fo, şi entropia creşte. La descărcare, dimpotrivă, entropia revine 
la valoarea sa inițială. (Evident, aceasta este cu putinţă numai pentru că epruveta nu consti- 
tuie un sistem izolat.) 

"Trebuie să remarcăm că în cazul unui proces de descărcare ce începe de la €, > e,» 
entropia nu revine la valoarea sa inițială : procesul nu este reversibil, şi deci variaţia entro- 
piei se datorește nu numai variaţiei cantității de căldură. 

Chiar dacă în procesul de descărcare deformația trece printr-o valoare e < 2, (vezi 
linia CCC" de pe fig. 3.5.1), entropia nu mai este egală cu cea corespunzătoare aceleiași 
valori e (şi T) la încărcare : într-adevăr, e și T sint coordonate generalizate, a căror cunoaş- 
tere epuizează cunoașterea stării corpului numai pentru o ecuație de stare dată ; or, ecuaţiile 
de stare corespunzătoare încărcării și descărcării, pe porțiuni diferite ale curbei caracteristice, 
sînt şi ele diferite. 

Dacă însă corpul trece a doua oară prin aceleași valori pentru e, o şi 7, atit energia 
cit și entropia trebuie desigur să revină la valorile iniţiale. Astfel, descărcind corpul pină 
la 6 = 0 pornind de la o valoare e, >, şi încărcindu-l apoi din nou phnă la revenirea 
la valorile e, 6, (notate acum sz, 33), obținem o buclă de hysteresis ale cărei capete definesc 
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un segment de pantă E(T). Întrucit avem e, = E, 0; = Gay trebuie să avem şi U, = Uj, 
$, = Sa. Întrucit curba de descărcare este situată sub cea de încărcare, rezultă că aria buclei 
de hysteresis măsoară lucrul mecanic pierdut în cursul acestui proces, care nu este un proces 
reversibil : drumurile de la starea (1) la (2) și apoi de la (2) la (3) = (1) nu pot fi parcurse 
trecind prin aceleași stări intermediare. Din relația (12) deducem 


(3) 
| 3(0)/T<5,—S=0. (33) 


4) 


Întrucit T = const., urmează 3Q < 0, astfel că în cursul acestui proces, corpul cedează căldură . 

Bucla de hysteresis oferă deci un exemplu simplu de degradare a energiei: energia 
râămine constantă, dar o parte a lucrului mecanic cheltuit pentru realizarea acestui ciclu se 
transformă în căldură, cedată exteriorului. Ţinind seama de valoarea echivalentului mecanic 
al căldurii, aria buclei de hysteresis permite calcularea acestei cantităţi de căldură în calorii. 


$ 6. POTENȚIALUL ELASTIC 


În paragratul precedent am prezentat cazuri simple în care există 
o funcție de stare a cărei diferențială totală este lucrul mecanic elementar 
(vezi (5.18), (5.19)). În asttel de cazuri, luerul mecanic de încărcare nu 
depinde de drumul de deformare, şi este în întregime recuperat la descăr- 


care. Să stabilim legătura dintre aceste rezultate şi problema comportării 
corpului elastic. 


a) Lucrul mecanic de deformație 


Fie că starea corpului elastic, caracterizată de mărimile u,, £;, o 
la o temperatură T, este determinată de aplicarea unor forţe de volum F 
şi a unor forţe superficiale f. Procesul evasistatie ducînd de la starea nor- 
mală la starea de echilibru elastice deformat poate fi descompus într-o 
succesiune de treceri de la o stare de echilibru la altă stare apropiată, co- 
respunzătoare unor forțe F + 3F, f + 3f care produc deplasări, defor- 
maţii şi tensiuni u, + 6u,, ey + Gey, oy + 3oy.(Subliniem că aci 3 nu este 
un simbol de diferenţiere, ci reprezintă numai variaţii elementare ale mă- 
rimilor considerate în procesul de încărcare.) În cazul stării elastice, ace- 
leași relaţii rămîn valabile și pentru descărcare. În particular, deplasarea, 
du poartă numele de deplasare (elemntară) virtuală, întrucît ea nu cores- 
punde cu necesitate unei deplasări reale în corp. 


Dat fiind un domeniu 7'C 7, de frontieră S', să evaluăm lucrul 
mecanic elementar virtual 3L' al tuturor forțelor exterioare în raport cu 7" 


(forţele de volum, și tensiunile pe frontiera S") cheltuit în trecerea de la 
starea u la starea u + du. 
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Mărginindu-ne la cazul liniarității geometrice (nu neapărat şi fizice), 
vom raporta toate cantităţile la coordonatele iniţiale, și vom integra pe 
domeniul nedeformat. Obţinem astfel 


3L = ) (e, + 36,)-3ud8+ e + 3P)-dudV 


Fe dd pad 


sau încă, neglijind termenii de ordin superior : 


i. = „du d8 F-5udV. 
joc mas rau a) 


(Amintim că în definiția lucrului mecanice intervine produsul scalar al 
forţei cu deplasarea finală a punctului ei de aplicaţie, astfel că modul în 
care variază %u în timp nu ne interesează.) 
Dimensiunea acestui lucru elementar este desigur [5.']= FL. 
Introducînd (2.3.3) în (1) şi utilizînd formula lui Gauss —Ostrogradsli 
(7.2.9), obţinem 


AL! = $| c;;n;du, 48 + (|| Fu dV = | [(s:;;8u,),, + Fu, AV = 


' pet + 
” (| (aus + P)duăY + ÎN ou(3u)aV (2) 
, , 


de unde, în virtutea ecuaţiilor statice (2,4.10): 


3L' = ÎN cu (8u,) ;4Y. (3) 
pr 
Vom nota 
5P = cu(8u)y, (4) 


astfel că 30 are semnificaţia unui lucru mecanie elementar virtual unitar 
al forțelor exterioare, pe deplasările virtuale elementare corespunzătoare. 
Evident, [50] = FL 2. 

Datorită liniarităţii geometrice, avem desigur z;;(u -+- du)= cy(u) + 
+ cu(8u), de unde urmează 


ds: = ey(du) = ȘI [(8u,).; + (9u,)..]- (5) 
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Întrucît o; = i, obţinem din (4) şi (5) expresia (compară cu 
(5.23)) : 


Sp = 0; de, (6) 
asttel că lucrul mecanic elementar virtual căutat este 
L' = ÎȘf au 3eu dV. (7) 
rr 


Lucrul mecanic 90 este deci egal cu produsul contractat al tenso- 
rului tensiune cu tensorul variației deformaţiei. Din această cauză, el 
poartă şi numele de lucru mecanic elementar virtual unitar al tensiunii 
în câmpul variațiilor deformaţiei, sau încă, pe scurt, lucru (mecanic) 
elementar de deformație. 


OBSERVAȚIE Rezultatul poate fi extins şi la cazul deformației geometric neliniare, şi 
ia cel al deformației plastice, 


Compararea relaţiilor (1) şi (7) este sugestivă. 

Subliniem că 50 nu conține variaţia 3T. Nu avem nici un motiv 
să presupunem că 30 ar fi o diferenţială totală: într-adevăr, absenţa, 
termenului în 5 arată că în acest caz din (5.6) ar trebui să urmeze 
do,|aT = 0, ceea ce în general este fals. Din această cauză nu putem încă 
vorbi despre lucrul mecanic de deformațţie, ci numai despre lucrul mecanic 
elementar de detormaţie, subiînţelegînd caracterul elementar al deformaţiei. 

Simbolul 3% este definit de membrul al doilea din (6) şi această ex- 
presie a lucrului de încărcare rămîne valabilă pentru orice stare a corpului 
(inclusiv starea elasto-plastică). 

Expresia duală lui (6): 

30, = €£jj 30; (8) 


nu are deocamdată nici un sens fizic. Întrucit însă este evident că 
5% -- 30, = d(o;; £ij), (9) 


unde a;; și £;, sînt priviţi ca parametri independenţi, vom spune că mărimea 50, definită 
pe (8) este ?ucrul mecanic elementar complementar de deformație. (Compară cu (5.24).) 


b) Energia elastică 


Să reducem acum numărul de parametri, presupunînd că există 
relaţii 
6, = Sl Th în Îh,k=1,2,3, (10) 


ceea ce repetă (1.1) — argumentul a fiind subînţeles — şi corespunde 
ipotezelor dependenţei locale, elasticităţii ideale şi liniarităţii geometrice. 
Acestea sînt deci ecuațiile de stare, valabile numai îutre anumite limite, 
şi permițind considerarea a numai 7? coordonate generalizate. (Dacă 
relaţia (1.3) nu este verificată, această reducere a numărului parametrilor 
nu e posibilă.) Spre deosebire de relaţia (6), raționamentele ce urmează 
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sînt deci valabile numai în cazul unui proces de deformaţie elastică (cu 
liniaritate geometrică). Ne vom limita la procesele cvasistatice (cazul 
dinamic va putea fi studiat ulterior, făcind uz de principiul lui d'Alem- 
bert), și vom presupune că nu există cimpuri electromagnetice de 
natură să influenţeze parametrii mecanici. 

Introducînd (6) în (5.15) și (5.17), obținem primul principiu al ter- 
modinamicii pentru procese de deformaţie elastică cvasistatică (deci rever- 
sibilă) sub formele echivalente 


dU == Cyd RE T d$, AF — 6 dz, —SdT, (11) 


unde există numai 7 variabile independente, astfel că termenii pentru 
i = apar cu coeficientul 1, iar ceilalți, cu coeficientul 2. 

Prezintă adesea avantaj să considerăm ca argumente toate cele 
nouă componente ale deformaţiei. Pent:u aceasta, dată fiind de exemplu 


o funcţie G(e;), i<j, vom delini o prelungire a ei G(e.) (pentru î,j = 
= 1,2,3) supusă condiţiilo: 


G(=;;) =G(eu), 30 /âe;, — 96], . (12) 


Vom folosi accentul circonilex pentru a indica prezenţa a 9 argu- 
mente (renunţind ulterior la această convenția, cînd numărul argumen- 
telor rezultă din formule, sau e indiferent). Vom proceda analog şi pen- 
tru funcţii de componentele tensiunii. 

În felul acesta găsim 


3GJas,, = 38lâ«,,, 33 


A A 1 . Ș (13) 
dădea = dâ]de, = 2 d0]dey iki. 


Pentru un proces elastic cvasistatie, avem mai întii din (11): 
— 1 sudură 
0, = 0U]de,, îi=j; cs, = a” 90 Pap î=£j; T = 0U/95, 
și relaţii similare pentru funcția F. Ţinind seama de (13), putem serie 


Gu = GU/âey, T= 80/85, — 


um 0Flday, S m—9FJaT. 


Întrucit 3 nu este o diferențială totală, atît lucrul mecanic cît 
şi cantitatea de căldură absorbită de corp depind în general de istoricul 
procesului. Din (5.18), (5.19) — sau din (11) — urmează că, pentru ca 
30 să fie, într-un anumit punct, o diferenţială totală, este suficient ca 
procesul să se desfăşoare adiabatic sau izotermic în acel punct, În aceste 
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două cazuri-limită există deci cite o funcţie de stare, a cărei diferențială 
totală este 30: anume, avem 


D= U(ca: Ex So), (15) 
O, = F (ex: Ea To), (16) 


unde S, respectiv T sînt valorile constante ale entropiei, respectiv 
ale temperaturii, la care se desfăşoară procesul. 

Primul caz este cel al proceselor suficient de rapide pentru ca schim- 
bul de căldură să nu fie posibil (de pildă cazul vibraţiilor elastice, cind 
3K = 80 = 0 pe un cielu). Al doilea caz este cel al proceselor cvasistatice, 
cind există timp suficient pentru absorbţie sau degajare de căldură, astiel 
ca temperatura să rămină constantă, 

În ambele cazuri există deci — la regimul S=S, sau T=T,—o0 
funcţie de stare O, denumită energie potențială unitară de deformație 
elastică, sau, pe scurt, potențial elastic, sau încă energie elastică. Dimensiu- 
nea ei este [P]=FL-2?. 

Ca stare-reper se alege (ca şi în $2), starea în care atit deformaţiile 
cît şi tensiunile sînt nule, la o anumită temperatură T = Tg. 


Aparent, orice proces de deformaţie necesită cheltuire de lucru mecanic; așadar, dacă 
considerăm că în starea naturală , = 0, în orice stare diferită de aceasta urmează P > 0. 
În fapt insă, pot exista procese izotermice în cursul cărora corpul primește din mediul ambiant 
lucru mecanic și căldură. Pentru atingerea unei anumite stări este deci cu putinţa ca pentru 
3Q > 0 să avem 3b < 0. În cele ce urmează, ne vom limita însă la cazurile în care detor- 
maţia se face cu cheliuire de lucru mecanic, astfel că pentru orice stare diferită de cea natu- 
rală, vom presupune P >0. 


c) Corpuri elastice şi corpuri hiperelastice 


Corpurile pentru eare sint satisfăcute relaţiile (1.1) — (1.3) sint 
corpurile elastice. Corpurile elastice pentru care — în condiţii date — există 
un potenţial elastic, se numesc hiper-elastice. 


În cazul unidimensional de la finele $ 5, distincţia nu are sens: lucrul elementar 5P 
este diferenţiala arici definite de curba caracteristică, axa e, şi verticala corespunzătoare. 
Dimpotrivă, în cazul a 6 sau 7 variabile independente, cind sînt deci posibile diferite drumuri 
din starea naturală într-o anumită stare finală, această deosebire este esenţială ; condiţia (1.3) 
asigură numai corespondența biunivocă între tensiuni și deformaţii, nu însă și reversibilitatea 
procesului ca proces termodinamic, inclusiv posibilitatea de a recupera după descărcare Întreg 
lucrul mecanic cheltuit la încărcare. 


Prin urmare, în cazul deformaţiei elastiee, putem alege drept 
coordonate generalizate mărimile «£,;, T sau mărimile o,;, 7. Defor- 
maţia elastică este reversibilă, sint deci posibile cicluri (drumuri în- 
chise) în spaţiul parametrilor z,;, o, T — aşadar procese cu revenire 
la valoarea inițială a energiei şi entropiei. Aceste cicluri pot îi reprezentate 
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tot ca cicluri in spaţiul figurativ al coordonatelor generalizate alese. Sensul 
de parcurs pe orice drum (închis sau deschis) este indiferent. 

Dacă procesul de descărcare se destăşoară pe același drum cu cel de 
încărcare, atunci variaţia lucrului mecanic pe întregul ciclu este nulă. 
În general însă, pentru procese de descărcare pe alt drum decît cel de 
încărcare avem, în virtutea primului principiu al termodinamicii şi a 
faptului că 30 nu este o diferenţială totală: 


30 si 483 pa0po. (47) 


Aci este posibilă atit transformarea unei părți din lucrul mecanic 
în căldură, cât şi procesul invers, de transformare a căldurii în lucru mecanic 
(spre deosebire de cazul gazelor, deocamdată cel puţin fără utilitate 
practică). 

Odată cu depăşirea limitei de valabilitate a relaţiilor (1.1)—(1.3), 
reducerea la numai 7 coordonate generalizate nu mai este posibilă, defor- 
mația nu mai este reversibilă, drumurile din spaţiul parametrilor e,,, 
6, Î nu mai pot fi parcurse în orice sens, şi orice drum închis în spaţiul 
celor 7 coordonate «, T sau o, 7 e inevitabil însoțit de creșterea entro- 
piei, aşadar de scăderea energiei libere, de transformarea unei părţi din 
lucrul mecanic de încărcare, în căldură (disipația energiei). 

În cazul deformaţiei hiperelastice în schimb, existența funcţiei de 
stare O arată că pentru orice ciclu avem, mai particular decit (17): 


i, 30 = Ș, 30 =0, (18) 


şi procesul poale fi descris wumai în lermeni mecanici, desigur identici 
pentru încărcare și descărcare. 

Ca şi starea elastică, starea hiperelastică depinde atit de material, 
cit și de condiţiile procesului de deformaţie. 

Unele rezultate importante ale teoriei elasticităţii sînt valabile 
pentru corpuri în stare elastică ; totuși, în forma ei actuală, leoria elastici- 
(ății este încă o teorie a corpurilor în stare hiperelastică. 


OBsERvAŢIE, Se cer a fi menționate aci și cazurile de relaţii mai generale intre factorii 
geometrici şi cei statici (sau dinamici). Notăm asttel importanţa corpurilor hipoelastice (carac- 
terizate de o dependenţă biunivocă între variațiile tensiunii şi detormației în fiecare moment), 
precum și a corpurilor anelaslice (pentru care deftormaţiile sint reversibile și legate liniar de 
tensiuni, dar în care, datorită prezenţei factorului timp, corespondența dintre tensiuni și 
deformaţii nu este biunivocă). Indicaţii bibliografice pentru astfel de tipuri de corpuri vor 
fi date în $ 4.1. 


Existenţa potențialului O permite scrierea efectivă a relaţiilor (10) 
sub forma sub care ele rezultă din (14). Întrucit O, = 0, urmează că 
şi relaţiile fizice (10) diferă de la un caz la celălalt, Chestiunea a fost 
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abordată experimental de lord Kelvin [2] (retipărit în [4], vol. 3). Vezi 
și UL. Brillouin [2]; A. Love [1], $65, nota 3. 

Dacă procesul nu e nici adiabatie, nici izotermie în fiecare punct, 
nu se poate afirma existența potenţialului elastic. Dacă însă variațiile de 
temperatură şi entropie au o contribuţie mică în raport cu termenul 50, 
se admite existența potenţialului chiar dacă condiţiile de integrabilitate 
ale formei 30 nu sint riguros îndeplinite. De asemenea, atunci cînd ter- 
menul TSe mic în raport cu U, se admite F =U, identificindu-se po- 
tențialul adiabatic cu cel izotermic și admiţindu-se că fenomenul nu de- 
pinde de factorii termici. Spre deosebire de cazul gazelor, în cazul defor- 
mării corpurilor solide ordinul de mărime al erorii astfel comise nu de- 
păşeşte 1%. 

Dacă însă procesul de deformaţie nu este cvasistatic, sau nu are 
caracter adiabatic ori izotermie, fiind însoţit de aporturi importante de 
căldură sau de schimbări mari de temperatură, problema nu mai poate 
îi studiată în termeni pur mecanici, ci trebuie abordată ca o veritabilă pro- 
blemă de termodinamică. 


d) Notă istorică 


Ideea considerării potenţialului elastice aparține lui G. Green [1] (vezi și A. Clebsch 
şi B. de Saint-Venant [1], notă finală la $ 16). Primul care a folosit mijloacele termodina- 
micii pentru a dovedi existența unei funcţii de stare O a fost Kelvin [2]. Este semnificativ 
faptul că Kirchofi, unul din creatorii termodinamicii, dar mecanicist convins, construiește 
potenţialul 9 pe o cale pur formală, pornind de la postularea dependenţei liniare Intre tensiuni 
şi deformaţii (vezi G. Kirchofi [3], $ 11.7; vezi şi A, Clebsch și B. de Saint-Venant [1], 
pag. 61). Elaborarea amănunţită a problemelor termodinamicii deformaţiei incepe în fapt cu 
J]. Gibbs [1], [2] — şi este încă departe de o soluţie definitivă. 


$ 7. CORPURI HIPERELASTICE 


a) Formulele lui Green 


În cele ce urmează, ne vom limita la cazul în care există un poten- 
țial O care depinde numai de componentele deformaţiei și de punct: 


D= Dep. Ca2, Ess Ciev C2a> Eni Ze Pay T3). (1) 


Acesta se numeşte potențialul lui Green. Forma obținută subliniază 
caracterul reversibil al deformaţiei şi implică ipoteza dependenţei locale. 
caii dă Utilizind (6.12), (6.13) şi introducînd (1) în (6.14), obținem formulele 
ui Green: 


G,, = 90/de,; (2) 
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sau încă 


Gu = 90/83, cj = 90/de,, (î=£)j). (3) 


| 


Formulele lui Green dau deci conţinutul legii fizice (1.1) pentru 
corpuri hiperelastice, în teoria deformaţiei liniare. (Relaţii similare se 
obţin în teoria deformaţiei neliniare : vezi A. Green şi J. Adkins [1]; 
V. Novojilov [1], (3].) 

Întrucît O este funcţie de cele 6 componente ale detformaţiei, avem 
în, fiecare punct (aşa dar pentru 7, = const.): 


dO = (90/8s,)de,,, îsi; (4) 


condiţia îi<j arată că aci apar numai diferenţialele celer 6 variabile 
independente. 'Ţinind seama de (6.13) și (2), obţinem 


19=:6, Bia (5) 


unde suma se face pentru toate valorile ș, j. Obţinem astfel din nou ex- 
presia (6.6), de data aceasta însă pentru o funcţie de stare O. 

Din (5) se deduc uşor relaţiile (2) — sau (3) — mărimile o, fiind 
pur și simplu coeficienţii diferențialelor de,,. 

Întrucît cunoașterea componentelor e, este echivalentă cu cea a 
invarianţilor detformaţiei şi a poziţiei axelor principale (vezi finele $ 1.8), 
putem pune (1) sub forma6) 


P=O0(E, E, Ex; Ve Vas Vai ao Mas Ca) (6) 


valabilă pentru o temperatură sau o entropie constantă. Dacă funcţia 
(6) nu depinde explicit de coordonatele z,, corpul este omogen (din punct 
de vedere elastic); dacă ea nu depinde explicit de unghiurile vy,, el este 
izotrop. 


b) Constantele elastice 


Legea (3) ia forme diferite după natura funcţiei O. Ne putem da 
astfel de funcţii sub formă de serii de puteri ale componentelor e,, con- 
centrînd deci eventualele proprietăţi de neomogenitate în coeficienţii 
seriilor. Evident, o astfel de dezvoltare nu poate conţine termeni cu expo- 
nenţi negativi (care ar conduce la energii infinite pentru deformaţii 
infinit mici); luînd Î, = 0 în starea naturală, urmează că nu pot apare 
nici termeni liberi ; în fine, dacă nu există tensiuni iniţiale, din (3) con- 
chidem că aci nu pot apare nici termeni liniari 7). 


6) În genere, păstrăm același simbol pentru potențialul lui Green, oricare ar [i varia- 
bilele ce intervin explicit în expresia sa. Semnul A nu va fi nici el folosit, cind nu există 


risc de confuzie. 
?) În caz contrar, funcţia P trebuie construită altfel (vezi de ex. H. Poincare [1], cap. 2; 


M. Biot [4], cap. 2 şi 5). 
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Dezvoltarea în serie începe deci cu termeni patratici, cărora le cores- 
pund în expresiile tensiunilor termeni liniari. Coeticienţii care înmulțese 
diverşii termeni patratici, cubici ete., se numesc — ca şi în $2 — coefi- 
cienți de rigiditate elastici (pentru un corp omogen : constante elastice). 
Nu are rost să vorbim despre coeficienţi hiperelastici — distincţia este 
evidentă. 

Se vede imediat că există 21 coeticienți ai termenilor patratici, 56 
ai celor cubici etc. Ca şi în $2, determinarea acestor coeficienţi echivalează 
cu cunoaşterea deplină a proprietăţilor materialului din punctul de vedere 
al teoriei elasticităţii. 

Dacă W este o funcţie patratică, problema este cu liniaritate fizică. 


Să ne limităm acum la cazul unui corp hiperelastie cu liniaritate 
fizică ; relaţiile ce se obţin trebuie să constituie deci cazuri particulare ale 
celor din $$2 și 3. 

Întrucit există 21 termeni patratici în O, rezultă că în cazul hiper- 
elasticităţii cei 36 coeficienţi e din (2.1) nu pot fi independenţi. Într- 
adevăr, din (6.6) — care ia acum forma (5) — rezultă că 


Oc dem = dou|de,,s 
astfel că, introducind aci (2.1), obținem 
cj = cij. (7) 


Aceste relaţii reduc numărul de coeficienţi exact la 21. 
Pentru coeficienții de detormabilitate avem, analog cu (7): 


(= Că. (8) 


Întrucit starea hiperelastică depinde nu numai de material, ci şi 
de condiţiile procesului de deformare, este evident că pentru acelaşi ma- 
terial, condiţiile (7), (8) pot fi uneori satisfăcute şi alteori nu. 


OBseavAȚIA 1. Presupunind că forţele de interacțiune sint forţe centrale şi că parti- 
culele se deplasează analog punctelor unui mediu continuu, A. Cauchy [6] a obținut relaţii 
de dependență care reduc numărul coeficienţilor elastici la numai 15 în cazul general. În 
jurul acestei teorii, numită rariconstantă (a constantelor rarefiate), s-au purtat în secolul trecut 
discuţii înverșunate. Astfel, Saint-Venant a susţinut — cu anumite rezerve — punctul de vedere 
al lui Cauchy (vezi A. Clebsch şi B. de Saint-Venant [1], notă finală la $ 16), în timp ce 
Green se situa pe poziţia teoriei multiconstante (a celor 21 coeficienți). 

Teoria rariconstantă a fost infirmată de datele experimentale. Într-adevăr, în cazul 
unui corp izotrop, ea conduce la egalitatea A =, de unde din (4.7) ar urma v = 0,25. 
Or, se constată că acest coeficient oscilează intre limite destul de largi, şi destul de depărtate 
de această valoare (vezi finele $ 4). Rămine totuși de cercetat dacă există condiții speciale în 
care relaţiile suplimentare ale lui Cauchy sint valabile. Pentru unele detalii, vezi L. Bril- 


louin [3], $ 10.9; A. Love [1], anexa B; W. Voigt [2], $ 278; mai recent problema a fost 
reluată de 1. Stakgold [1]. 
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c) Teoria liniară. Formulele lui Castigliano 


În condiţiile teoriei liniare, existența potenţialului lui Green este 
asigurată numai în virtutea condițiilor (7) — şi desigur și (2.2). În acest 
caz, forma 30 se integrează uşor. Anume, întrucît O este acum o funcție 
Liiga şi omogenă de «,, teorema lui Euler asupra funcţiilor omo- 
gene dă 


(20/82,,) 4, = 20, i <j, (9) 
(unde i <j, întrucît avem 6 variabile). Utilizind (6.13), obținem 
(30/3«,) e, = 20, (10) 
(condiţia i <j a dispărut), şi deci, folosind formulela (2) : 
20 = ce: (11) 


Prin urmare, în cazul teoriei liniare pentru corpuri hiper-elastice, 
în locul relaţiei diferenţiale (5) obținem forma întreagă (11). Introducind 
aci (2.1), respectiv (2.4), căpătăm încă și 


20 = 03 cuci (12) 
20 = Oi o, 9 (13) 
relaţii care dau expresia potențialului elastic ca funcție patratică şi omo- 


genă de componentele deformaţiei, respectiv tensiurii. (Întrucit i, j = 
= 1,2, 3, derivatele cantităților din (11)—(13) se calculează pent:u 


funcţia O.) 

În formula (11) există — spre deosebire de (6.6) şi chiar de (5) — 
deplină simetrie în ce privește rolul tensiunii și deformaţiei. Aceeași teo- 
remă a lui Euler dă, analog cu (9) şi folosind din nou (6.13): 


20 = (30/9,)s,, = (90/96) cu, (14) 
de unde, prin comparaţie cu (11), urmează formulele îmi Castigliano 
cp = 382 au, (15) 


duale formulelor lui Green (2). 
Scriind acum 50 = dO sub forma (compară cu (4)): 


d9 = (90/de,)deu, îsi, (16) 
căpătăm cu ajutorul formulelor (15): 
AP = e, day; (17) 


așadar tocmai lucrul complementar (6.8), pentru cazul particular al corpu- 
lui hiperelastic în teoria liniară. În acest caz, avem deci 


30 = 30, = do. (18) 
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Atit formulele lui Green cit şi cele ale lui Castigliano se pot obține 
prin derivare din (11) — sau din (12) şi (13) — ţinind seama că între 
mărimile o, e, există relaţiile (2.1), (2.4). Privite împreună, aceste 
formule alcătuiesc un sistem de „ecuaţii canonice” ce aminteşte ca aspect 
şi semnificație de ecuaţiile lui Hamilton. 


OnsenvAŢiIA 2. Forma (6.6) a lucrului mecanic elementar este valabilă pentru orice 
proces de deformaţie (cu liniaritate geometrică, dar susceptibilă de generalizare la cazul geo- 
metric neliniar) ; forma (5) precum şi formulele lui Green (2), sint valabile (tot în cadrul linia- 
rităţii geometrice) pentru un proces de deformaţie hiperelastie, dar altfel oarecare; forma (17) 
şi formulele lui Castigliano (15) sint Insă valabile numai in cadrul teoriei corpului hiperelastic 
cu liniaritale atit geometrică, cit și fizică. 

OnsERvAȚIA 3. Condiţia de natură fizică O > 0 (vezi $ 6, pag. Lil) impune anumite 
condiții coeficienţilor ri . Într-adevăr, aceasta revine la a afirma că forma patratică O trebuie 
să fie poziliv definită. Condiţia necesară și suficientă pentru aceasta este dată de criteriul lui 
Sylvester (vezi de exemplu V. Smirnov [2], volumul 3, partea l-a, pet. 36): minorii dia- 
gonali ai matricii coeficienţilor formei (12) (sau (13)) trebuie să fie pozitivi, de unde rezultă 
anumite inegalităţi care trebuie satisfăcute de coeticienții elastici. În teoria neliniară, chestiunea 
este studiată de C. Truesdell şi R. Toupin [2]. 


Ca şi în cazul general, existenţa potenţialului elastic în cazul unor 
corpuri cu anumite proprietăţi de simetrie elastică trebuie să ducă la 
micşorarea numărului coeficienţilor corespunzători. 

Pentru corpurile hiperelastice anizotrope liniare, numărul coefi- 
cienţilor de rigiditate variază între 21 (cristale din sistemul triclinic) şi 
3 (sistemul cubic). 

În cazul unui corp cu un plan de simetrie, relaţiile (3.6) se reduc la 
8 condiţii distinete şi numărul de coeficienți independenţi este 21 —3 —13. 

Pentru corpuri ortotrope, relaţiile (3.7) dau 4 condiţii distincte, şi 
coeficienţii independenţi rămîn în număr de 21—8—4 =9. 

n fine, pentru corpuri elastice izolrope, relaţiile (3.19) arată că 
condițiile (7) sint automat satisfăcute: prin urmare, în cadrul teoriei 
liniare, orice corp elastic izotrop este şi hiperelastie. Pentru astfel de corpuri, 
distincția dintre corpuri elastice și hiperelastice nu are deci sens. În acest 
cadru, vom vorbi deci pe viitor numai despre corpuri elastice (izotrope). 

OBsrnvAaȚia 4. Condiţiile din $ 6 sint condiţii suficiente, dar nu şi necesare, de hiper- 
elasticitate. Totuși, cele arată că dacă procesul de deformaţie nu se desfăşoară nici adiabatic, 


nici izotermic, este de așteptat că starea elastică a corpului, în condițiile date, să nu poată 
fi privită ca liniară şi izotropă. 


d) Potențialul elastic al corpurilor izotrope 
Potenţialul elastice al corpuritor izotrope cu liniaritate geometrică 
şi fizică se va nota în general cu W. Expresia sa se obține introducind 
(3.19) în (12) sau (3.18) în (11), de unde: 
2W = 202 + 2ue?,, (19) 
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ceea ce — ținind seama de (1.5.11) — se pune uşor sub forma 


2W = (A + 2p) E? — 4uB,. (20) 


După cum era de așteptat, W (formă patratică) nu depinde de E,. 
Introducind relaţiile (4.18) în (11), obţinem și 


ED a AR 
2W == AX 2 21 
F; + (21) 


—— oi, 
B 


Este vizibil că dacă introducem (19) în formulele lui Green (2) san 
(21) în formulele lui Castigliano (15), obţinem din non legea lui Hooke 
sub forma (3.18), respectiv (1.18). (Întrucît în (19), (21) avem î,j — 


= 1,2,3, e limpede că W trebuie înțeles ca W.) 
Prezintă interes scrierea potenţialului elastic cu ajutorul legii lui 
Hooke sub forma (4.28). Pentru aceasta, să remarcăm că 


02 = 3(ei, + 832 + 633) — (Ex — Ess)? — (22 — £as)? — (Sas — Em)2. (22) 
9 
Întrucât din (4.15) avem A = k — 3 b Şi întrucit din (4.23) urmează 


desigur E — 22 = ua — €aas Exa = Cup, Şi încă patru relații similare, ex- 
presia (19) devine: 


W = WWW, (23) 


unde W* depinde numai de deformația de volum, iar W* numai de cea 
de formă: 


AR, 
2 
1 (24) 
W'm SI [(Ca4-— 622)? -+ (exa— 633)? + (Cs — ea)? + Geâz ++ Geza + Gesu]. 


'Ținînd seama în (24) de relaţiile (4.28), obţinem şi 


W0= (1 [18k)6:, 


(25) 
We = (1/12u)[ (ss — 822)? + (822 — 855)? + (833 — 8)? + 6sie + Gsâs + 68i,]. 
Astfel de expresii sînt deosebit de importante în teoria plasticităţii 
(vezi şi $4, pag. 94). 
Pentru a găsi condiţiile necesare și suficiente pentru ca W să fie 
o formă pozitiv-definită, să considerăm matricea corespunzătoare a coefi- 
cienţilor 
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li) 
= 
- 
[ai 
12 
we 
% 
n 
= 
LE) 
m 
1 
[7] 
N 
u 
> 


eu A ++ 2u A Ă o o 0 
Ca A 2 + 2u A 0 0 0 
Es A A A+ 0 0 0 
esa 0 0 0 4u 0 0 
Pi 0 0 0 0 44 0 
i 0 0 0 0 0 Au. 


(unde coeficientul 4u apare datorită faptului că în (19) indicii î, j iau 
toate valorile 1, 2, 3). Minorii diagonali succesivi au valorile : 


A = A+ 2 Ag = 4ul(A tu), Ay= 12? +85, 
A, = Aa, As = Apa, As = Au A. 


Toţi acești minori sînt pozitivi, dacă şi numai dacă 


| 


u>0, A+ zu >0. (26) 


Or, din (4.15) şi (4.17) urmează că condiţia (26) este întotdeauna 
satisfăcută, — astfel că potenţialul elastice W este o formă patratică 
pozitiv-detinită. Acest fapt va juca în cele ce urmează un rol esenţial 
(vezi $4.5). 

Cazul unui corp hiperelastic izotrop, dar eventual cu neliniaritate fizică, se poate obţine 
considerind că potențialul lui Green (6) este independent de unghiurile ţ,: 


D= O(E,, Ex, Ex; Tu a 23). (27) 


Dezvoltind în serie această funcţie, deducem că există numai doi termeni palratici : 
E? şi Ea; trei termeni cubici: E3, E,E3, Es; ş-a.m.d. De aci rezultă din nou că un corp 
hiperelastic izotrop poate îi caracterizat — în cadrul teoriei liniare — prin numai doi coeficienți 
elastici. Introducind expresia potențialului patratie W în formulele lui Green (3), regăsim 
legea lui Hooke (3.18) pentru corpuri izotrope. 

Reţinind în P și termeni de grad superior, obținem legi neliniare fizic pentru corpuri 
izotrope hiperelastice. 

Toate cele de mai sus rămîn valabile pentru corpuri neomogene, 
determinarea efectivă a coeficienţilor elastici fiind însă considerabil 
îngreunată. 

În cele ce urmează, ne vom limita la cazul teoriei liniare a corpurilor 
omogene și îzolrope. Ori de cite ori va fi vorba de un cadru mai general, 
vom specifica aceasta. 


CAPITOLUL 4 


SISTEMUL COMPLET DE ECUAŢII AL TEORIEI 
ELASTICITĂȚII LINIARE 


$1. ECUAȚIILE TEORIEI ELASTICITĂŢII 


a) Ecuațiile elasto-stalicii liniare 


Pină aci am examinat comportarea corpului elastic din trei puncte 
de vedere diferite, ceea ce a condus la a considera 3 componente ale de- 
plasării, 6 componente ale deformaţiei și 6 componente ale tensiunii. 
Aceste funcţii sint legate prin 6 ecuaţii geometrice, 3 ecuaţii statice, şi 
6 ecuaţii fizice. În total, dispunem acum de 15 ecuaţii pentru 15 funcții 
necunoscute. 

În cele ce urmează, ne vom limita la studiul deformației liniare 
crasi-statice a corpurilor hiperelastice alcă!uite din materiale omogene și 
izotrope care se supun legii lui Hooke, așadar la ceea ce se numeşte curent 
elasto-statica liniară. (Vezi în partea a doua a paragrafului indicaţii asupra 
unor probleme cu caracter mai general. Vezi de asemenea $ 0.4, pag. 30-31.) 

Avem deci de a face cu cantităţile w,, =, o, raportate la coor- 
donatele inițiale și legate prin ecuaţiile 


1 
3 = 3 (4 + d (1) 
Si -p F, = 0, (2) 
a: a e; Ea (3) 
sau încă, în loc de (3): 
5, se 0; Guy (4) 


(ceea ce include și cazul corpurilor anizotrope şi neomogene, în teorie 
liniară). Condiţiile la limită vor fi prezentate ulterior (vezi $2). 

Sistemul (1)—(3) se numeşte sistemul complet de ecuaţii ale teoriei 
elasticității (statice şi liniare). (Vezi $5, pag. 139.) Acesta este un sistem de 
ecuaţii cu derivate parțiale, liniar, de primul ordin, cu coeficienţi constanți 
pe lingă termenii diferenţiali. Relaţiile (1) şi (3) sint omogene. 


OBSERVAȚIA 1. Structura acestui sistem este foarte apropiată de cea a sistemului ecua- 
ţiilor descriind mişcările lente ale unui fluid viscos (vezi de ex. C. Iacob [5], Ș$ 4.21 —4.33). 
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OBSERVAȚIA 2. Sistemul (1)—(3) poale fi studiat cu ajutorul mijloacelor analizei tenso- 
riale, tehnică folosită sistematic pentru prima oară de câtre L. Brillouin [3] şi F. Murnaghan 
[1], [2]. Vezi şi V. Bloch [2); A. Green și W. Zerna [1] (cap. 1 şi 2 pentru relaţiile gene- 
rale și toată cartea pentru utilizarea lor); M. Haimovici [1], capitolul 1; N. Kilcevski [2]; 
N. Kocin [1], capitolele 3 și 4; lu. Krutkov [î]; A. Lurie (4), capitolul 1; W. Prager [2]; 
1. Sneddon şi D. Berry [1], partea A; o expunere modernă a aparatului matematic de folosit 
este dată de J. Ericksen [1], iar aplicaţii profunde sint prezentate de C. Truesdell şi R. 
Toupin [1] şi C. Truesdell şi W. Noll [1]. 


Aceste metode sint cu deosebire utile in problemele neliniare, și în probleme In care 
însăși configurația corpului impune folosirea altor coordonate decit cele carteziene ortogonale. 
Dar nu trebuie uitat niciodată că în definitiv atenţia trebuie concentrată asupra rezolvării 
unor anumite probleme la limită pentru anumite sisteme de ecuaţii cu derivate parțiale — și 
nu asupra aparatului, care nu serveşte decit la scrierea lor, este drept, sub o formă compactă 
şi elegantă. 


Pentru evaluarea importanţei metodelor tensoriale, vezi recenzia lui F. Pohle la cartea 
lui M. Biot [41] (Applied Mechanies Reviews, no. 4/1965). Chiar examinarea structurii cărții 
lui A. Green şi W. Zerna este instructivă în acest sens. 

În cele ce urmează, metodele tensoriale nu vor îi folosite. 


OBSERVAȚIA 3, Prezintă adesea interes scrierea ecuaţiilor elasticităţii în coordonate 
curbilinii, legate de configurația frontierei (de obicei, în așa fel încit frontiera să fie suprafaţă 
de nivel pentru una din coordonate — ceea ce ușurează mult formularea condițiilor la limită 
şi rezolvarea efectivă a problemei). Atlt în cazul coordonatelor curbilinii ortogonale, cit şi în 
cazul celor neortogonale, este desigur inutil să se stabilească din nou ecuaţiile elasticităţii: 
proprietățile tensoriale deja examinate permit transcrierea În orice sistem de coordonate a tuturor 
cantităților și relaţiilor necesare, odată ele stabilite în axe carteziene. 


Pentru detalii, vezi de exemplu G, Lame [2]; E. și F. Cosserat [1]; P. Germain [1], 
capitolul 17; C. Iacob [5], $$ 4.34 şi 4.35; N. Kilcevski [2], capitolul 4; N. Kocin [1], 
ş 2.18; A. Lurie [4], $$ 1.6 şi 1.7; V. Novojilov [3], capitolul 4 şi $$ 5.21, 5.22; W. Pra- 
ger [2], capitolul 1; 1. Sneddon şi D, Berry [1], $$ 52, 53 şi 68; 1. Sokolnikofi [2], $ 4.48; 
$. Timoshenko și J. Goodier [1], capitolul 13. Rezultate utile în numeroase cazuri parti- 
culare sint date de V. Bloch [2] și P. P. Teodorescu [4]. Vezi și articolele lui 1. Beju [1] 
şi M. Vahitov [1]. 


Menţionăm în particular utilitatea coordonatelor curbilinii în studiul corpurilor de 
rotație — unde e firesc să considerăm coordonatele £ (în lungul axei de rotaţie), p (distanța 
la axă într-un plan £ = const.), şi p (unghiul măsurat în acest plan, de la o direcție de 
referință). 

În studiul problemelor plane şi antiplane, subliniem importanța coordonatelor curbilinii 
atașate reprezentării conforme a domeniului dat pe cerc sau pe o coroană circulară (vezi 
$ A.7). 

Într-un sistem de coordonate a, f, y, componentele deplasării se notează Ha Ugo ui 
componentele deformaţiei se notează tu Ea ete. iar cele ale tensiunii Oa, Oag ele. (sau 


încă eră 28 etc.) Sensul acestor notații rezultă din interpretarea componentelor respective 
ca componente ale deplasării, deformaţiei şi tensiunii in axele carteziene locale ataşate coor- 


donatelor a, f, y. Astiel, de exemplu aa este proiecția după axa locală a a tensiunii pe 
elementul de normală a etc. 


122 ECUAȚIILE ELASTICITĂȚII LINIARE Cap. 4 


Introducind acum (1) în (3) şi mai departe în (2), se obţine un sistem 
de trei ecuaţii pentru cele trei funcţii necunoscute 4, numit sistemul 
ecuațiilor în deplasări. Odată rezolvat acest sistem, relaţiile (1) și (3) dau 
valorile deformaţiei şi tensiunii. 

Pe de altă parte, ecuaţiile (2) alcătuiesc un sistem de ecuaţii în 
tensiuni — insuficient totuşi pentru a da soluţia. Într-adevăr, chiar dacă 
am găsit o soluţie a lor c,,, ne rămîne să aflăm componentele z, — ceea 
ce este totdeauna posibil — şi să caleulăm pe u, din ecuaţiile (1) — ceea 
ce e în general cu neputinţă. 

Ecuațiile (2) sint valabile şi în solidul rigid, dar starea de tensiune 
rămîne nedeterminată. Posibilitatea de a alege dintre stările de tensiune 
static posibile în corpul continuu, pe aceea care corespunde echilibrului 
elastic (vezi $ 2.2), ne-o dă tocmai condiţia ca starea de tensiune găsită 
să corespundă unei stări de deplasare posibile în corpul elastic. Condiţia 
necesară şi suficientă pentru aceasta constă în verificarea condiţiilor lui 
Saint-Venant. 

Sistemul statie nedeterminat (2) trebuie deci completat cu ecuaţiile 
(1.9.12), transcrise în tensiuni cu ajutorul lui (4). Aceasta echivalează 
cu introducerea ecuaţiilor geometrice în cele statice, dar în alt mod decît 
la deducerea ecuaţiilor în deplasări. Sistemul de 9 ecuaţii astfel obținut 
(3 ecuaţii statice şi 6 ecuaţii de compatibilitate) se numeşte sistemul 
ecuațiilor în tensiuni. 

Ambele sisteme vor îi explicitate în $$ 7, S pentru corpuri omogene 
şi izotrope. 


OBSERVAȚIA 4. Pentru sistemul în deplasări, problema verificării condiţiilor lui Saint- 
Venant nu are sens, 


Componentele deformaţiei sint singurele funcţii necunoscute ce 
intervin în sistem numai sub formă întreagă, și deci pot fi calculate ele- 
mentar. În afară de aceasta, este uşor să imaginăm condiţii la limită în 
deplasări sau tensiuni, dar nu în deformaţii. De aceea, în centrul atenţiei 
se vor situa numai componentele deplasării şi tensiunii. 

Eliminind componentele deformaţiei din ecuaţiile (1) — (3), putem 
serie sistemul sub forma ce provine din (2.4.10) şi (3.7.2): 


Gu. +F,=0, (5) 
PE a8lo |, 4 20) | (6) 
sau încă din (2.4,10) şi (3.7.15): 
6.4 +F, =0, (7) 
u, + up, = 2 90/3ay (8) 


Ecuațiile (5) — sau (7) — sint ecuaţiile statice. Ecuațiile (6) şi 
(8) — sau oricare altele echivalente lor — vor purta numele de ecuaţii 
fizico-geometrice. 
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OBSERVAȚIA 5. Raţionamentele precedente sint valabile şi pentru corpuri neomogene 
şi anizotrope. Forma (5), (6) rămine valabilă și în cadrul neliniarităţii fizice. Ambele sisteme 
pot fi generalizate la cazul neliniaritâţii geometrice. 


b) Alte tipuri de corpuri şi probleme 


Sistemul considerat descrie un anumil tip de comportare a corpului solid deformabil. 
Este util să indicâm aci citeva alte categorii importante de probleme, în strinsă conexiune cu 
cea de care ne ocupăm, şi să sugerăm cel puţin o bibliogratie minimală. 

Să presupunem că avem de-a face cu o problemă a cărei soluție depinde de determinarea 
unei anumite mărimi abstracte » (funcţie, vector, matrice etc.) aparținind unei mulțimi *$. In- 
formaţiile pe care le detinem asupra lui » permit să scriem o ecuaţie 


Bo =, (9) 


unde Ș este o lege de corespondenţă (un operator) care asociază elementului necunoscut », un 
anumit element cunoscut g. Foarte adesca, pa) reprezintă o succesiune de operaţii de derivare 
şi integrare, aplicate funcţiilor componente ale mărimii » (inclusiv, eventual, anumite condiţii 
la limită, condiţii de normare etc.), 

Din păcate, posibilitatea de a construi relații de acest tip, descriind deci un fenomen 
mecanic, fizic ete,, nu e decit arareori însoţită de posibilitatea de a rezolva ecuaţia (9), 
adică de a găsi un operator invers -!, care, aplicat celor doi membri din (9), să permită scrierea 
soluției problemei sub forma 


- = is. (10) 


În același timp cu necesitatea de a se stabili ecuaţiile exacte (9) ce regizează un anu- 
mit fenomen, este deci de majoră importanţă de a se găsi și descrieri simplificate, mai uşor 
abordabile, ale fenomenului. Aceasta Inscamnă că » trebuie să fie înlocuită cu o altă necu- 
noscută + (care dă eventual o descriere mai sumară a fenomenului); lui B i se substituie 
un alt operator | (care nu mai ține eventual seama de toate conexiunile iniţial considerate) ; 
In fine, g este şi el inlocuit cu un alt element | (eventual mai ușor de măsurat, de evaluat 
ste.). În felul acesta, ecuația (9) este înlocuită cu o ecuaţie aproximativă 


n cărei soluție este 
use UI |. (12) 


Se intilnesc adesea cazuri in care operatorul invers exact Bl nu există, suu in care 
existența sa nu poate fi demonstrată decit pentru clase de funcții puţin interesante sau rău 
adaptate problemei, sau în fine cazuri In care el nu poate fi construit efectiv. Înlocuirea ecua- 
ției (9) prin (11) se justifică în primul rind în măsura în care problema construirii operatorului 
9-1 este mai simplă. 

Astlel de raționamente se intilnesc în toate ramurile mecanicii, fizicii ete. În definitiv, 
ele conduc la a neglija anumite aspecte ale fenomenului real (inlocuirea lui » prin u, şi 
a lui g prin f), ceea ce conduce de asemenea şi la inlocuirea anumitor raporturi mai complexe 
prin altele mai simple (inlocuirea lui B prin XI). 
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Această simplificare se poate rcaliza pe două câi: sau se consideră numai cazuri 
particulare ale unui fenomen (de ex.: se studiază numai corpurile elastice omogene şi izo- 
trope), sau se admit anumite descrieri simplificale ale raporturilor dintre diferitele aspecte 
ale fenomenelor (de ex. : se admit relaţii de dependenţă liniară între deplasări și deformaţii, 
sau intre deformaţii și tensiuni). Se înţelege de la sine că între aceste două puncte de vedere 
simplificatoare nu există o separație nelă, 

Să remarcăm totuși că inlocuirea ecuaţiei (9) prin (11) este principial justificată numai 
in cazul în care mărimile m și » se găsesc într-un raport permițind să se afirme că w este 
într-un anume sens apropiat” de ». Pentru acest motiv, este de dorit ca, desemnind prin 
i Ă “| mulțimile în care sint situate mărimile », m, aceste două mulţimi să poată fi incluse 
intr-o mulţime mai cuprinzătoare ÎN, care să [ie un spațiu melrie. În acest caz, se va putea 
considera o distanță gp(u, =) între cele două soluții, şi se va putea spune că u este accep- 
tabil, dacă avem g(w, *) SS s, cu un e suficient de mic. (Este inutil să pretindem ca e să fie 
arbitrar de mic : metoda de calcul nu trebuie să incerce să depășească în precizie erorile posibile 
de măsurătoare, variațiile aleatoare ale fenomenului etc.) 

Apoi, va trebui pusă chestiunea realizării unui algoritm pentru determinarea operatorului 
W-1, a convergenţei sale, a stabilităţii sale ete. Acestea sint chestiuni de analiză funcţională 
recent abordate de către P. Bondarenko [1], 

În ce ne privește, sistemul (1)--(3) joacă aci rolul ecuaţiei simplificate (11), unde necu- 
noscuta „ este ansamblul funcțiilor u,, Ep 9: Ecuația exactă (9) ar descrie fenomenul 
in termenii din $ 0.3, pag. 28 — care sint deocamdată cu totul inabordabili, În schimb, se pot 
considera diterite probleme 


%, MI) — 23 f,» (13) 


reprezentind, toate, puncte de vedere intermediare între cel din (9) şi cel din (11). 

Vom da aci unele indicaţii asupra unor astfel de probleme, „urcind”” de la (11) la (13). 
Se vor putea distinge leorii mai generale din punctul de vedere al fenomenului [izic examinat, 
precum și teorii mai gencrale din punctul de vedere al descrierii matematice adoptate. 


În ce priveşte aspectul fizic, se vorbește despre comportare inelastică a mediului, cu 
referire la orice încălcare a schemei considerate în capitolul 3. Chestiunea este tratată în detaliu 
în importantul articol de sinteză al lui A. Freudenthal şi ÎI. Geiringer [1]. Vezi și B. Lazan 
[1]; C. Zener et al. [1]. 

În general, trebuie să distingem Între deformația anelastică (caracterizată prin disipare 
de energie mecanică datorită interacțiunii cu un flux de energie nemecanică sau cu un flux 
de particule materiale), deformația visco-elastică (disipaţie datorată interacțiunii cu compo- 
nente fluide viscoase), în fine, deformația plastică (disipație provenind din frecarea internă). 
Combinații de astfel de fenomene complică încă mai mult tabloul final, 


Cu privire la fenomenele anelastice, vezi indicaţiile date de A. Freudenthal și H. Gei- 
ringer [1], $$ 15—16. Un loc important revine teoriei lermo-elasticității (vezi B. Boley şi J. 
Weiner [1]; o expunere clementară este dată de S$. Timoshenko și J. Goodier [1], capitolul 
14; vezi încă indicaţiile din J. Goodier [4], $ 8), precum şi teoriei corpurilor poroase şi a 
corpurilor granulare, cu prezenţă a mai multe faze (solidă, fluidă) (vezi M. Biot [1]; H. De- 
resiewicz [3], [4]; A. Lubinskii [1]; R. Mindlin [5)). 

Teoria corpurilor visco-elastice (A. Freudenthal și [H. Geiringer [1], $$ 17—20; $$ 27— 
29; 3$ 32—34) consideră scheme în care fiecărui istoric al deformaţiei i se asociază un istoric 
al tensiunii. Istoricul imediat al fenomenului conduce la introducerea derivatelor de primul 
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ordin al mărimilor studiate; mai general, se pol considera derivate de diferite ordine, şi în 
definitiv operatori integro-diferenţiali. Printre lucrările recente, vezi M. Biot [4], cap. 6; 
B. Coleman [2]; M. Gurtin și E. Sternberg [4]; M. Mişicu [7] (pentru teoria asimetrică); 
J. Racok [2]; E. Sternberg şi S$. Al. Khozaie [î]. 

În tine, cu privire la teoria (sau teoriile) plasticităţii, vezi $ 0.3, pag. 28, 

Apropiindu-ne de cadrul teoriei elasticităţii, cităm mai întîi studiul corpurilor în stare 
hipo-elastică (vezi $ 3.6, pag. 112; pentru detalii vezi G. Grioli [3], capitolul 9; W. Prager 
[2], $$ 8.1—8.3; C. Truesdell şi W. Nol! [1], cap. D, partea 1V.) Să remarcăm aci că, 
pentru corpurile în stare hipo-elastică, nu există stare nulă, iar componentele variației tensiunii 
depind de cele ale variaţiei deformaţiei, dar nu şi de viteza de variaţie a acestora; aceasta 
conduce la concluzia că materialele hipo-elastice nu sint viscoase. Deformaţia hipo-elastică 
este reversibilă şi, dacă se consideră numai mici deformaţii în vecinătatea unei stări fără 
tensiuni, se ajunge pur și simplu la cazul corpurilor elastice. 

Pentru raporturile între corpurile hipo-elastice, elastice, și hiper-elastice (în teorie neli- 
niară), vezi B. Bernstein [1]; W. Noll [2]; W. Prager [2], capitolele 8—10; C, Truesdell 
[2]; C. Truesdell şi W. Noll [1], cap. D. 

Metode apropiate de cele ale teoriei elasticităţii sint folosite în feoria dislocațiilor, care se 
dovedeşte a fi un domeniu de contact important între teoria elasticităţii și teoria plasticităţii. 
Vezi B. Bilby [1]; J. Friedel [1]; E. Kroner [4)— [7]; E. Kroner şi A. Seeger [1]; L. Lan- 
dau şi L. Litșiţ [1], capitolul 4; A. Seeger [1], capitolul C; V. Volterra și E. Volterra [1]. 
Vezi de asemenea indicaţiile din $ 6.10, pag. 407. Pentru studiul mediilor cu microstructură 
(cu modificare a ipotezei mediului continuu) vezi |. Kunin [1]; R. Mindlin [6]; M. Mișicu 
[8], 19]. 

O imensă literatură este consacrată teoriei neliniare a elasticităţii. Cităm, ca un mini- 
mum de indicaţii, monografiile lui A. Eringen [1]; |. Goldenblatt [1]; A. Green și W. Zerna 
[1], capitolele 3 și 4; A. Green şi J. Adkins [1]; G. Grioli [3], capitolele 4, 5 şi 7; D. Ku- 
tilin [1]; F. Murnaghan [2]; V. Novojilov [1], [3]; C. Pearson [2], capitolul 10; W. Pra- 
ger [2], capitolele 9 și 10; L. Sedov [2]; A. Signorini [3]; marile arlicole ale lui C. Truesdell 
[1]; C. Truesdell şi W. Nol [1], cap. D; C. 'Pruesdell şi R. Toupin [1]; articolele de sinteză 
ale lui J. Adkins [3]; T. Doyle şi J, Ericksen [1]; R. Rivlin |1]; lucrările lui V. Bondar 
[1); R. Hill [1]; M. Mișicu [1]; B. Seth [1]; A. Signorini [1], [2]; S. Zahorski [1]; etc. 

Pentru teoria asimetrică a elasticităţii ($ 2.1, pag. 63), vezi E. și F. Cosserat [4], capi- 
tolul 4; A. Green și R. Rivlin [1], [2]; G. Grioli [3], capitolul 10; R. Mindlin [7]; R. 
Mindlin și H. Tiersten [1]; M. Mișicu [7]; V. Palmov [4], [6]; G. Savin [2]; R. Toupin 
(1), 12]. 

Pentru studiul corpurilor elastice anizolrope, vezi indicaţiile din J. Goodier [4], $ 7; 
articolul de sinteză al lui M. Fridman [1]; monografiile lui A. Green şi W. Zerna [1], capi- 
tolele 6, 7 şi 9; S. Lehniţki [1], [2]; A. Love [1], capitolul 6; J. Nye [1]; W. Voigt [2] 

Pentru corpurile elastice neomogene, vezi articolul informativ al lui Z. Hashin [1]; 
vezi și lucrările lui J. Eshelby [1]; V. Lomakin [1]; JI. Molyneux și M. Beran [1]; 
J. Nowinski și S. Turskii [1]; W. Olszak [2]; W. Olszak și J. Rychlewski [1]; V. Palmov 
[5]; N. Rostovtev [7]. 

Mai menţionăm aci problemele speciale ale aero-elasticității — care se ocupă de corpuri 
şi solicitări de tipul celor ce intervin în mișcarea avioanelor; vezi articolul informativ al 
lui R. Bisplinghoft [1]. 

Pentru a termina, mai amintim că problemele generale ale mecanicii mediilor continue 
deformabile sint tratate pentru diferite tipuri de corpuri, din puncte de vedere diferite și la nive- 
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luri diferite de complexitate, în lucrări ca cele ale lui M. Biot [1]; P. Germain [1]; W. 
Prager [2]; lu. Rabotnov [2]; [.. Sedov [2]; C. Truesdell și W. Noll [1]; C. Truesdell și 
R. Toupin [1] (vezi aci clasificaţia și analiza din 53 203—305). 

În ce privește toate indicațiile de mai sus, s-ar putea remarca faptul că ipotezele a—e 
din $ 0.4, pag. 29, sint comune aproape tuturor acestor tipuri de probleme; generalizările 
provin în primul rind din renunțarea la ipotezele d şi e; în ce priveşte ipotezele de la f la j, 
unele din ele depind de schema fizică aleasă, pe cind altele reflectă numai simplificări de 
natură matematică (cum este de ex. cazul celor două ipoteze de liniaritate ; pentru această 
din urmă chestiune, vezi P. Germain [1], $$ 5.1—5.4). 


$ 2. PUNCTE DE VEDERE. METODE DE STUDIU, 
PROBLEME FUNDAMENTALE 


a) Puncte de vedere asupra studiului sistemului de ecuații 
ale elasto-staticii 


Pentru studiul sistemului (1.1)—(1.3), se pot lua în considerare 
(deocamdată) două metode. (O a treia va [i examinată în $6.) 

Metoda direclă, Se cunosc : configurația corpului, coeficienţii elastici 
ai materialului, și datele acţiunii exterioare (forţe de volur, şi forţe sau 
deplasări sau alte date la limită). Se cere să se determine starea elastică 
a corpului (vectorul u, tensorii E şi 2). 

Metoda inversă. Se cunosc : starea elastică a corpului și — în parte 
— configuraţia sa, coeficienţii elastici, datele acţiunii exterioare. Se cere 
să se determine elementele încă necunoscute relative la acțiunea exterioară, 
coeficienţii elastici, forma corpului. 


Trebuie spus că şi acest mod de a privi lucrurile este încă destul de depărtat de realitate, 
Într-adevăr, ceea ce cere practica, este de a putea determina dintr-un punct de vedere opti- 
mal forma corpului destinat a suporta o anumită solicitare, materialul de utilizat, tehnologia 
de adoptat. În etapa actuală, aceasta este adesea o chestiune de intuiție și imaginaţie ingi- 
nerească, care este numai urmată de o verificare a proprietăților mecanice garantate de soluția 
propusă. 

Lucrări tinzind spre adoptarea unor criterii precise de alegere oplimală sint datorate şcoli- 
lor lui W. Prager (criteriul greutății minimale a corpului), 1. M. Habinovici (criteriul egalei 
rezistenţe a părților corpului), Z. Wasiutinski (criteriul energiei de deformaţie minimale pentru 
un volum dat). Din păcate, majoritatea rezultatelor existente pină azi se referă numai la teoria 
sistemelor de bare. Discuţii critice ale chestiunii, urmate de indicaţii bibliogralice vaste, apar- 
ţin lui M. Reitman și G. Şapiro [3]; Z. Wasiutinski şi A. Brandt [1], Vezişi |. M. Rabinovici 
[1]; V. Komarov [1]; T. Mura et al. [1]. 


O „teorie optimală” a elasticităţii este azi încă numai un ideal 
îndepărtat. Ceea ce se poate totuși face, este de a se evita ca o parte a 
corpului elastic să „lucreze” în condiții de suprasarcină, în timp ce altă 
parte să nu fie decit prea puţin solicitată. Întrucît este evident că proprie- 


$2 PUNCTE DE VEDERE. METODE DE STUDIU 127 


tățile de rezistență ale ansamblului sint, în mare măsură, determinate de 
rezistenţa părţilor sale cele mai slabe, cele mai solicitate, — se vede că 
este foarte important să ştim să determinăm, cel puţin pentru un corp de 
formă dată și alcătuit din materiale cu proprietăți prescrise, zonele de 
creştere importantă a tensiunilor faţă de anumite valori medii. Aceste 
zone se numesc zone de concentrări ale tensiunilor şi ele apar adesea în 
vecinătatea punetelor de aplicare ale unor sarcini concentrate, și a punc- 
telor de modificare bruscă a configurației geometrice sau mecanice a 
corpului (de ex. în vecinătatea cavităţilor interioare, a discontinuităţi- 
lor tangentei sau planului tangent la frontieră, a suprafeţelor sau curbelor 
de discontinuitate a proprietăţilor mecanice ale materialului etc.). 

O evaluare cantitativă a fenomenului poate fi dată cu ajutorul 
coețicientului de concentrare a tensiunilor, care este raportul dintre o mă- 
rime caracteristică (de ex., tensiunea tangenţială maximală, sau energia 
de distorsiune maximală etc.) în zona de concentrare — și o valoare medie 
a mărimii corespunzătoare în ansamblul corpului, sau într-o anumită 
parte caracteristică a acestuia, sau în fine în corpul considerat în absenţa 
factorului care a cauzat apariţia fenomenului de concentrare a tensiunilor 
(de ex., în absenţa unei cavităţi sau discontinuități a tangentei la frontieră 
ete,). 

Pentru studiul acestei importante probleme, vezi monografia lui H, Neuber [2] şi arti- 
colul informativ al lui E. Sternberg [2]. Vezi de asemenea indicaţiile din $ 7.1, pag. 512, Vom 
examina chestiunea în anumite exemple din capitolele 5, 6 şi 8. 


Cercetarea sistemului de ecuații din punctul de vedere al metodei 
inverse este elementară. Nu se pun probleme de existență sau unicitate 
a soluției. Această metodă prezintă uneori utilitate practică : de pildă, 
în determinarea experimentală a coeficienţilor elastici. 

Dacă ne-am putea da toate tipurile de funcţii u,, toate domeniile 
ocupate de corpuri cu coeficienți elastici aleși în toate modurile posibile 
— am putea regăsi toate cazurile de încărcare imaginabile. Desigur, aceasta, 
este cu neputinţă. Dar chiar şi cunoaşterea unui număr restrins de soluţii 
obținute pe linia metodei inverse, a jucat în teoria elasticităţii un rol 
analog celui al „dicţionarului” de funcţii primitive în calculul integral. 


b) Metoda directă. Probleme fundamentale 


Rezolvarea sistemului (1.1) — (1.3) pe linia metodei directe constituie 
chestiunea esenţială a teoriei. Pentru a o putea aborda, trebuie să cu- 
noaștem configuraţia geometrică a corpului Y, coeficienţii elastici ci;, 
forțele de volum F, și anumite condiţii la limită. Vom reţine aci numai 
cele mai simple şi mai importante condiţii la limită, cărora le vor cores- 
pane, „cele patru probleme fundamentale : 

* Problema lui Dirichlet : date fiind configuraţia geometrică, coefi- 
cienţii elastici, forțele de volum şi valoarea la limită (pe frontieră) a vec- 
torului deplasare, se cere să se determine starea elastică a corpului. 
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Notînd cu u|,, valorile la limită pe ale lui u, avem deci 


u, = 9, (1) 


unde g este un vector, funcţie de punct, cunoscut pe F. Porţiunile de pe 
Sf pe care g =0 se zica fi fize. 

2* Problema lui Neumann : date fiind configuraţia geometrică, coefi- 
cienții elastici, forțele de volum şi valoarea la limită a vectorului tensiune, 
se cere să se determine starea elastică a corpului. 

Introducînd relaţiile (1.1) în (1.3) şi pe acestea în (2.3.3), rezultă 
că a, poate fi obţinut prin aplicarea unui operator diferenţial liniar de 
primul ordin asupra lui au: de aceea vom scrie e,„(u). Pentru expresia 
sa explicită, vezi (7.1.9). 

Cu aceasta, condiția la limită a problemei lui Neumann devine 


e.(u), =, (2) 


unde f este un vector, funcţie de punct, cunoscut pe frontieră. Por- 
țiunile de pe Y pe care f =0 se zic a îi libere. 

3” Problema miată : date fiind configuraţia geometrică, coeficienţii 
elastici, forțele de volum şi valoarea la limită a vectorului deplasare pe o 
parte S' a frontierei, şi valoarea la limită a vectorului tensiune pe restul 
S” al frontierei, se cere să se determine starea elastică a corpului. 

Condiţia la limită se scrie deci 


ul, = 9 alu), = pentru F'UI" = 9, F'N9r'=0. (3) 


Este vizibil că (3) conține drept cazuri particulare pe (1) şi (2). 
4” A patra problemă fundamentală : date fiind configuraţia geome- 
trică, coeficienţii elastici, forţele de volum și valoarea la limită a expresiilor 


20,14), + d, 4, = ca (4) 


unde a, b,, c, sint funcţii de punct, cunoscute pe frontieră — se cere 
să se determine starea elastică a corpului, 

În mod evident, cea de a patra problemă fundamentală conţine 
drept cazuri particulare pe primele trei. În afară de aceasta, ea cuprinde 
şi alte cazuri — de mare importanţă — în care de exemplu pe anumite 
porțiuni ale frontierei sint date unele din componentele tensiunii și unele 
din cele ale deplasării. 

În (1)—(4), valorile la limită se înțeleg în sensul din (1.1.6)—(1.1.8). 
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OBSERVAȚIA 1. În numeroase lucrări se vorbește despre „prima” și „a doua” problemă 
fundamentală. Preferăm denumirile date, similare celor folosite în teoria ecuaţiilor de tip eliptic, 
Totuși, denumirea de „problemă Neumann” e abuzivă : operatorul e,(u) nu este nici măcar un 
operator de derivare oblică, asttel că (2) nu este o generalizare nemijlocită a condițiilor curente 
din teoria ecuaţiilor de tip eliptic. (Vezi (7.1.9). Vezi şi C. Miranda [1], $ 1.4.) 

OBSERVAȚIA 2. Condiţiile (1)—(4) sint condiţiile la limită ale problemei in ansamblul ei. 
Cunoașterea altor date la limită ar fi sau superfluă, sau contradictorie (vezi $ 5). Dacă se 
rezolvă ecuaţiile în tensiuni, componentele deformaţiei se obţin prin operaţii aritmetice, după 
care componentele deplasării se găsesc prin integrarea ecuaţiilor geometrice, Acest sistem se 
integrează fără nici un fel de noi condiții la limită : intr-adevăr, componentele deplasării se 
deduc sub forma unor integrale definite, independente de drumul de integrare, 

Aceeași observație rămine desigur valabilă și pentru ecuaţiile fizico-geometrice, 


c) Liniaritate. Superpoziţia efectelor 


Să considerăm — pentru un acelaşi corp — două sisteme de solicitări 
exterioare (forţe de volum, și date la limită). Să atribuim tuturor canti- 
tăților (date şi necunoscute) relative la aceste stări, cite un indice, res- 
pectiv!2. Să considerăm acum datele (problemă mixtă) 


Pe =aP + aaPP, jaf kraft, ge = ag ++ sg. (5) 


'Pinînd seama de faptul că sistemul (1.1)—(1.3), precum și condiţiile 
(1)—(4), conţin numai operaţii limiare (intregi sau diferențiale) asupra 
componentelor stării elastice, se vede uşor că cantitățile 


u, = au + asul”, e, = Gas! + azi, ce, = 0) + aa O (6) 


formează un sistem coherent de mărimi caracterizind o stare elastică 
(adică, sumele e, sînt tocmai deformaţiile ce corespund deplasării-sumă 
u,; iar sumele o, sint chiar tensiunile ce corespund deformaţiilor-sumă 
€,,), şi anume chiar starea corpului supus solicitării-sumă din (5). 
Rezultatul constituie teorema superpoziției efectelor. El este de ace- 
lași tip cu principiul superpoziţiei deformaţiilor (vezi $ 1.3, pag. 40), 
care apare acum drept un caz particular al acesteia. Importanţa sa prac- 
tică este considerabilă : ea permite să se obțină soluția în numeroase pro- 
bleme prin descompunerea solicitării (de volum și superficiale) în compo- 
nente mai simple şi prin studierea separată a problemelor parțiale obţinute. 


d) Regularitatea soluțiilor 


Însăși structura ecuaţiilor elasticităţii obligă să căutăm soluţii 
u e C? (77) (vezi ŞA.1), pentru a se asigura continuitatea forțelor de vo- 
lum, condiţie cu sens fizic uşor de înţeles. Mai departe, pentru ca condiţiile 
(1)—(4) să aibă sens, trebuie ca componentele o, şi w, să poată fi pre- 
lungite prin continuitate pe 7. (Prezenţa cosinuşilor directori ai normalei n 
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în expresia componentelor o,, poate genera discontinuități în punctele 
singulare ale frontierei.) 


În cele ce urmează, vom căuta în general soluţia în clasele 
u, e C2(Y7) N O0(7 +5), c,e Cr) +); (7) 


pentru aceasta vom admite numai date la limită continue pentru deplasări, 
sau avind cel mult discontinuități de prima speţă pentru tensiuni. Astfel 
de soluţii se vor numi regulate, iar relaţiile (7) vor fi presupuse a priori 
verificate. 

Dacă 7 nu este mărginit, datele (1)—(4) şi presupunerea (7) nu sînt 
îndestulătoare, şi trebuie completate prin anumite condiţii la infinit. 
Chestiunea a fost examinată în detaliu de M. Gurtin şi E. Sternberg 
[2]; V. Kupradze [2), capitolul 3. (Pentru problema similară în studiul 
ecuaţiei lui Laplace, vezi de exemplu A. Tihonov şi A. Samarskii [1], 
$ 4.2.) 

Din punct de vedere mecanice, este de aşteptat ca deplasările şi ten- 
siunile produse de o sarcină ce acţionează pe o porţiune finită a corpului 
să tindă la zero atunci cînd distanţa la un punct fix carecare tinde la infinit. 
Natura comportării la infiniţ a acestor mărimi rezultă din necesitatea, 
respectării şi în cazul domeniilor infinite, a anumitor teoreme fundamen- 
tale. Pentru corpuri omogene și izotrope, condiţiile corespunzătoare vor 
fi precizate în (7.6.18). 


Condiţiile de regularitate se dovedesc adesea prea restrictive : ele elimină posibilitatea de 
a studia efectul forţelor concentrate, al modificărilor bruşte de configuratie a frontierei, al 
discontinuităţilor proprietăţilor elastice etc. Ca și în teoria ecuaţiei lui Laplace (vezi de ex. $. 
Sobolev [2], capitolul 2, şi [3], $ 22.2), se pot studia soluţii generalizate ale ecuaţiilor elasti- 
cităţii, definind operatorii diferenţiali într-un sens generalizat, acceptind condiţii la limită 
mai puţin restrictive, sau renunţind la unele din condiţiile de regularitate. Pentru indicaţii, 
vezi de exemplu S, Mihlin [3], S$ 33 şi 34. 

În tine, rezultatele teoriei distribuţiilor, care-și găsesc deja aplicaţii esenţiale în teoria 
ecuaţiilor cu derivate parţiale (vezi L.. Schwartz [1], [2]; vezi şi 1. Gheltand şi G. Şilov [1], 
volumul 1, $$ 2.4 şi 3.2; volumul 3, $ 4.8; vezi mai departe indicaţiile din $ A.2), pot fi 
utilizate pentru studiul ecuaţiilor elasticităţii, 

În etapa actuală, acestea nu sint încă probleme specifice de teoria elasticităţii ; de aceea, 
în cartea de faţă ne vom ocupa în principiu numai de soluţii regulate în sensul din (7), eventual cu 
condiţiile suplimentare (7.6.18); vom considera de asemenea unele soluții cu singularităţi, care 
pot îi obținute pe căi relativ elementare (vezi de ex. $$ 7.8 şi 9.5). 


e) Metode experimentale şi altele 


Lipsa de soluţii exacte a problemelor fundamentale, sau caracterul greu utilizabil în prac- 
lică al acestora, obligă adesca în tehnică la folosirea unor metode aproximative insuficient jus- 
tilicate, ceca ce duce inevitabil la coeficienţi de siguranţă exageraţi, la scluţii insuticient de fine 
tic. Totadată, aceasta obligă la dezvoltarea — în paralel cu studiul teoretic exact — a meto- 
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delor experimentale şi aproximative tinzind spre abordarea acelorași probleme, (Vezi D. Dru- 
cker [1].) 

Studiul teoretic al ecuațiilor elasticităţii este de aceea strins legat de diferite aspecte 
experimentale : încercări de materiale, măsurători directe ale tensiunilor și deformaţiilor pe 
corpul supus cercetării (sau pe un model convenabil redus), analogii mecanice sau electrice ete. 
(Orice fenomen descris de aceleași ecuații și aceleași condiţii la limită ca o anumită pro- 
blemă de teoria elasticităţii, constituie un analog pentru aceasta din urmă. Existenţa de astfel 
de analogii dovedeşte forţa unificatoare a metodelor matematice. Totodată, acela dintre 
fenomenele analoge care permite o cercetare experimentală mai simplă, joacă rolul de etalon 
pentru studiul celorlalte). 

În ce privește tehnica experimentală, mașinile de încercări mecanice, indicaţii bibliogra- 
fice de experienţe, — vezi de exemplu N. Beliaev [1]; C. Me. Gregor [1]; A. Iiușin și 
V. Lenskii [1], capitolul 8; J. Marin [1]. 

Pentru diferitele metode experimentale, analogii, modele, vezi A, Dureli et al. [1], şi 
mai ales M. IHetenyi [1] (unde — printre altele — notăm articolele lui J. Goodier [2]; 
M. Hetenyi [2], [3]; R. Mindlin şi M. Salvadori [1]; J. Wilbur şi C. Norris [1]). Vezi 
şi monografia lui M. Kirpicev [1] şi articolul de sinteză al lui W. Soroka [1]. 

În chestiunea modelării electrice, vezi L. Gutenmaher [1]; G. Puhov [1]; B. Yolin- 
skii şi V. Buchman [1]; vezi și Th. Higgins [6] (cu o bogată bibliografie). 

Asupra analogiei membranei şi a metodei fotoelasticimetrice, ne vom opri în $$ 5.16 
şi 5.20, respectiv $ 6.13. 

Pentru chestiunea coeficienţilor de siguranţă, vezi V. Bolotin [2]. 

Pentru diferite metode aproximative vezi indicaţiile de la finele $ 4. 


$3. CRITERII DE REZISTENȚĂ 


Formularea problemelor fundamentale reprezintă desigur o schemă 
puternic abstractizată a chestiunii. Țelurile nemijlocit aplicative ale 
mecanicii cer însă răspuns la alte întrebări : ele cer să se clarifice dacă, 
date fiind anumite informații asupra unui corp, tensiunile, deformaţiile, 
deplasările ce apar în urma aplicării sarcinii nu periclitează în ansamblu 
construcţia, maşina ete. în alcătuirea căreia el intră. 

Pentru aceasta, este necesar să se verifice mai întîi dacă tensiunile, 
în porțiunea și după direcţia cea mai primejduită, nu depăşese anumite 
limite — ceea ce reprezintă verificarea, la rezistenţă, din punctul de vedere 
al tensiunilor admisibile. 

Adesea, chiar dacă aceste limite sînt depășite (mai ales prin apariţia 
de deformaţii plastice), corpul în ansamblu continuă să-și îndeplinească 
rolul. De aceea se poate adopta punctul de vedere al calculului sarcinilor 
admisibile pentru corpul dat (sau un ansamblu de corpuri),verificîndu-se 
astfel capacitatea portantă a acestuia. Rezultatele obţinute în acest mod 
pe a la o proiectare mai judicioasă — dar pretind o analiză foarte 
exactă. 

În fine, întrucît se poate ca un corp deformabil să înceteze de a-şi 
mai juca rolul, nu datorită distrugerii sale, ci prin apariția de deformații 
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sau deplasări incompatibile cu acest rol, trebuie avut în vedere şi calculul 
deformaţiei admisibile, ceea ce constituie verificarea la rigiditate. 

Dacă soluţia problemelor fundamentale este cunoscută, aceasta 
permite să se dea răspuns și problemelor aplicative enumerate. Dar ches- 
tiunea criteriilor după care trebuie să apreciem dacă un corp rezistă sau 
nu sarcinii, este desigur independentă de faptul dacă dispunem sau nu de 
soluţia matematică a problemei considerate. 

Ne vom mărgini la a considera aici unele puncte de vedere referi- 
toare la chestiunea rezistenţei locale a corpurilor. Cunoscute sub numele 
de criterii de rezistență, acestea au, sub aspectul fundamentării lor, un 
pronunțat caracter fizic. Deși nu aparţin în fapt teoriei elasticităţii, pre- 
zentăm aci pe scurt unele din aceste criterii, pentru a da o idee asupra 
chestiunii și a preciza limitele de valabilitate ale soluțiilor pe care teoria 
elasticităţii le poate furniza. 

Toate aceste criterii conduc la a stabili anumite combinaţii de com- 
ponente ale stării elastice (în special componente ale tensiunii) şi anumite 
valori critice ale acestora. Dacă într-un punct valoarea critică nu este 
atinsă, corpul se află în acel punct în zona elastică ; dacă ea este atinsă 
sau depăşită, corpul trece în acel punct în zona plastică (în acest caz 
vorbim despre criterii de plasticitate) ; dacă corpul este casant, atunci apar 
fisuri şi alte indicii de distrugere (în acest caz vorbim despre criterii de 
rezistență). 

Chestiunea prezintă interes nu numai din punctul de vedere al apli- 
cațiilor, ci și pentru stabilirea unor căi de generalizare la cazul tridimen- 
sional a noțiunii atît de simple de limită de plasticitate sau de limită de 
rezistenţă din cazul unidimensional (vezi $ 0.2). 

1” Oriteriul tensiunii normale mazimale. Se propune drept stare- 
limită, acea stare în care cea mai mare (în valoare absolută) dintre com- 
ponentele normale ale tensiunii atinge o valoare critică dată. Acest punct 
de vedere îşi găseşte justificare mai ales la distrugerea prin separare 
(smulgere) a corpurilor casante supuse la întindere. 

2* Oriteriul deformaţiei mazimale. Se propune drept limită, atingerea, 
unei anumite valori critice de către deformația de alungire. Pentru un 
corp izotrop, ţinînd seama de legea lui Hooke sub forma (3.4.19) şi notînd 
cu c, pe cea mai mare (în valoare absolută) dintre tensiunile principale, 
aceasta revine la a stabili anumite limite pentru „tensiunea redusă” 
03 — v (2 63). 


Aceste două criterii intră frecvent în contradicţie cu datele experimentale, mai cu seamă 
pentru că ele nu pot ține seama de faptul că majoritatea materialelor rezistă în bune condițiuni 
la solicitări hidrostatice extrem de mari, răminind totuși în zona elastică. Este de aceea firească 
trecerea la utilizarea unor criterii care să țină seama — sub diferite forme — nu de componentele 
tensiunii, ci de diferențe de astfel de componente; aceasta elimină automat eventualele pre- 
siuni hidrostatice, aduce pe primul plan deviatorul tensiunii, şi leagă chestiunea rezistenţei de 
chestiunea distorsiunii, și nu de cea a deformaţiei în ansamblul ei. 
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3” Criteriul tensiunii langențiale maximale (H. 'Tresca, B. de Saint- 
Venant). Se stabileşte drept limită atingerea unei valori critice c de către 
tensiunea tangenţială maximală în punctul considerat 1) ; ţinînd seama de 
(2.6.11), aceasta conduce deci la o relaţie de forma 


Să punem condiţia ca această relație să rămină valabilă şi în cazul 
întinderii epruvetei cilindrice, punctul de pornie al oricărui studiu al 
proprietăţilor mecanice ale materialelor. Întrucât în acest caz op = op =0 
(vezi (3.4.1)), de aci decurge ec = 0,5 o,, și relaţia de mai sus devine 


Gi— 09 < so, (1) 


Acest criteriu presupune deci cunoscute în fiecare punct tensiunile principale (dar nu şi 
direcțiile principale). [21 nu prezintă deza vantajul menţionat relativ la criteriile precedente 
și este în linii mari confirmat de datele experimentale. Trebuie totuși subliniat faptul că el ne- 
glijează rolul componentei mediane oz a tensiunii, precum și faptul că cercetarea experimen- 
tală la torsiune duce pentru constanta c nu la valoarea 0,5 6, ci la valori cuprinse în genere 
între 0,55 o, şi 0,6 o, 

Necesitatea de a |ine seama de loate componentele tensiunii a condus pe E. Beltrami 
la formularea unui criteriu care stabilește drept limită de rezistenţă, atingerea unei valori 
critice de către energia unitară de deformaţie acumulată în material. Acest criteriu este infir- 
mat — ca și primele două — de comportarea materialelor sub presiune hidrostatică, dar deschide 
drumul spre formularea unui criteriu bazat pe evaluarea acelei părți a energiei de deformaţie 
care nu depinde de presiunea hidrostatică. Astfel, se ajunge la 


4 Oriteriul energiei de distorsiune mazimale (M. Huber, R. von 
Mises, H. Hencky). Se stabileşte drept limită atingerea unei valori critice 
c” de către energia unitară de distorsiune W din (3.7.25). 

Această relaţie trebuind să rămînă valabilă şi în cazul epruvetei 
cilindrice supuse la întindere, din (3.7.25) se deduce imediat c' = 2oc:, 
și criteriul considerat se scrie 


(Sia — 8a2)” -+ (aa — Sa)? + (Sa — Su)? 4-6 (SiS +83.) S20; (2) 
(unde mărimile s, pot fi evident înlocuite cu s,). 


Această formulă este simetrică şi poate fi imediat transerisă în axe principale. În cazul 


torsiunii sau alunecării pure (vezi (3.4.8)), se obține pentru starea-limită e = a,/V3 = 0,577 o, 
ceea ce concordă mal bine cu rezultatele experimentale decit valoarea c = 0,5 o, obținută 
cu ajutorul criteriului tensiunilor tangenţiale maximale (vezi (1) şi (3.4.11)). 


1) A nu se confunda cu e din $ 3.4, 
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Din ultimele două criterii rezultă limpede că în cazul tridimensional 
componentele tensiunii pot depăşi considerabil limita de plasticitate o, 
— datorită prezenţei componentelor hidrostatice — fără ca prin aceasta 
corpul să iasă din zona elastică. Dar de îndată ce valorile critice din (1) sau 
(2) sînt depășite, este un nonsens a mai face uz de ecuaţiile teoriei 
elasticităţii, 

Pentru detalii asupra criteriilor de rezistenţă menţionate, precum și pentru studiul altor 
variante (în special cea a lui O. Mohr), vezi A. Nadai [1], (cap. 15 — în special $13 —și 
cap. 16). Vezi de asemenea N. Beliaev [2] (cap. 8 şi 38); M.  Filonenko-Borodici [3]; 
M. Filonenko-Borodici et al. [1] (vol. 1, cap. 12); A. Niușin și V. Lenskii [1], $ 3.6; lu. 
Rabotnov [2] ($$ 3.46 — 3.50; cap. 5; cap. 17). Vezi şi I[. Goldenblatt şi V, Kopnov [1] (cor- 
puri anizotrope). Rezultatele recente în această direcţie sint prezentate de R. Irwin [1]. Pentru 
importanţa lor istorică, vezi şi consideraţiile lui A, Clebsch şi B. de Saint-Venant [1], $$ 37 
şi 38 (inclusiv Notele finale). 

Pentru problema foarte importantă a oboselii materialelor (rezistenţă la sarcini alternate, 
după un mare număr de cicluri), vezi A. Freudenthal [1], A. Freudenthal şi E. Gumbel [1]. 


$4. DESPRE TEOREMELE DE EXISTENŢĂ 


Prima întrebare ce se pune în legătură er problemele fundamentale 
este următoarea : cum trebuie să fie domeniul, coeficienţii elastici, forţele 
de volum, şi datele la limită, pentru ca soluţia sistemului de ecuaţii să 
existe? 


Această întrebare e departe de a proveni din dorința unei pure satisfacţii logice : fără 
a i se da răspuns, nu putem şti dacă pentru un corp dat, solicitat într-un mod dat, starea 
descrisă de ecuaţiile pe care le studiem este posibilă sau nu ; şi în această din urmă eventua- 
dilate, este evident că orice metodă de rezolvare” a ecuaţiilor elasticității cu ajutorul unui 
algoritm oarecare, e un nonsens. 

Amintim că în general problema teoremelor de existenţă este legată de cea a clasei 
de funcţii, domenii etc., în care se caută soluția unei probleme. Începind cu rezolvarea ecuației 
a + x = b în numere întregi şi pînă la teoria soluţiilor generalizate ale ecuaţiilor cu derivate 
parțiale, această problemă stă pe primul plan al cercetării teoretice. 


Cu titlu de exemplu, se poate observa că dacă 7 este mărginit, 
F = 0, şi forțele superticiale (date pe întreaga îrontieră) au rezultanta, 
sau momentul rezultant diferite de zero, atunci corpul nu poate îi în 
echilibru. 

În cazul problemei lui Dirichlet şi al problemei mixte, acţiunea for- 
elor exterioare este echilibrată de apariţia unor reacțiuni în reazime 
(acea parte a frontierei pe care deplasarea are valori prescrise). Întrucît 
în cazul problemei lui Neumann astfel de reacțiuni nu există, o condiție 
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necesară (nu și suficientă !) de existență a soluţiei pentru un domeniu 
mărginit şi pentru F = 0 este 


(ja, as =, (| x e. 48 =0. (1) 


Ei Ei 

Evident, pentru 7” nemărginit, aceste condiții nu mai sint necesare. 

Imposibilitatea de a demonstra teorema de existenţă într-un anumit 
cadru poate proveni din metoda de lucru — dar poate constitui şi un in- 
diciu asupra faptului că pentru corpul dat, în condiţiile de solicitare date, 
ecuaţiile considerate nu descriu corect fenomenul. Vom da exemple edifi- 
catoare în acest sens în $5.18, pag. 287 și 294. 

Aci ne mărginim la a spune că pentru a obţine soluţii regulate care 
veritică ecuaţiile (1.1)—(1.3) şi condiţiile la limită (2.1)—(2.4), este ne- 
cesar ca frontierea domeniului să fie suficient de regulată, fără puncte 
sau linii singulare ; de asemenea să nu existe puncte sau linii de aplicare 
a unor sarcini concentrate, sau de discontinuitate a proprietăților mecanice 
ale materialului. (Probleme de acest tip pot fi totuşi uneori studiate cu 
ajutorul unor procese de trecere la limită, al prelungirii soluţiilor la tra- 
versarea supratețelor de discontinuitate a proprietăților mecanice etc.) 

Pentru clase mai generale de frontiere, sarcini ete., teoremele de 
existență pot fi demonstrate numai cu ajutorul mijloacelor analizei func- 
ționale. 


Problema teoremelor de existenţă este una din cele mai dificile ale teoriei. Chiar cazul cel 
mai simplu — echilibrul corpurilor izotrope şi omogene — este de o considerabilă complexitate. 
Metodele de demonstrare au urmat în mare drumul istoric al studiului ecuaţiei lui Laplace 
(funcţia lui Green, metoda ecuaţiilor integrale, principiul lui Dirichlet). 

Din imensa bibliografie a chestiunii, vezi lucrările lui 1. Fredholm [1] — [3]; A. Korn 
[1]— [3]; G. Lauricella [3]— [5]; N. Mushelişvili [5] (cap. 5); D. Șerman [1]— [5]; — pentru 
metoda ecuaţiilor integrale (vezi în legătură cu aceasta şi F. Odqvist [1]); HI. Weyl [1] — 
pentru metoda funcției lui Green (incluzind și critica punctului de vedere al lui Korn). Printre 
lucrările recente, vezi J, Ericksen [2], [3] (care stabilește raporturi noi între problema existen- 
ței şi cea a unicităţii); G, Fichera [1], [2]; G. Grioli [3] (cap. 5 — unde chestiunile de existen- 
ță și unicitate sint considerate pentru cazul neliniar, cu ajutorul rezultatelor corespunzătoare 
din teoria liniară) ; şi în special V. Kupradze (2), [3), vaste studii cuprinzind și cazul dina- 
mic, unele medii neomogene şi anizotrope etc. 

Lucrarea fundamentală a lui D. Hilbert [1] a deschis drumul spre utilizarea mijloacelor 
analizei funcţionale ; acestea au permis obţinerea de rezultate definitive prin metode profunde și 
relativ simple, care conduc totodată la algoritme de calcul efectiv. O amplă expunere a ches- 
tiunii este dată în monografiile lui S. Mihlin [2]— [4], pentru lectura cărora sint necesare unele 
rezultate ale lui K. Friedrichs [1] și $. Sobolev [2]. (Același punet de vedere a fost reluat 
ulterior de B. Naimark [1].) Vezi şi D. Eidus [1], [2] (problema mixtă); LL. Sobolev [1] 
(algoritmul lui Schwarz în problema lui Dirichlet) și lucrările legate de aceasta: S. Mihlin 
[3], $ 36; S. Kogan [1]; E. Nikolskii [1] (pentru problema lui Neumann) ; vezi şi — pentru o 
formă extrem de generală a algoritmului — 1]. Babuska [1]; în fine, H. Weyl (metoda proiec- 
țiilor ortogonale) și generalizarea dată acestui punct de vedere de către S. Teleman [1]. 
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Indicăm «de asemenea un punct de vedere abstract-funcţional mai nou, în lucrărilor lui 
W,. Prager şi J. Synge [1], J. Synge [1], reexpus de C. Pearson [2], capitolul 6. 

Aplicațiile şi critica posibilităților diferitelor metode aproximative (a lui Ritz, a lui 
Galerkin, a celor mai mici pătrate etc.) sint—dintr-un punct de vedere modern —strins legate de 
chestiunea existenţei soluţiilor, de posibilitatea aproximării şi evaluării erorii ete. 

Printre monografiile consacrate special metodelor aproximative, indicăm (în afara lucră- 
rilor lui $. Mihlin deja citate) Chi Teh Wang [1] (cap. 6 și 7); L. Kantorovici şi V. Krilov [1], 
(cap. 4); H, Langhaar [2] (cu o analiză detailată a chestiunilor privitoare la ecuaţia lui Reis- 
sner — vezi mai jos, $ 7); L.. Leibenzon [2] (destul de imprecis din punct de vedere teoretic, 
dar conţinind un mare număr de exemple). Chestiunea convergenţei diferitelor metode de tip 
Ritz, Galerkin ete,, utilizate în asemenea probleme, este examinată de N. Polski [1], [2]. 
A se vedea încă şi lucrările indicate în $ 7, pag. 150, cu privire la metodele variaționale, Pentru 
diferite metode numerice, a se vedea B, A. Bondarenko [1]; D. Vainberg și A. Siniavski [1]. 

Trimitem încă la indicaţiile din $ 8, pag. 159—151, şi pentru problema plană, la cele din 
$ 6.20, pag. 481; $ 6.21, pag. 487; $ 6.25. 


Atit din punctul de vedere clasic, cît şi din cel abstract-funcţional, 
chestiunea, teoremelor de existență şi a metodelor aproximative depășește 
cadrul acestui volum. 


$5. TEOREMA DE UNICITATE 


Să presupunem că pe o cale oarecare am obţinut un sistem de funcții 
4 Su; 0, care satisfac atît ecuaţiile (1.1)—(1.3), cît şi anumite condiții 
la limită, fste firească întrebarea dacă aceasta, este singura soluţie posi- 
bilă a problemei. Un răspuns negativ ar însemna că sistemul considerat, 
împreună cu condiţiile la limită însoţitoare, nu descrie complet fenomenul, 


Problema unicităţii nu este banală. În special pentru corpuri care nu sînt masive (coloane 
zvelte, plăci plane şi curbe), se poate ca, pentru anumite solicitări, două sau mai multe conti- 
guraţii de echilibru să fie posibile. Acest fenomen e legat de pierderea stabilității unei anumite 
contiguraţii de echilibru. 

Importanţa teoretică și practică a teoremei de unicitate este foarte mare. Toate metodele 
ce duc la soluţia unor probleme prin suprapunere de funcţii astfel alese încit in definitiv să fie 
satistăcule atît ecuaţiile cit şi condiţiile la limită, se bazează tocmai pe valabilitatea ei. În 
particular, orice soluție găsită prin îmbinarea de soluţii după metoda inversă, sau cu ajutorul 
așa-numitei metode semi-inverse (vezi $ 6) va fi — în acest cadru — singura soluție posibilă, 
Chiar metodele analizei funcţionale, care duc la construirea soluției ca sumă a unei serii de 
„„funcţii coordonate”, au sens (printre altele) datorită acestei teoreme. În fine, există numeroase 
demonstrații de existență bazate pe aplicabilitatea alternativei lui Fredholm — așadar în 
ultimă instanță tot pe teorema de unicitate, 


Teorema de unicitate : primele trei probleme fundamentale ale teoriei, 
elasticităţii limiare pentru domenii mărginite au soluție unică, dacă poten- 
țialul elastice este o formă patratică pozitiv-definită (G. Kirehhott [2] și 
[3], $27.2). 
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Să presupunem că avem de-a face cu problema mixtă și că această 
problemă ar avea două soluţii, notate respectiv cu (|) şi (2). Ţinind 
seama de teorema superpoziţiei efectelor (vezi $ 2, pag. 129), soluția-dife- 
rență care se obține din (2.5), (2.6) pentru a, = —aa = 1], verifică ecua- 
ţiile omogene ale elasticităţii, pentru date la limită nule. Notind cu u,, 
Ey; O, componentele acestei stări-diferență, avem deci 


9j =0 (1) 
și 
ulg. = c,(u)lg. =0. (2) 
Să evaluăm pentru această soluţie integrala 
2 (|| oav _ NN! oc dV. (3) 
pr 7 


Ținind seama de simetria tensorului tensiune şi de formula lui Gauss- 
Ostrogradskii (7.2.9), avem pe rind 


j) cs )) sic ind da N) L( ct tc ldV = 
Y w et 


(4) 
= (| apti n,dS — (|| cutu dV, 
$; Yi 
adică, în virtutea relaţiilor (2.3.3), (1) şi (2): 
2 | oav - $ţ a,(u)-u 8 — | csu dV =0. (5) 
7 9 Li 


Dacă P este continuă (pentru aceasta, este suficicnt ca we C'(y), 
1eC%(7)) şi pozitiv-delinită, urmează O =0, și deci 


e, =0, 0; = 0 în 7. (6) 
Soluţia-diferență descrie deci o deplasare rigidă, și avem 

(1) — si2 413 me 3) 

Cij => Eijp 0uj = Oe (7) 


Eventuala deplasare rigidă este de aremenea nulă în cazul problemei 
Diriehlet şi al problemei mixte. Dimpotrivă, în problema lui Neumann, 
soluția este unic determinată numai abstracţie făcînd de o roto-translaţie 
rigidă infinitezimală, caracterizată de 6 parametri. Putem asigura și aci 
unicitatea, impunind condiții supl'mentare care să permită reținerea, 
uneia din soluţiile posibile. Aceste condiții pot fi de exemplu de forma, 
apropiată de (4.1): 


Pee Dia mira (8) 


w 
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Teorema de unicitate rămine valabilă pentru orice condiţii la limită 
pentru care soluția-diferenţă satisface egalitatea 


[e,(u)-u] lg =0. (9) 


Cu referire la a patra problemă fundamentală, aceasta impune anumite 
condiții coeticienţilor «,;, b;. 

Teorema îşi păstrează valabilitatea pentru 7” nemărginit, pentru 
soluţii care satisface anumite condiţii suplimentare la infinit (vezi M. 
Gurtin şi E. Sternberg [2]; R. Knops [1]). 


Teorema de mai sus constituie în fond un caz particular de teoremă de unicitate pentru 
sisteme de ecuaţii eliptice oarecari, sisteme pentru care soluția problemei omogene, cu anumite 
date la limită omogene, rezultă a fi nulă. (Vezi de ex. C. Miranda [1], cap. 1.) Caracterul de 
elipticitate al ecuaţiilor elasticității poate fi demonstrat pornind tocmai de la faptul că poten- 
țialul elastic P este o formă patratică pozitiv-definită. (Vezi şi mai departe $ 12.) Aceasta im- 
pune în general anumite condiţii coeficienţilor ee (vezi $ 3.7; vezi şi — într-un cadru 
mai general — M. Gurtin [1]). 


În particular, din rezultatul din $ 3.7, pag. 119, decurge următorul 
corolar : primele trei probleme fundamentale ale elasticității liniare pentru 
corpuri, izotrope (eventual neomogene), au soluții unice. 


Teorema lui Kirchholt a fost generalizată (pentru corpuri izolrope) de T. Boggio [1]. 
Recent, M, Gurtin şi E. Sternberg [1] au obtinut rezultate noi. Astfel, pentru problema lui 


Dirichlet, unicitatea este asigurată dacă u 40, ve IES |. Rezultatele au fost extinse de 


aceiaşi autori, în [3], la cazul problemelor dina mice (vezi și M. Gurtin şi R. Toupin [1]). Ches- 
tiunea a fost reluată de J. Bramble şi LL. Payne [1] — [3], care ajung la concluzia că, pentru 


1 
unele proprietăţi speciale ale frontierei, unicitatea este asigurată, dacă u-£0, şive E 1] 
(problema lui Dirichlet); ve ]-— 1,1—0,5K(1+ K)" 1], unde K este o constantă a domeniu- 
1 
lui, nulă dacă 77 e stelat (problema lui Neumann): ve | —1, Sl (problema mixtă). 


Menţionăm şi rezultatele speciale ale lui BR. Knops [2], [3] și extinderea teoremei de unl- 
citate dată de E. Sternberg și R. Eubanks [2] pentru cazul prezenței de forțe concentrate, 


Pentru corpuri viseo-elastice, vezi lucrările lui W. Edelstein şi M. Gurtin [1], 
F. Odeh și 1. Tadjbaksh [1]. Problema unicităţii şi non-unicităţii (bitureaţiei) soluţiilor în 
cazul teoriei neliniare este amănunțit studiată de BR. Hill [2]— [5]. Vezi şi C. Truesdeli şi 
R. Tonpin [2|, $8. 


Existenţa a diferite configurații de echilibru posibil pentru bare, 
plăci plane şi curbe etc., nu contrazice teorema de unicitate. Într-adevăr, 
configuraţia curbilinie de echilibru, caracteristică pentru fenomenul de 
flambaj care apare la depăşirea unei anumite sarcini critice nu poate fi 
descrisă de teoria liniară, deoarece unghiurile de rotație nu mai sint mici și 
de acelaşi ordin de mărime cu deformaţiile (vezi $ 1.10, pag. 61). Teorema 
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de unicitate arată numai că nu pot exista două soluţii distincte în cadrul 
leoriei liniare, 


Problema multiplicării configuraţiilor de echilibru are o mare însemnătate practică, 
intrucit copurile la care ca se observă (în special corpuri nemasive) sint frecvent utilizate; 
fenomenul apare la sarcini cu mult sub cele ce produc trecerea în zona plastică sau distrugerea — 
şi el are totdeauna efecte catastrofale. 

Problemele stabilității echilibrului elastic şi ale /lambajului sint studiate de N, Beliaev 
[2], capitolul 33 şi 34; V. Bolotin [1]; M. Filonenko-Borodici et al, [1], volumul 1, ca- 
pitolul 14; volumul 2, capitolele 20 și 21; A. Love [1], capitolele 18 şi 19; lu. Panovko și 
I. Gubanova [1], partea 1; E. Popov [1]; S. Timoshenko şi J. Gere [1]. Vezi şi articolele lui 
A, Dinnik [2]; B. Galerkin [2], volumul 1; L. Leibenzon [2], volumul 1; studiile de sinteză 
ale lui J. Geckeler [1], capitolul 10; H. Langhaar |!]; HI. Ziegler [1]. Printre lucrările mai 
recente, indicăm M, Beatty [1]; M. Biot [4], capitolele 3—5; J. Holden [1]; V. Manea [5]; 
C. Truesdel! și W, Nol [1], $$ 68 bis și 89, — privitor la teoria generală, precum şi articolele 
lui L. Erșov și D. Ivlev [Î] și A. Islinskii [1]. Vezi şi indicaţiile din W. Prager [2], 310.4. 


În cadrul de valabilitate al teoremei de unicitate, fenomenul defor- 
maţiei elastice este deci deplin descris de cele 15 ecuaţii (1.1)—(1.3): 
alte relaţii independente care să lege între ele mărimile ce caracterizează 
starea elastică, nu pot exista. Acest fapt justifică denumirea de sistem 
complet dată sistemului (1.1)—(1.3). În cadrul teoriei liniare, orice soluţie 
a acestui sistem pentru condiţii la limită de tip (2.1)—(2.3) (şi unele 
condiții de tip (2.4)), este deci soluţia unică a problemei. 


$ 6. PUNCTE DE VEDERE SIMPLIFICATOARE 


Cu ipotezele din $ 0.4, ne aflăm deja la acea limită dincolo de care 
noi presupuneri ar duce lu o descriere cu totul deformată a fenomenului 
real. Şi totuși, rezolvarea problemelor fundamentale ale teoriei elasticităţii 
rămîne dificilă şi nu a putut fi obţinută efectiv decit pentru destul de 
puţine cazuri. 

Dificultăţile provin atit din marele număr de funcţii şi relaţii, cât 
şi din complexitatea condiţiilor la limită. Examinind posibilitatea de a le 
depăşi, B. de Saint-Venant a fost condus la formularea a donă puncte de 
vedere simplificatoare extrem de fertile : metoda semiinvertă și principiul 
lui Saint- Venant. 


a) Metoda semiinversă 


În perioada de elaborare a bazelor teoriei elasticităţii (începutul 
secolului al XIX-lea) fuseseră neglijate metodele mai simple ale lui Euler, 
Bernoulli şi alţii. Aceştia puseseră temeliile Rezistenței Materialelor por- 
nind nu de la relaţii generale verificate în masa corpului, ci de la anumite 
schematizări ale acestuia şi de la evaluarea (adesea inspirată de practică) 
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a mărimilor ce caracterizau starea sa. Desigur, puteau fi studiate astfel 
numai corpuri de formă destul de simplă (bare, plăci), supuse unor sarcini 
destul de simple, pentru a putea reduce problema la studiul comportării 
anumitor linii sau plane în care e presupusă concentrată toată masa corpu- 
lui, pentru a „intui” aspectul anumitor componente ale deplasării sau 
tensiunii ete. 

Saint-Venant a reluat această tehnică în modul următor, Să presu- 
punem că datele de care dispunem ne permit să neglijăm unele componente 
ale stării elastice a corpului, sau să facem unele presupuneri asupra valorii 
lor, Dacă aceste presupuneri simplificatoare sînt compatibile cu sistemul 
complet de ecuaţii şi condiții la limită, atunci numărul funcţiilor şi al ecna- 
ţiilor poate fi redus în mod corespunzător. Soluţia sistemului astfel redus, 
împreună cu funcţiile a căror valoare am stabilit-o dinainte din alte con- 
reoi pă dă — în virtutea teoremei de unicitate — însăşi soluția pro- 
blemei. 

Metoda a fost elaborată de Saint-Venant în studiul problemei tor- 
siunii și încovoierii barelor cilindrice (vezi A. Clebseh şi B. de Saint-Venant 
[1], notă finală la $22). Aceasta a constituit prima aplicare importantă 
a ecuațiilor generale ale elasticităţii. 


Faptul că relaţiile astiel introduse trebuiesc verificate din punctul de vedere al compati- 
bilităţii lor cu ecuaţiile și cu condiţiile la limilă (și eventual corectate în urma acestei verificări) 
deosebeşte meloda semiinversă de metodele de simplificare curent folosite în rezistența ma- 
terialelor. 

Utilizarea de soluţii eventual aproximative, parţial cunoscute, uneori cu precizarea şi 
modificarea lor ulterioară, dă continutul concret al metodei şi o deosebește de simpla idee de 
rezolvare a ecuaţiilor „din aproape În aproape”, 

Privitor la chestiunea metodelor inverse și semiinverse vezi şi P. Nemenyi [2]. 


b) Principiul lui Saint-Venant 


Se poate întîmpla ca soluţia sistemului (1.1)—(1.3) să fie relativ 
uşor de găsit pentru anumite date la limită, şi dimpotrivă, să nu poată 
fi obţinută pentru alte date, numai cu puţin diferite de primele. 


Ideea firească a dependenţei continue a soluţiei față de condiţiile 
la limită (vezi $ 7.4) sugerează ca probabil faptul că modificări infinite- 
zimale ale datelor la limită sînt permise; dar astfel de moditicări nu ne 
sint aci de mare utilitate. 

Să presupunem însă că modificăm finit forțele superficiale aplicate 
pe o porțiune a frontierei, păstrind totuşi aceeaşi rezultantă și moment rezul- 
ant. Evident, o astfel de operaţie nu este în general permisă ?). 


3) Astfel, nu este indiferent dacă o surcină de întindere e aplicată pe baza unei eprus 
vele, pe suprafața ei laterală, sau aproape de cealaltă bază. Vectorii tensiune sint vectori 
legați, şi operaţia „torsor”” nu are în teoria elasticităţii importanța exhaustivă din mecanica 
rigidului, 
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Experienţa arată însă că: 

Un sistem de forțe static echivalent cu zero aplicat pe o porțiune a 
frontierei, de diametru comparabil cu cea mai mică dintre dimensiunile 
corpului, produce deplasări, deformaţii şi tensiuni apreciabile numai la 
distanțe de același ordin de mărime cu diametrul considerat. 

În aceste condiţii, putem deci înlocui un sistem de sarcini super- 
ficiale cu alt sistem statie echivalent lui, provocind perturbări numai 
local sensibile ale stării elastice. Altfel spus, principiul lui Saint- Venant 
poate fi privit ca un fel de teoremă de unicitate generalizată. 


Principiul a fost elaborat de către B. de Saint-Venant tot în studiul 
problemei torsiunii și încovoierii barelor, presupunind că dimensiunile 
bazei solicitate sint mici în raport cu lungimea barei (vezi A. Clebsch şi 
B. de Saint-Venant [1], $28, şi notele finale la $$ 22 şi 28). 


Saint-Venant sugerează şi următoarea experienţă simplă : trasind pe un cilindru de cau- 
ciuc un sistem de generatoare și cercuri paralele şi stringind acest cilindru cu un cleşte (sistem 
static echivalent cu zero), obținem tensiuni locale mari (putind duce la secţionarea cilindrului), 
în timp ce la distanţe relativ mici de zona de aplicare a sarcinii, rețeaua de cercuri şi genera- 
toare rămine vizibil nedeformată. 


O formulare a principiului, depăşind cadrul problemei cilindrului 
lung, este datorată lui J. Boussinesqg [2]: „„Un sistem de forțe exterioare 
static echivalent cu zero acționind asupra unui corp elastic şi avînd punciele 
de aplicaţie situate în interiorul unei. sfere date, nu produce deformații sensi- 
bile la distanțe de această sferă, suficient de mari în raport cu raza ei.” 

Nu există încă o „,demonstraţie” a principiului — dar verificările 
experimentale par să-l confirme sistematic. (Vezi de ex. M. Frocht [1], 
vol. 2, $ 1.16.) Pentru diferite încercări de demonstrare a principiului 
sub forma sa clasică, vezi de exemplu C. Biezeno și R. Grammel [1], 
$ 2.2, pet. 7; J. Goodier [1]; lord Kelvin și P. Tait [1], pet. 728—729; 
M. Levy [1]; S. Timoshenko şi J. Goodier [1], $$ 18 şi 47; 0. Zanaboni [1]. 


R, von Mises [1] a dat o critică și o formulare mai precisă a principiului ; în particular, 
el a atras atenţia asupra laptului că, în cazul unui corp mărginit, pentru a se putea compara 
efectul unei sarcini static echivalente cu zero cu cel al unei sarcini ce nu posedă această proprie- 
tate, trebuie să considerăm cel puţin două regiuni solicitate pe [rontieră. Ulterior, E. Sternberg 
[1] a dat o demonstraţie a principiului, formulat astfel : „Să presupunem că sarcinile care acţio- 
nează asupra unui corp elastic sint aplicate numai asupra anumitor porţiuni ale frontierei, 
fiecare din acestea fiind interioară unei sfere de rază g, și că densităţile acestor sarcini rămin 
finite pentru p —>0. În acest caz, tensiunile în orice punct fix interior corpului sînt de un ordin 
de mărime mai mic în raport cu p, pentru p->0, dacă sarcina pe fiecare porțiune solicitată a 
frontierei formează un sistem echivalent cu zero — decit în cazul în care sarcina nu posedă 
această proprietate.” Mai precis, Sternberg demonstrează că, în timp ce în general deplasările, 
deformaţiile şi tensiunile tind spre zero ca g? pentru p->0, — ele tind spre zero ca p? dacă rezul- 
tanta pe regiunea de solicitare de pe fontieră este nulă, respectiv ca pt dacă momentul rezul- 
tant e şi el nul. Un raţionament similar conservă validitatea rezultatului chiar şi în prezența 
sarcinilor concentrate ; în acest caz, toţi exponenţii amintiţi se micşorează cu 2, 
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Recent, R. Toupin [3] a reluat chestiunea, ţinind seama de analiza sugerată de C. 
Truesdell [3]. Punctul său de pornire e constituit de teoria corpurilor cilindrice, cu posibili- 
tăţi de generalizare pentru corpuri oarecari. Rezultatele sint de tipul următor: energia 
(unitară) acumulată într-un punct la distanța z de baza pe care este aplicat un sistem de sar- 
cini static echivalent cu zero descrește după o lege W(2) SS Wyexp |— (2 — 0/2], unde z, 
depinde de material și de forma cilindrului, iar 1 este lungimea cilindrului. (Material anizo- 
trop.) Pentru „norma” tensorului E se obţine o relaţie similară. (Corpuri izotrope.) Un studiu 
asemănător pentru cazul plan aparţine lui J. Knowles [1]. În fine, H. Keller [1] obţine eva- 
luări oarecum analoge celor ale lui Sternberg, dar într-o formulare mai generală, și studiază 
şi comportarea în vecinătatea punctelor singulare. 

Mai sînt încă de menţionat lucrările (contestate) ale lui G. Horway [1], (2] şi W. 
Schumann [1], [2], precum și notele lui L. Donnell [1] şi H. Matschinski [1]. Vezi de aseme- 
nea E. Deutsch [7]. 


Articolele de sinteză ale lui G. Djanelidze [3] și Z. Rlebowski [1] 
furnizează o bogată bibliografie. Pentru indicaţii referitoare la cazul 
anizotrop, vezi E. Sternberg [4]. Rezultate pentru problema dinamică 
sînt datede B. Boley [2], [3]; V. Novojilov și L. Slepian [1]. O im- 
portantă generalizare la cazul corpurilor vîsco-elastice aparţine lui E. 
Sternberg şi Ș. Al-Khozaie [1]. 


Aplicarea principiului la corpuri care nu sint masive cere o prudenţă specială : astfel 
de exemplu, într-o placă subțire plană sau curbă solicitată de un sistem de sarcini static echi- 
valent cu zero aplicat pe supralaţa laterală, se pot pune în evidenţă efecte ce se propagă în inte- 
rior la mari distanţe. (A. Goldenveizer [1], $ 6.11; V. Vlasov [3], $ 12.6.) Pentru v analiză a 
principiului cu aplicaţie la astfel de corpuri, vezi P. Naghdi [1]. 


În cazul problemei antiplane, vom reveni asupra acestei chestiuni 
în $ 5.10. (Pentru torsiunea barelor de secţiune variabilă, vezi și G. Polojii 
[1].) Pentru cazul problemei plane, vezi $6.11. 

Principiul lui Saint-Venant a condus la ideea mult mai generală a 
satisfacerii aproximative a condiţiilor la limită (inclusiv a celor formulate 
altfel decît, în tensiuni) : verificare numai în unele puncte ale frontierei, 
verificare integrală, sau în medie patratică ete. Pentru unele exemple, 
vezi I.. Leibenzon [2] (,,Metode variaţionale”, cap. 6). 


Metoda semiinversă şi principiul lui Saint-Venant, avînd iniţial 
un cîmp de aplicare restrîns, ocupă acum, sub diferite forme, o poziţie 
dominantă în toate problemele privitoare la rezolvarea efectivă a ecua- 
ţiilor elasticităţii, 


$ 7. ECUAȚIILE VARIAȚIONALE ALE ELASTO-STATICII 


Numeroase fenomene pot fi descrise atît prin ecuaţii diferenţiale, 
cît și prin ecuaţii variaţionale (adesea reprezentind condiții de extremum 
pentru anumite integrale). Amintim în acest sens exemplul principiilor 
variaționale ale mecanicii analitice. 
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Aceasta conduce la studiul anumitor funcţionale (de obicei, integrale 
ce depind de anumite funcţii) şi al ecuaţiilor lui Euler corespunzătoare 
(vezi de ex. R. Courant şi D. Hilbert [1], vol. 1, $4.10). 

Cele mai importante ecuaţii variaționale clasice ale teoriei elasti- 
cităţii sînt cele ale lui Lagrange şi Castigliano. Vom studia aci ecuaţia 
lui E. Reissner [4], [8], [9], care le cuprinde drept cazuri particulare. 


a) Ecuația variaţională a lui Reissner 


Să considerăm ecuaţiile (1.5)—(1.8) unde, pentru simplitate, vom 
serie «;; în loc de = (0. + 44). Sistemul complet de ecuaţii este 


Cajj + F, = 0 (1) 
şi 

a, = 90/âe, (2) 
sau încă 

e, = 00/dsu, (2) 


unde F, sînt funcţii de punct, iar $ este o funcţie cunoscută de derivatele 

lui u în (2), respectiv de X în (2”) (eventual, şi funcţie de punct). 
Ne limităm aci la cazul liniar (d — funcţie patratică şi omogenă), 

dar amintim că ecuaţiile (2”) sînt valabile şi în cazul neliniarităţii fizice. 
Ecuațiile (1), (2) trebuie integrate pentru valorile la limită 


Mi ge = Qi (3) 
Gui | a” fi . (4) 


Să presupunem că nu cunoaştem cele 9 funcţii 4, o, care verifică 
toate aceste relaţii, dar cunoaştem o familie de funcţii &,, &,;, care satis- 
fac numai unele dintre ele 3). Se cere să găsim o metodă pentru a alege 
dintre aceste funcţii, pe acelea care satisfac toate relaţiile (1)—(4). 


Vom admite numai că toate funcţiile &,, 5, sînt destul de apropiate 
de soluţia 4,, c.;;, pentru ca să putem serie 


Îl = MF Dup Gy= ou + 8doy, (5) 


unde variațiile 34, 3c,; sint mici, şi în nici un fel legate între ele. 
Dacă am cunoaşte o expresie depinzind de u,, co, — aşadar o 
funcțională ŞÎ = Yu, 2) — în aşa fel încît pentru î, =, 3; = ou, 


3) Semnul — are desigur cu totul alt sens aci decit în $ 1.10. 
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ea să posede anumite proprietăţi staţionare, problema (1)—(4) ar fi redusă 
la o problemă de calculul variațiilor. Scriind pe Î sub forma 


= tă, Z) = 940954 23%, (6) 


unde 33 este termenul liniar în 84, Sc, iar 1 323 este cel patratic, 


urmează că pentru &, = 4; G; = Gy va trebui să avem 33 =—0. Dacă 
punctul staționar este chiar un extremum, 83 va trebui să păstreze un 
semn constant în vecinătatea sa. 

Să începem prin a căuta prima variație 53 sub forma — evident 
nulă pentru soluția problemei (1)—(4) — 


33 = ki | [ous +F] Bu 4V ka (Î| [eu —890/âa, | 3 dV + 
Y 9P 


+ Es (| lu, — gl dom d8 + 4 [| Lou — f] 54. 48, zi 
Fa EL 


unde F, sînt coeficienţi încă necunoscuţi, şi unde folosim parantezele drepte 
şi acoladele pentru a nota factori în produse, rezervind pe cît posibil 
parantezele rotunde pentru argumentele funcţiilor. 

Să amintim relaţia (5.4) sub forma 


(| ce, dV = (j cu ds — |] cu Ju dV, (8) 
w 9'+9"* Y 
şi relaţiile similare ce se obțin pentru perechile (30,,, 4,); (Gus, du); 
(36, du). 'Ținînd seama de simetria tensorului tensiune și de (3.6.5), 
avem 


i, 
Gy(du),; = Gu > [(8u,),, + (84,)..] = 0,82 (9) 
astfel că relaţia (8) scrisă pentru (6, 8u,) devine 
| c,8e, dY = (| Gu du, d5— (0 eu. du, dY. (10) 
pa g+ gr y 


Introducînd (10) în (7), obținem deci: 
33 = ((( — ha 085, + ha Fdu, + Rec, —ka[99/3 5; 36, dV + 
z 
+ [a ue — a Baua + la u3u) AS + (1) 
ii 
+ Și (Ralea — f18u, + Raoudu.) 48. 
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Putem reduce aci unii termeni, şi putem pune alţi termeni sub forma 
unor expresii duale în Se; și 9o,; Sau do, şi du, dacă alegem k=kg = 
= — 1, ka= ke = 1. Cu aceasta, (11) devine 


A 
Li $$$ (ou des; eu;do,; — [00]dc4] 530; — Fi du, dV — 
Y 


A (12) 
d) [03 ui + Ga:8u,] d + (| gi3 o 49 — ij f,3u.d8, 
s* Dl e” 
ceea ce arată că funcţionala Ş trebuie aleasă sub forma 
PN 
tu D= ȘÎ| Laue, — AD —Piudav — 
y 

(13) 


— Voua Due — gal as — (ugias. 


g' E ad 


Într-adevăr, introducînd aci (5) și efectuind calculele din (6), obţi- 
nem evident pentru 53 expresia (12). (Desigur, mărimile F, f,» g, nu va- 


riază.) 
Făcînd uz de (8), funcţionala (13) mai poate fi serisă sub forma 
ea N 
3 3) == ȚjiLoua + Pe, + AZ)av + 
Dea 


+ Voua, as + | auto. — 8. (4) 


pr pr 
Expresia 3 astfel găsită este funcționala lui Reissner. 


Pentru 33 avem, pe lîngă (12), şi forma ce rezultă direct 'din (7) 
pentru valorile considerate ale coeficienţilor F,: 


33 = — roua + Fa ău d + pre do — [36/8s,] 304) dV — 


> (cu — 9] 6, d8 + (Le. — J15u, d8. (15) 
i pa 
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Mai departe, efectuind calculele necesare pentru scrierea termenului 
203 din (6) (inclusiv dezvoltarea în serie Taylor a funcției (fă (5 + 5835), 
obținem din (13) 


] [20 
= pen = [38 mer 
% 
dă $ţ 3o,du, A8. (16) 
9' 


Or, întrucît O este o formă patratică şi omogenă, avem 


de | aa 20] 30, = 20(35). (17) 
Scriind acum relaţia (8) pentru mărimile (36, 3u,), obținem 


Î(jauae,av $j 3oudu, 48 — ( (3cu),, BudY, (18) 
Lă pi+ gr > 


astfel că introducind acum (17), (18) în (16), căpătăm 


e 2 (|(1(3e,), du, + O (3E)]ar + 2 ([3 omu, dS. (19) 
A 


y 


Acum este uşor de văzut că rezolvarea problemei (1)—(4) este echi- 
valență cu găsirea funcţiilor 4,, o, pentru care Ş ia o valoare staționară. 

Într-adevăr, pentru orice funcţii «,, o, care verifică (1)—(4), din (7) 
rezultă 53 = 0, oricare ar fi variațiile du, So,. Reciproc, dacă funcţiile 
u, 6, dau funcţionalei lui Reissner o valoare staționară (aşadar 33 = 0) 
pentru orice variații 54, 80, atunci din (7) urmează că aceste funcții 
verifică (1)—(4). 

Acest argument este desigur numai formal. El poate fi justificat 
cu ajutorul lemei fundamentale a calculului variațiilor (vezi de ex. E.Gour- 
sat [2], $619; V. Smirnov [2], vol. 4, pct.62) dacă ă,eC?, ă,e0!. Pentru 
funcţionale mai particulare, raţionamentul necesar este dat de I. Sokolni- 
koft [2], $ 106. 

Valoarea staţionară a lui 3 nu este cu necesitate un maxim sau un 
minim : din (19) se vede că 323 nu păstrează un semn constant. 

Ecuația lui Reissner poate fi folosită fără a impune funcţiilor &, &,, 
nici o condiţie prealabilă; în particular, aceste funcţii nu trebuie să 
fie în nici un fel legate între ele. Aceasta extinde cimpul de aplicare al 
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metodei. Dar se înţelege că problema se simplifică dacă cel puţin unele din 
relaţiile (1) —(4) sînt a priori satisfăcute, prin însăși alegerea funcţiilor 
î, Se 


b) Principiul de minimum pentru deplasări 


Să presupunem că toate funcţiile &,, &,, verifică ecuaţiile fizico-geo- 
metrice (2), iar funcţiile &, satisfac şi condiţiile la limită de tip Dirichlet 
(3). Aceasta revine la a spune că componentele tensiunii &,, sînt definite 
prin intermediul componentelor deplasării 4, iar familia acestora din 
urmă este aleasă în așa fel, încît condiţiile la limită în deplasări să fie a, 
priori verificate. (Un astfel de cîmp de deplasări se zice a fi cinematie 
admisibil.) Despre ecuaţiile de echilibru (1) şi condiţiile la limită în ten- 
siuni (4) nu se face nici o presupunere. 

Ținind seama de relaţiile (5) în (2) şi (3), obţinem uşor 

Pai 
2 [9% 
dep = —— Pam (20) 


do, Lia, 
du, lg = 0. (21) 


| Relaţiile (2'") sînt echivalente — în cadrul teoriei liniare !— cu (2”), 
Și deci componentele &, pot fi privite ca explicitate prin intermediul deri- 
vatelor parțiale ale funcţiilor 4. Să transeriem toate mărimile ce apar 


în (13) prin intermediul componentelor &,, ţinind seama că sc, (E) îm 
Pai 

= 20(E), și că [u, —gillg, =0. În acest caz, funcționala Ş va depinde 

numai de componentele &,, şi va lua forma 


Î = 3( = ȘI ro 8) — za av — ( gâ, as. (22) 
pr pr 

Ţinind seama de relaţiile (2”) şi (3) în expresia (15), avem 

3, = — ÎȘf Lou + FI] duâYV + (jLo-, — 7] du, 98. (23) 
y gr 
Tot asttel, introducînd (3.7.11), (17) şi (21) în (16), căpătăm 
319, =2 (jo (05) 47 >0. (24) 
y 


Prin urmare, soluția problemei (1)—(4) este nu numai o valoare 
staționară, ei chiar un minimum al tuncţionalei în deplasări Ş,. 
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Reciproc, dacă în mulțimea funcţiilor ă, am găsit soluţia u, a problemei 
de extremum pentru funeţionala Ş,, atunci tensiunile o,, definite de această 
soluție prin intermediul relaţiilor (2”) verifică atit ecuaţiile de echilibru 
(1), cât şi condiţiile la limită în tensiuni (4). 

n cazul particular = 4” (condiţii la limită formulate numai în 
tensiuni), sîntem conduși la ecuația rariațională a lui Lagrange : 


SU Poganr- jiacar ja ema (25) 


Amintim că componentele lui E trebuie explicitate aci prin inter- 
mediul celor ale lui u. Funcţiile &, nu trebuie să satisfacă nici o condi- 
ţie prealabilă. 


c) Principiul de mazimum pentru tensiuni 


Fie dat acum un sistem de funcţii 5, care verifică ecuaţiile de echili- 
bru (1) şi condiţiile la limită de tip Neumann (4). (Un astfel de cimp de 
tensiuni se zice a fi static admisibil.) 

'Pinînd seama de relaţiile (5) în (1) şi (4), obținem desigur 

(86,).; =0, (26) 
dog» = 0. (27) 


Introduciînd (1) şi (4) în (14), căpătăm o expresie care depinde numai 
de ă,: 


ă.=3(5 = — |o (E ar + a gas. (28) 
w > 


Tot astfel, din (15) obţinem 
DP 
33 = (leu —298/dau] da AV — (lu, — 9] ăouA8= (29) 
y pr 
În tine, introducind (26), (27) în (19), deducem 
"e A 
3: 3, = — 2(jo zar <0. (30) 
P 


Prin urmare, soluția problemei (1)—(4) este nu numai o valoare sta- 
ționară, ci chiar un marimum al funeţionalei în tensiuni Xa. 

Reciproc, dacă în mulţimea funcţiilor 5, am găsit soluţia o, a proble- 
mei de extremum pentru funcţionala Î,, atunci sînt automat satisfăcute 
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relaţiile (2'), iar deplasările u, definite prin intermediul acestor relaţii 
verifică şi condiţiile la limită (3). 

În cazul =” (condiţii la limită numai în deplasări), sintem con- 
duși la ecuația variațională a lui Castigliano : 


|| o ar — pana as] =: (31) 


Funcţiile 5, nu trebuie să satisfacă în acest caz nici o condiție prea- 
labilă, 


OBSERVAȚIE. Expresia (22) — și ecuația (25) ce derivă din ea — sint identice cu cele 
ce se obțin în teoria ce are ca punct de pornire integrala energiei. Dimpotrivă, expresia (28) 
— şi ecuaţia (31) — nu au echivalent. Libertatea mai mare în alegerea funcţiilor îl % din 
punctul de vedere al proprietăţilor lor la limită constituie unul din avantajele metodei lui 
Reissner. Pentru comparaţie, vezi S. Mihlin [4), finele $ 4.26. 


Notind cu Ş valoarea funcționalei lui Reissner pentru 7,=u,, 5,= cj 


- 


conchidem desigur că pentru orice sistem de funcţii 7, 5, avem 


3.<s<ă,. (32) 


Metoda variaţională constă deci în descompunerea problemei în 
două etape : alegerea funcțiilor &,, 5, şi rezolvarea problemei 33 = 0 
corespunzătoare. Rezolvarea acestei din urmă probleme echivalează cu 
o „triere” a funcţiilor &,, &,,, operaţie în urma căreia se rețin numai acelea 
dintre ele care verifică (1)—(4). 

În cazul ecuaţiei lui Lagrange, această operaţie de triere asigură în 
mod automat verificarea ecuaţiilor de echilibru și a condiţiilor la limită în 
tensiuni. În cazul ecuaţiei lui Castigliano, ea asigură verificarea condi- 
țiilor la limită în deplasări, precum şi cea a ecuaţiilor fizico-geometrice 
(vezi şi Observaţia de mai sus). Întrucît sistemul (1), (2) este echivalent 
cu sistemul complet al ecuaţiilor elasticităţii, rezultă că verificarea ecua- 
ției lui Castigliano trebuie să garanteze implicit verificarea condiţiilor lui 
Saint-Venant. Acest fapt a tost demonstrat de R. Southwell [1], (2] 
(vezi şi L. Leibenzon [2], „„Metode variaționale”, $ 1.8); mai recent pe 
aceeaşi temă, vezi K. Washizu [2]. 


d) Concluzii 


În ce priveşte tehnica de rezolvare a problemei 33= 0, ne mărginim 
la cîteva indicaţii. Funcţiile u,, c,, se caută sub forma de dezvoltări în 
serie de funcţii cu proprietăți destul de simple („funcţii coordonate”), 
iar coeficienţii acestor dezvoltări se determină tocmai din condiţia 33 =0. 
În telul acesta, problema valorilor staționare ale funcționalei lui Reissner 
(sau Lagrange, sau Castigliano) este înlocuită printr-o problemă similară 
pentru o funcție de o infinitate de variabile ; coeficienţii de pe lingă funcţiile 
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coordonate. În cazul teoriei liniare, aceasta conduce în ultimă instanţă la 
rezolvarea unor sisteme infinite de ecuaţii algebrice liniare. 

Pe această cale se pot obţine soluții aprozimative, precum şi —demon- 
strînd convergența seriilor astfel introduse și studiind proprietăţile sumelor 
lor— teoreme de existență. 


Sub diferite forme, ecuaţiile variaţionale sint examinate de C. Biezeno şi R. Grammel 
[1], cap. 3; P. Papkovici [4], cap 14; I. Sokolnikoft [2], cap. 7; S. Timoshenko şi J. Goodier 
[1], capitolul 6 și Anexa, În lucrări mai recente, vezi P. Germain [1], capitolul 8; C. Pearson 
[2], capitolul 7; W. Prager [2], $ 8.6; C. Truesdell și W. Nol [1], $ 88; C. Truesdell și 
R. Toupin [1], $$ 231—238, Vezi încă și monografiile indicate în $ 4, pag. 136. Pentru anumite 
chestiuni speciale, vezi J. Radok [3] (probleme plane); D. Riidiger [1], [2] (generalizarea 
punctului de vedere al lui Reissner); M. Gurtin [4] și Yu Chen [1] (elasto-dinamică); L, ISa- 
cianov [3] (plasticitate). 


$8. SISTEMUL ECUAȚIILOR ÎN DEPLASĂRI 


a) Corpuri neomogene şi anizotrope 


Să amintim ecuaţiile statice sub forma (1.2) și ecuaţiile geometrice 
sub forma (1.1). Introducînd (1.1) în legea lui Hooke (1.3), putem serie 
sistemul complet de ecuaţii sub forma simbolică (vezi (2.4.11) ; „,tens“* este 
un operator diferenţial liniar de primul ordin) : 


div + F=0, Ş = tensu, (1) 


ceea. ce echivalează cu relaţiile (1.5)—(1.8). 
Definind produsul a doi operatori prin aplicarea lor succesivă, obți- 
nem ecuaţiile în deplasări sub forma 


div tensu4+F=0 (2) 
sau încă 
Nu =F, (3) 
unde A — —div tens este produsul celor doi operatori consideraţi. 


'Ținînd seama de (1.1)—(1.3) şi de relaţiile de simetrie pentru e 

și e, înmulțind cu versorii î, ai axelor 0, şi sumînd, obţinem pentru (3) 
forma 

[ek ta a] i, e F = 0, (4) 


ceea ce dă forma explicită a operatorului X, numit operatorul lui Lame 
(pentru corpuri neomogene şi anizotrope). 


OnsenvaȚIA 1. Se poate demonstra că operatorul div este (în sensul teoriei operatorilor 
liniari în spaţii Hilbert) conjugatul operatorului tens pe mulţimea vectorilor ce satisfac una 
din condiţiile la limită (2.1) — (2.3). De aci rezultă posibilitatea de a face uz în teoria elas- 
ticității de metoda numită „a proiecţiilor ortogonale”, inclusiv de a demonstra pe această 
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cale teoremele de existență pentru primele trei probleme fundamentale. (Vezi S. Mihlin 
[4], $$ 48—54; S. Teleman [1]; II. Weyl (2].) Această descompunere a operatorului A 
este analogă cu descompunerea A = div grad, și este ușor de transpus aci teoria corespun- 
zătoare a ecuaţiei lui Laplace. 

Pe de altă parte, se poate demonstra (făcînd uz de faptul că O este o formă patratică 
pozitiv-delinită) că operatorul 9 este pozitiv-definit pe aceleaşi mulțimi de vectori. De aci 
rezultă posibilitatea de a rezolva aceleaşi probleme (teoreme de existență și metode aproxi- 
mative, inclusiv convergenţa lor) prin metoda lui Ritz (vezi S$. Mihlin (2]—[4]). 

Acestea sint principalele căi abstract-tuneționale spre studiul ecuațiilor elasticităţii, 
În practică, ele apar adesea legate de unele din ecuaţiile din $ 7. 


Dacă 7” este omogen, structura operatorului X se simplifică : ţinind 
seama că 'ș;; =0, ecuaţia (4) devine 


e Mi i + FP=0, (5) 


b) Sistemul ecuațiilor lui Lam& pentru corpuri 
omogene și izotrope 


În acest caz este mai comod să stabilim direct ecuaţiile corespunză- 
toare. Anume, introducînd (3.3.18) în (1.2) și utilizind (1.1), obținem pe 
rînd (observind că 0 =,,): 


Cos = AO pus ft btu = Mg E (A A+ 0) upee 
Întrucât (A + p)/u = (1 —2v)"1, sistemul (1.2) se poate serie 


Ms + (— 2) up ru, =0, (6) 
sau încă, sub formă vectorială : 
Au (1 —2w graddivu +-uFf=0, (7) 


Acestea sînt; ecuațiile lui Lame (pentru corpuri omogene și izotrope), 
stabilite de către G. Lame şi B. Clapeyron și publicate în 1828. Pornind 
de la consideraţii asupra forțelor intermoleculare, ele fuseseră obținute încă 
în 1821 de către [.. Navier [1], dar numai în cadrul teoriei rariconstante 
(du). 

ÎN aia 2. Ecuațiile (7) îşi pierd evident sensul pentru v = 0,5. Dar în acest caz, avem 
şi 6 = div u = 0 (vezi $ 3.4, pag. 92), ceea ce reprezintă o nouă ecuație. Sistemul modificat 
ce se obține pentru această stare-limită a fost intens studiat, inclusiv pentru cazul teoriei neli- 
niare, al corpurilor neomogene ete. Vezi de exemplu J. Fuka [1], J. Golecki [1], L. Tolo- 
konnikov [1]. 


„__ Sistemul (7) este un sistem de trei ecuaţii cu derivate parţiale de al 
doilea ordin, liniar, cu coeficienți constanţi. Comparind ecuaţiile (7) cu 
(3), rezultă că pentru corpuri omogene şi izotrope avem 
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= — divtens = — u [A+ (1— 2v)” grad div]; (8) 
așadar, operatorul lui Lamt are în acest caz o formă extrem de simplă, 


Se pot da uşor unele forme echivalente ale ecuațiilor (7). Anume, utilizind operatorul 
„nabla” al lui Hamilton, avem mai întii 


divu= V'u; gradeo= Ye; Ap=divgrad e = 7:Yș, (9) 
și cu aceasta (7) ia forma 
LIV: Vu+(1—2w91VV-ul+F=o0. (10) 


Ținind seama că grad div u=rotrotu-+ Au, obținem din (7) 
1 E 1 z: 
ua DE ee) tra ret te] a = 2) 1FP=0. (11) 
În fine, scăzind (11) din (7) amplificată cu u, căpătăm 
1 dei 1 e 
[mea div u— (0 — 2) (4 — ret rot “| FU 200 PIP=0. (2) 


Prezenţa aci a operatorului lui Laplace nu e întîmplătoare. Acest fapt 
va juca ulterior un rol esenţial. (Vezi mai departe $$ 10, 12 şi 7.4.) 


$9. SISTEMUL ECUAȚIILOR ÎN TENSIUNI PENTRU CORPURI 
OMOGENE ŞI IZOTROPE 


Ştim deja (vezi $ 1) că ecuaţiile în tensiuni sînt alcătuite din ecuaţiile 
de echilibru (1.2) şi ecuaţiile de compatibilitate (1.9.12) transcrise în ten- 
siuni prin intermediul legii lui Hooke (1.4). Vom considera aci numai 
cazul corpurilor izotrope și omogene, şi prin urmare vom ţine seama de le- 
gea lui Hooke (3.4.18) 


1l-—+vy 
E 


în condiţiile (1.9.12), pe care le vom scrie (intervertind k cu ) sub forma 


y 
Maze Mea i 05,+ 6 (1) 


Casa Fr nasa — Ema — fa = 0: (2) 
Aceasta dă ecuaţiile de compatibilitate sub forma 
Gin F Oua — Cai — Onu 


== Lv/(L +] [3 9 + d. 0, — da 0.1 cdi dn al: (3) 
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Aceste ecuaţii sint foarte incomode— dar pot fi simplificate cu aju- 
torul ecuaţiilor statice (1.2). Într-adevăr, dacă în (3) măm h = Fk, căpătăm 
mai întâi 


Gina tf Ca.u — Guauai — Oa. = 
= [v/(U + 9] Lu 8,1 + În Oy — du 9. 2, du Oul 


sau încă, după calcule elementare — în care se ţine seama de faptul că 
0:/0a,0z, =A, cu =0, 5, =3, precum şi de ecuaţiile (1.2) deri- 
vate în raport cu z,și 4: 


Ac, + (+10, = v(u+ 8, AO0-—r,, Pe (4) 
Pentru a calcula pe AO, este suficient să luăm aci i = j, de unde 
A = —(U1+W(U-—v'Pe (5) 
Introducind (5) în (4), obținem ecuaţiile 
Ac, + (+10, = —v(l—w'âdivP—F,,—F, (6) 
ceea ce se mai scrie şi sub formau 
Gia kr (Î + v) "oa = — v(i — v)" du Fan — Pus — Fa (7) 


(Deşi oarecum inconsecventă, utilizarea simbolului A e comodă.) 

Acestea sint ecuațiile de compatibilitate în tensiuni (pentru corpuri 
omogene și izotrope), numite de obicei ecuațiile Beltrami-Micheil. Ele au 
fost obținute de E. Beltrami [1] (pentru F = 0), şi ulterior de J. Michell 
[1] (pentru F-40). 

Sistemul ecuaţiilor în tensiuni pentru corpuri omogene și izotrope 
este deci alcătuit din ecuaţiile (1.2) şi (6). Rezolvîndu-l, căpătăm valori 
ale detormaţiei pentru care ecuaţiile geometrice pot fi integrate. (Dacă 
7” este multiplu conex, trebuie să verificăm şi condiţiile (1.9.17).) 

Dacă ecuaţiile (6) sint identice verificate (de ex., dacă F= const,., 
iar tensiunile sint funcţii liniare de coordonate), sistemul ecuaţiilor în 
tensiuni se reduce la ecuaţiile statice (1.2). Astfel de probleme se numesc 
pelementare”. Unele din ele au fost examinate în $ 3.4 ; asupra altora vom 
reveni în $ 5.5. Vezi încă exemple în $. Timoshenko şi J. Goodier [1], 
capitolul 10. 


$10. PROPRIETĂŢI GENERALE ALE SOLUȚIILOR 


a) Reducerea la ecuații omogene 


„_ Sistemul (1.1)—(1.3), sau (3.7), sau (1.2) şi (9.6), de rezolvat cu con- 
diţiile la limită (2.1)—(2.4), este un sistem neomogen. În practică, forțele 
de volum sînt adesea neglijabile, sarcinile pe frontieră jucînd rolul princi- 
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pal. Mai mult încă, se poate ajunge întotdeauna la studiul unui sistem 
omogen. 

Într-adevăr, fie că am găsit o soluţie particulară a sistemului neo- 
mogen. Dacă ea satisface şi condiţiile la limită, aceasta este însăşi soluţia 
—în virtutea teoremei de unicitate. În caz contrar, să o notăm cu indicele 
(*), şi să căutăm soluția problemei sub forma 


4, = ud + Vi, Ey = e, + e, = o;; + 0, (1) 
În virtutea liniarităţii ecuaţiilor, rezultă (ea şi în $ d) că funcţiile 
u0, 20, at, verifică ecuaţiile (1.1)—(1.3) omogene. În virtutea liniarității 
condiţiilor la limită, avem de exemplu din (2.3) şi (1): 
u|g: =g9—w|g:, 0,(00)|g- = f — 0,(u')|g-. (2) 
Prin urmare, dacă soluția (7) este cunoscută, problema se reduce la 
determinarea soluţiei (9) a ecuaţiilor omogene, cu datele la limită modifi- 
cate din (2). 
Dacă cunoaștem un sistem de funcţii ce verifică conditiile la limită, fără a verilica și 


ecuațiile problemei, un raționament analog conduce la o problemă cu ecuaţii neomogene, și 
condiții la limită omogene. 


Soluţia (7) are un mare grad de arbitrar— ce permite de altfel deter- 
minarea ei relativ simplă. De aci rezultă un grad de arbitrar similar în 
determinarea soluţiei (0) corespunzătoare, căci numai suma lor trebuie să 
fie unică, 

Aceste raționamente rămin valabile pentru corpuri neomogene și 
anizotrope. 


EXEMPLE. 1? Forta gravilațională. Alegind drept axă Oz, verticala ascendentă, 
avem F, = — 0938. Ecuațiile (9.6) sint deci omogene. Alegind drept soluţie (>) 


033 = P92a, 03, = 0o = 02 = 03 = ci, =0. (3) 


ecuaţiile (1.2) și (9.6) sint verificate. Determinind — dacă este cazul— componentele corespunză- 
toare ale deplasării, şi introducinăd soluţia particulară (3) în (2), obţinem condiţiile la limită modi- 
ficate pentru problema cu forţe de volum nule, 

2" Forța inerțială datorată rotației în jurul unei axe. Notind cu Ox, axa de rotaţie și cu 
« viteza unghiulară, corpul poate fi privit ca aflindu-se în echilibru, sub acțiunea unei forțe 
de volum de componente : 


Introducind (4) în ecuaţiile lui L.ame (8.7), observăm că componentele soluției particulare 
pol fi căutate sub forma unor polinoame de grad trei. Alegind 


N? m ax + briza tera? + drd, ud = ex + [riza + gri + had, ud =0, (5) 


şi introducind în (8.7), constatăm că a treia ecuaţie este identic verificată, iar primele două 
dau 4 ecuaţii pentru cele 8 constante a, 6, ...,h. Luindde pildă e=g=b=d=0,a-n, 
t = f, obţinem 


a=h=0, c=(=———— po. (6) 
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Introducind (6) în (5), dispunem de soluția căutată, şi putem serie condiţiile la limită 
modilicale (2). 


Exemplele de mai sus sugerează de a reprezenta în general / prin polinoame (dacă 
aceasta este posibil), și a căuta soluţia particulară tot sub formă de polinoame. O soluţie exactă 
a ecuaţiilor lui Lame ncomogene va fi dată la [inele $ 7.9. 


b) Biarmonicitatea componentelor stării elastice 


În cele ce urmează, putem deci considera că forțele de volum sînt nule. 
(Vom lua F =£ 0 numai dacă aceasta nu complică raționamentul, sau pune 
în evidență unele proprietăţi importante.) 

Pentru F = 0 (sau chiar F = const.), relaţia (9.5) se reduce la 


AO =0. (7) 
Ţinind seama de (3.3.22), urmează că avem şi 
A0=0. (8) 


Prin urmare, pentru forțe de volum constante (în particular: nule), 
imvarianții liniari ai tensiunii și deformației sînt funeții armonice. Aplicind 
operatorul lui Laplace în primul membru al ecuaţiilor lui Lame (8.7) omo- 
gene, precum și al ecuaţiilor Beltrami-Michell (9.6) pentru F = const,, 
deducem 

AAu, =0, (9) 


AMAa, =0. (10) 


Prin urmare, pentru forţe de volum constante (eventual nule), 
componentele stării elastice sînt funeţii biarmonice. 

Caracterul biarmonie al soluției este propriu corpurilor omogene şi 
izotrope. Acest fapt este fundamental. El subliniază rolul ecuaţiei biar- 
monice în teoria echilibrului corpurilor omogene şi izotrope, rol analog 
celui al ecuației armonice în studiul fluidelor ideale incompresibile. El 
sugerează posibilitatea de a face uz de unele metode încetățenite în hidro- 
dinamică, şi pune totodată în evidență gradul de complexitate sporit al 
problemelor matematice ale teoriei elasticităţii, chiar în varianta sa cea 
mai simplă. 

Totuși, existența unei relații de tipul celei din (9) nu este specifică corpurilor omogene 
şi izotrope. Într-adevăr, limitindu-ne pentru rațiuni de simplicitate la cazul corpurilor omogene, 
cu F=0, şi introducind operatorii 


Dap = CM (02/9x,2,), (1) 
putem transcrie ecuaţiile (3.5) sub forma 
Tu =0. (12) 
Să examinâm sumar cazul i, î,j,k=1,2: 


Dutu t Dot =0, Dati A+ Taata = 0. (13) 
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Pentru a elimina pe u, sau ua din acest sistem, este suficient să „amplilicăm” prima ecuaţie 
(13) cu Tea, pe cea de a doua cu Tg, și să le scădem membru cu membru. Întrucit e sint 
constante — și deci operatorii Ţ,, sint permutabili — se obţine ecuația de ordin patru 
(În Tea — Tun Ta) = 0, şi o ecuaţie identică pentru u,. 

În cazul i, j, h, k=—1, 2, 3 s-ar deduce — după eliminarea lui u, — două ecuaţii de 
ordinul patru ; eliminind apoi pe up, nu se obţine o ecuaţie de ordinul opt, ci numai una de or- 
dinul şase, datorită faptului că toţi termenii căpătati conţin în „factor operatorul Tu 

În fapt, lucrurile se petrec ca şi cum (13) ar fi un sistem algebric, a cărui soluție există dacă 
şi numai dacă Det [D,,] = 0. De aci rezultă că toate componentele u, — și deci, după derivare, 
orice componentă » a stării elastice — verifică ceuaţia liniară de ordinul șase, cu coeficienți 
constanți : 


Det [Tlu =0, (14) 


Rezultatul din (9), (10), deși esențial mai simplu, nu este decit un caz particular al acestui 
rezultat general, aparţinind la origine lui 1. Fredholm [1]. (Vezi și E. Kroner [1].) Pentru 
anumite cazuri particulare, vezi indicaţiile din $ 7.4, pag. 529. 

Folosind și formule ulterioare din (12.11) și făcind uz şi de (1.7.6), (1.8.10) și (1.811), 
se găseşte în particular pentru cazul corpului omogen și izotrop Av — 0 — ceea ce e mai 
puţin decit (9), (10). 


c) Potenţiali 


Întrucît componentele deformaţiei și tensiunii se obţin din cele ale 
deplasării prin operaţii aritmetice şi de derivare, ne vom limita la studiul 
acestora din urmă. 

O funcţie (sau sistem de funcţii) a cărei cunoaştere permite deter- 
minarea tuturor funcţiilor căutate într-o problemă dată, prin operaţii 
dintre care cea mai complicată este cea de derivare, poartă numele de po- 
tențial al problemei considerate €). 

Privind componentele deplasării ca potenţiali și ținind seama de teo- 
rema lui E. Almansi (1), (2) şi M. Nicolescu [1], care afirmă că orice func- 
ție poliarmonică de ordin m poate fi reprezentată prin intermediul a m 
funcţii armonice, conchidem că toate componentele stării elastice pot fi 
reprezentate (pentru F = 0) prin potențiali armonici. 

Aparent, numărul minim de astfel de funcţii armonice este de 6. 
În capitolul 7 vom vedea că problema poate fi redusă (pentru F =0, 
v =£ 0,25) la cea a determinării a numai trei (și uneori două, sau chiar 
numai una) funcţii armonice. În cazul particular al unor probleme în care 
intervin funcții de numai două variabile, aceasta deschide drumul spre uti- 
lizarea teoriei funcţiilor de o variabilă complexă în teoria elasticităţii 
(vezi cap. D şi 6). 

În unele împrejurări au fost determinate (istoricește, mai devreme) 
funcţii (nu neapărat armonice) care permit prin operaţii de derivare deter- 


*) A nu se confunda cu potențialul elastic D și nici cu potenţialii newtonieni |! 
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minarea numai a componentelor tensiunii. Astfel de funcţii vor purta 
numele de potențiali de tensiune, spre deosebire de cele mai sus considerate, 
numite potențiali de deplasare. Evident, cunoaşterea potenţialilor de depla- 
sare e preferabilă : cunoaşterea numai a potenţialilor de tensiune cere noi 
operaţii de integrare pentru găsirea deplasărilor. 

'Ținînd seama de noțiunea de soluţie regulată definită la finele $ 4.2, 
vom căuta numai astfel de potenţiali pentru care soluţia satisface condiţi- 
ile (2.7)—și eventualele condiții de regularitate la infinit. Dimpotrivă, 
potenţiali cu singularităţi pot fi utilizaţi pentru a construi soluţii cu singu- 
larităţi (forţe concentrate, momente concentrate etc.) 


$11. ECUAȚIILE MICILOR MIȘCĂRI ALE CORPURILOR 
ELASTICE 


Rezultatele de pină aci pot fi extinse şi la studiul unor procese 
care nu sînt pseudo-statice. Făcind abstracţie de o eventuală deplasare 
rigidă de ansamblu, vom studia acele mișcări ale particulelor care duc la 
deplasări și deformaţii mici în raport cu poziţia corpului privit ca solid 
rigid. Asttel de mișcări apar de obicei fie ca oscilații elastice (proprii sau 
forțate) în jurul unei anumite poziţii, fie ca unde ce se propagă în corpul 
elastic (de ex, ca urmare a unui şoc). 

Componentele deplasării, deformaţiei, tensiunii, se delinesc la fel 
ca în cazul statie, dar depind şi de timpul î. 

Ecuațiile geometrice (1.1) rămîn intacte. 

Ecuațiile statice (1.2) trebuie modificate prin considerarea termeni- 
lor inerţiali. În coordonate lagrangeene, punctul z ocupă la un moment 
dat t o poziţie definită de valorile z,; = z, + 4, (2, fa, 23, 6); pentru com- 
ponentele vitezei sale găsim deci 

v = da;/dt = d(a, + u,) /dt — du, /ât = 0u,/8t. (1) 

Dacă am face uz de coordonate euleriene, am avea 4, =—u, Lzi(0), za(0), rad), d] 
şi deci 

v, = du, JA = 0u, [08 + (0u,/92;) (92/80). (P3 

Dacă produsele din (1”) sint suficient de mici față de termenul liniar (ceea 

ce este adevărat pentru viteze de antrenare suficient de mici ale rețelei 

de coordonate materializate dz;/dt), atunci (1') coincide cu (1'). Notind 


prin puncte dispuse superior derivatele parțiale în raport cu timpul, putem 
lua deci 


st. (2) 


Un raţionament analog permite să obţinem pentru componentele 
accelerației valorile îi,, astfel că ecuațiile dinamice (liniarizate) ale lui 
Cauchy iau forma 


0, +F, — ei, =0. (3) 
(Acestea nu mai sint ecuaţii numai în tensiuni!) 
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În ce priveşte legătura dintre tensiuni şi deformaţii, raţionamentele 
din capitolul 3 rămin valabile—coeficienţii elastici depinzind însă şi de 
caracterul și viteza procesului de deformație. Astfel, legea lui Hooke 
(3.3.18) rămîne valabilă, constantele A şi u putînd diferi însă mult faţă 
de cazul static. 

Condiţiile de existență ale unui potenţial elastic rămîn neschimbate : 
prezenţa termenului diferențial dK în (3.5.10) nu modifică condiţiile în 
care 30 este o diferențială. 

Problemele tundamentale sint pînă la un punct analoge cu cele for- 
mulate în $ 2. Forţele de volum şi funcţiile cunoscute ce intervin în datele 
la limită depind însă şi de timp ; înatară de aceasta, trebuie să ţinem seama 
şi de condițiile inițiale ale problemei, constînd în cunoaşterea poziției și 
vitezei punctelor corpului la un moment inițial t = 4. 


Chestiunea existenţei soluţiei este de o extremă dificultate. Dimpotrivă, teorema de uni- 
citate se demonstrează ușor. Anume, construind — ca şi în $ 5 — o soluţie-diferență, se vede 
că ea satisface legea lui Hooke, ecuațiile geometrice, și ecuaţiile dinamice (3) omogene. Pe 
irontieră se obține, la orice moment f, 


le, (sul o =0. 4) 
În fine, la momentul inițial avem pentru soluţia-diterență 
Ut, > dud rai, = 0. (5) 


Să evaluăm lucrul mecanic al forțelor exterioare în unitatea de timp. Întrucit problema 
este cu liniaritate geometrică, integrarea se efectuează pe 7, și avem 


L = lim 8L/8t = lim îȘ (P + 3P): Gu 30av + 
8t=0 8t-+0 
wW 


+ lim (| (P+ 37)- (3u/ 30as, 
8t—0 
9 


sau încă (vezi (3.6.1)) 


Es | F-ăav “j f- în as. (6) 


Un calcul analog celui din (3.6,2) conduce la 


Y y 
de unde, ca în (3.6.3) — (3.6.7), și ţinind seama de (3), obținem 


L= (e u, dv + (| %4 E dv. (8) 
p 


2 
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Prima integrală din (8) se scrie K, unde K este energia cinetică totală a corpului la 
momentul 1: 


1 : 
k= 3 | pipe av. (9) 
1 că 
A doua integrală din (8) se poate pune sub forma 
A 2 . 3 d 1 
(|| ij E; AV = || Ci) Eu E, dV = aa ÎN E? Cp eat, dV. (10) 
> ză y Y 


Notind cu Y energia potenţială totală a corpului, avem deci din (8) — (0): L= PP -+ R , sau 
încă, integrind în raport cu timpul de la (lat: 
Ls bg Pe Fri ki (11) 

Întrucit forțele exterioare sint nule pentru soluția-diferență, avem L= Lp =0. Tot 
astiel din (5) rezultă și P, = Ka = 0. Prin urmare, (11) se reduce la 

Y+K=0 (12) 
la orice moment î. Or, energia cinetică este o formă patralică pozitiv-definită. Dacă şi potentialul 
elastic este o formă patratică pozitiv-detinită, urmează de aci 

PY KO (13) 
la orice moment î, astfel că problema se reduce la o problemă de statică, pentru care teorema de 
unicitate este deja demonstrată. 

Cele spuse relativ la metodele directă, inversă şi semiinversă, ră- 
min valabile. Cu privire la principiul lui Saint-Venant, vezi indicaţiile 
din $6, pag. 142. În acelaşi cadru ca în $ 8, se cbţin ecuaţiile dinamice 
ale lui Lame, de exemplu sub forma 

u Au + (A+ u)grad divu + FP— pi =0. (14) 

Un sistem de ecuaţii numai în tensiuni nu poate fi construit, întrucât; 


ecuaţiile (3) conţin şi componentele deplasării. “Totuşi există un analog al 
ecuaţiilor Beltrami-Michell (vezi M. lacovache [1]). 


$ 12. STRUCTURA ECUAȚIILOR ELASTO-STATICII ȘI ELASTO- 
DINAMICII PENTRU CORPURI OMOGENE ȘI IZOTROPE 


a) Clasificarea sistemelor de ecuaţii. Unde 


Proprietăţile soluţiilor ecuaţiilor cu derivate parţiale şi chiar modul 
de a le studia, depind esenţial de proprietăţile coeficienţilor ecuaţiei consi- 
derate. Astfel, pentru ecuaţii liniare (sau chiar cevasiliniare) de ordinul al 
doilea, sîntem conduşi la a considera ecuaţii de tip eliptic, parabolice şi 
hiperbolice — cărora le corespund probleme teoretice cu totul diferite. 

Pentru chestiunea clasificării sistemelor de ecuaţii, vezi C. Miranda, 
[1], $ 7.56 (cu indicaţii bibliografice, inclusiv relativ la ecuaţiile elasti- 
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cităţii), şi 1. Petrovski [1]. Aci ne vom mărgini la a expune acea parte a 
punctului de vedere al lui J. Hadamard [1], capitolele 2 şi 6, ce conduce 
la concluzia că ecuaţiile elasto-staticii formează un sistem eliptic, şi la 
a pune în evidență tipurile de unde posibile în cazul elasto-dinamicii. 
Chestiunea este amănunţit examinată — cu aplicaţii speciale la proble- 
mele hidrodinamicii — de 0. Iacob [5], capitolele 12 și 13. Vezi 
de asemenea R. Courant [1], $$ 1.7, 3.2 şi 6.4; A. Frendenthal și 
H. Geiringer [1], $$ 55—61; P. Germain [1], capitolul 10 şi $$16.5 şi 
16.8; E. Goursat [2], capitolul 25; J. Hadamard [2], capitolele 1 şi 
d; R. Hill [6], $2; LL. Schwartz [2], capitolul 7; V. Smirnov [2], 
volumul 4, pct. 126, 127,141 şi 161—165; N. Teodorescu şi V. Olaru [1], 
vol. 2; 0. Truesdell și R. Toupin [1], $$172—194; G. Valiron [2], 
$$ 16.284 şi 16.285. 


Ideea clasificării sistemelor de ecuaţii este legată de ideea desupra- 
faţă caracteristică, la rindul ei legată de tehnica de raționament specifică 
teoremei Cauchy-Kovalevskaia (vezi de ex. V. Smirnov [2], vol 4, pct. 
126 şi 127). 

Pentru început, să presupunem că avem de a face cu o singură 
ecuație cvasiliniară de ordinul al doilea 


ui gt e... =0 (1) 
(unde punctele înlocuiese termeni ce depind de z,, w, 4, dar nu de 
4.4), cu date Cauchy speciale pe hiperplanul a, = 0. Teorema Cauchy- 
ovalevskaia permite construirea soluției în vecinătatea oricărui punct 
de pe acest hiperplan în care a, 0. Dacă datele Cauchy sînt formulate 
pe o hipersuprafață o(2,, Day ... 2,) =0, o schimbare de variabile 
în care se ia z, = « conduce la condiţia ca pe hipersuprafaţa o =0, 
ecuaţia 
00,0; = 0 (2) 


să nu posede soluții. Orice funcţie « care verifică (2) definește o supra- 
faţă caracteristică a ecuaţiei (1). Pentru date Cauchy pe suprafeţe carac- 
teristice, teorema Canchy-Kovalevskaia își pierde valabilitatea. 

Din (1), (2) se vede că o ecuaţie de tip eliptice — așadar pentru care 
forma patratică a; aa, este pozitiv-detinită — nu poate avea suprafeţe 
caracteristice. 

Să presupunem acum că o soluţie u a ecuaţiei (1) prezintă proprie- 
tăți de discontinnuitate la traversarea unei suprafeţe f = 0. Dacă uec!, 
pe cele două feţe ale snprateței f = 0 avem aceleași date Cauchy; dacă 
această suprafață nu este caracteristică, problema Cauchy corespunzătoare 
are o soluție analitică deplin determinată şi unică în vecinătatea suprafeței, 
astfel încit discontinuități ale derivatelor sale nu sînt posibile. Prin ur- 
mare, a căuta discontinuitățile posibile ale soluţiilor de clasă C' ale ecua- 
ţiei (1), revine laa căuta soluţiile ecuaţiei (2). O suprafață de disconti- 
nuitate la traversarea căreia primele p—1 derivate ale funcției rămîn 
continue, se numește front de undă (sau pe scurt undă) de ordin p. Pentru 
ecuaţiile de ordinul al doilea, undele de ordin unu se numesc unde de șoc; 
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cele de ordinul al doilea se numesc unde ordinare. Bine înțeles, raționamen- 
tul de mai sus privind rolul suprafeţelor caracteristice nu este valabil 
pentru undele de şoc; dimpotrivă, undele de ordin p>2 pot fi căutate 
numai printre suprafețele caracteristice. 


Interpretind una din variabilele independente drept variabilă- 
timp, orice suprafață f = 0 poate îi privită ca o supratață mobilă într-un 
spațiu corespunzind variabilelor rămase. Se poate demonstra că viteza 
cu care această suprafaţă se mişcă — care se numește viteză de propagare, 
şi care nu are nimic comun cu o eventuală viteză de deplasare a particu- 
lelor materiale — are valoarea 


= —ȚIVSF.. (3) 


Pentru orice undă ordinară, avem deci 
"n 
= —ola, a = YD oi; (4) 
1 


a Să considerăm acum un sistem de ecuaţii cvasiliniare de ordinul al 
oilea 


apa fese =0 (5) 


pentru m funcţii w,. Acelaşi raționament ca mai sus arată că, pentru 
date Cauchy pe x, =0, teorema Cauchy-Kovalevskaia își păstrează 


valabilitatea dacă 
Det [a:/]-£0 (6) 


pentru a, = 0. Pentru date Cauchy pe hipersupratața e (i, a...) = 
a ir. aceeași schimbare de variabile independente conduce la un sistem 
e forma 


ai o, O Maia + o. = 0, (7) 

unde coeficienţii 
A, = a Op Oa (8) 
au rolul unor coeficienţi a; în noul sistem de coordonate. Condiţia (6) 


devine Det [4,,]-£0, şi deci ecuaţia ce definește suprafeţele carac- 
teristice este 


Det [4,;] =0. (9) 
Dacă (9) nu posedă soluţii reale, sistemul se numeşte de tip eliptic. 


b) Ecuațiile lui Lame dinamice şi statice 


Să amintim acum ecuaţiile lui Lam6 dinamice sub forma (11.14): 


tt na (AF 4) aa — Pl, +F,=0. 
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Acest sistem conţine 3 funcţii de 4 variabile independente a, d, 
Ta, î. Să-l transeriem sub forma direct comparabilă cu (5): 


3 e d, Wink (A+) d; du Min d; îi; kt ...=0, (10) 
astfel că avem (pentru î, 3, hi, k = 1,23): 
af = pda ds (A+) Îi Su 0 = — pu: (11) 
Introducind (11) în (8), obținem pentru îi, j = 1,2,3 (indici referitori 
la numărul de ecuaţii și funcţii, nu de variabile independente) : 
3 
Asa pase + da Şi at — est]: (12) 
1 


Notind!w,, = a, şi ȘI o = a, deducem din (9) şi (12) 


o 


Det [4,4]= [(A + 2p) 2 — p62] [po2 — pâ?]?=0. (13) 


Suprafeţele de discontinuitate de ordin 2 şi superior posibile, vor fi deci 
soluții ale ecuaţiei 


(A+ 2p) 02 — pa? =0, (14) 
sau ale ecuaţiei 
po2 — po? =0. (15) 
Vitezele de propagare respective vor fi egale cu 
A+ 2u | 
= es= = 16 
1 R 2 ă (16) 


Aşadar, într-un corp elastie omogen izotrop nemărginit, se pot 
propaga numai unde care sînt soluţii ale ecuaţiilor (14), (15), singurele 
viteze de propagare posibile fiind cele din (16). Dimpotrivă, în cazul 
corpurilor mărginite — în care un rol esenţial îl joacă condiţiile ce tre- 
buie satisfăcute pe frontiera corpului şi în care apar şi unde refleciate 
— tabloul nu mai e nici pe departe atît de simplu, 

Un studiu detaliat al comportării vectorului deplasare în vecină- 
tatea suprafeţelor caracteristice arată că în vecinătatea suprafețelor de 
tip (14), vectorul u este dirijat după normala la suprafaţa o =—0; 
dimpotrivă, în vecinătatea suprafeţelor de tip (15), u e conţinut în 
planul tangent la e = 0. În mod corespunzător, se spune că avem de-a 
face cu unde longiiudinale, respectiv transversale (vezi de ex. V. Smirnov 
(2), vol. 4, pet. 165). Cantităţile (16) se numesc vitezele sunetului (longi- 
tudinală, respectiv transversală) în mediul elastic. 

Dacă avem de-a face cu o bară cilindrică de tipul celei examinate 
în $ 0.2 (vezi şi $ 3.4, pag. 90), putem să nu ţinem seama în primă 
aproximaţie decit de deplasarea longitudinală 7, și de componenta caa 
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a tensiunii (axa Oa, fiind aci paralelă cu generatoarele). Ecuațiile (11.3) 
— pentru F == 0 — se reduc la o ecuaţie unică casa — Pi; =0, sau 
încă, ținînd seama de (0.2.5): 


E usa — pi, = 0. (17) 


Din (4) obţinem viteza de propagare a undelor longitudinale într-o 
bară cilindrică 


e = VElp, (18) 


care poate fi măsurată cu mare precizie, şi permite determinarea lui E 
pe o cale cu totul diferită de cea descrisă în $0.2. 


Să calculăm — ca exemplu — vitezele c;, Ca, Cp pentru oţei. Ținind seama de valorile 
din tabela din $ 3.4, pag. 95, precum și de valoarea densităţii (a nu se conlunda cu greutatea 
specifică !) e = (7,8 g/em?): (981 cm/sec?), se găseşte 


c, = 6100 m/sec, c, = 3300 m/sec, cp 225050 m/sec. (19) 


Să trecem acum la cazul ecuaţiilor lui Lame statice. Pentru aceasta, 
e suficient ca în raționamentele de mai sus să anulăm derivatele în raport 
cu timpul. Ecuația (13) este acum înlocuită cu 


u2 (A+ 2u)a% =0, (20) 


ceea ce arată că ecuaţiile elasto-staticii sînt de tip eliptic. (Ecuațiile elasto- 
dinamicii sînt mai greu de caracterizat : vezi 1. Petrovski [1], $ 2.16, 
pet. 6.) 


Cele de mai sus an o însemnătate considerabilă. Din ele rezultă că 
studiul matematic al problemei dinamice a teoriei elasticităţii este prin- 
cipial diferit de cel al problemei statice. În particular, se stabileşte astfel 
o legătură de esenţă intre ecuaţiile elasto-staticii şi ecuația lui Laplace 
(cea mai simplă ecuaţie de tip eliptic) pe de o parte, ecuațiile elasto-di- 
namicii şi cea a propagării undelor (cea mai simplă ecuaţie de tip hiper- 
bolie normal) pe de altă parte. (Vezi și mai departe, $ 7.3.) 

n cele ce urmează, ne vom fixa atenția exclusiv asupra problemelor 
slaticii, pentru care numeroase rezultate şi metode din teoria generală a 
ecuaţiilor de tip eliptic pot fi aplicate sau generalizate. Vom reveni asupra 
acestui punct de vedere în capitolul 7. Subliniem totuși că legătura directă 
dintre ecuaţiile elasto-staticii şi ecuația lui Laplace deschide drumuri 
mai simple de studiu — valabile însă numai pentru corpurile omogene și 
izotrope, în timp ce proprietăţile ce decurg din caracterul de elipticitate 
al sistemului de ecuaţii au o aplicabilitate mult mai largă. 


c) Indicaţii bibliografice 


Există probleme dinamice pentru care soluţia poate fi obţinută prin mijloace elementare. 
(Vezi de ex. M. Filonenko-Borodici [1], cap. 4; S. Timoshenko și J. Goodier [1], cap. 15.) 
Dar deosebirile de principiu ne obligă să excludem chestiunile de dinamică din cele ce urmează, 
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Pentru informaţii asupra acestor probleme, vezi M. Biot [4], capitolul 5; E. Kolsky 
[1] (inclusiv rezultate privind mediul plastic ; ediţia rusă are o bibliogratie extinsă); A. Love 
[1], capitolele 12, 13, și 20; C. Pearson [2], capitolul 9; F. Pfeifter [1]; 1. Sneddon și 
D. Berry [1], capitolul E; K. Swainger [1]; O. Tedone [2], $$ 14 și 15; E. Trefttz (3], 
capitolul 9. Problema existenţei și unicității soluţiilor este studiată, într-un cadru foarte general, 
de V. Kupradze [1]— [3]. 

Articole de sinteză, cu bogate indicaţii bibliografice, aparţin lui J. Duval [1] (unde de 
şoc) ; V. Gogoladze [1] (cu prezentarea lucrărilor fundamentale ale lui V. Smirnov şi S. Sobolev); 
J, Goodier [4], $$ 10—12;R. Hill [6]; J. Miklowitz [1]; N. Zvolinski [1] (medii neomogene, 
medii-sandwich, difracție). Teoria neliniară este analizată în detaliu de C. Truesdell [5] (vezi 
şi C. Truesdell şi W. Noll [1], $$ 71—78, 90 şi 102). Vezi de asemenea J. Craggs [i] și N. 
Cristescu [1] (corpuri plastice); S. Hunter [1] (corpuri visco-elastice); M. Musgrave [1] 
(corpuri anizotrope), 

Transformările integrale sint folosite pentru studiul a dilerite probleme concrete de 
câtre H. Carslaw şi J. Jaeger [1], capitolul 7; W. Nowacki [1] (inclusiv pentru medii visco- 
plastice şi pentru probleme de termo-elasticitate dinamică) ; 1. Sneddon [1], capitolul 4 şi $ 9.50. 

Pentru problema propagării undelor elastice în bare și plăci, vezi indicaţiile date în 
$ 5.1, pag. 165 şi $ 60.1, pag. 349. 

Pentru chestiunile legate de seismologie, inclusiv chestiunea undelor ce se propagă în 
vecinătatea îrontierei unei slere sau a unui semi-spaţiu, vezi K. Bullen [1]; M. Ewing și F. Press 
[1]; M. Hayes şi R. Rivlin [1] (teorie neliniară), 

Pentru problemele privind în special oscilațiile elastice, vezi V. Kupradze [1]; W. No- 
wacki [1], capitolul 12; lu. Panovko şi 1. Gubanova |1] (partea a doua). 


CAPITOLUL 5 


PROBLEMA ANTIPLANĂ 


$ 1. GENERALITĂŢI 


Din cele mai vechi timpuri au găsit utilizare corpuri ca bare, cabluri, 
lanţuri ete. Forma lor cilindrică a făcut posibilă calcularea stării lor de 
solicitare, prin reducerea datelor problemei la date relative la o linie geo- 
metrică simplă în care era presupus concentrat materialul. Problemele 
relative la astfel de corpuri pot fi numite unidimensionale. Studiul lor a 
stat la originile rezistenţei materialelor şi ulterior a constituit un adevărat 
„„laborator de încercări” pentru metodele generale ale teoriei elasticităţii. 

Ne vom ocupa aci de cele mai simple probleme din această categorie : 
studiul mieilor deplasări şi micilor deformaţii ale barelor cilindrice zvelte, 
izolrope și omogene, cu suprafața laterală liberă. 


Probleme apropiate, ca studiul barelor necilindrice ; studiul marilor deplasări ale barelor 
cilindrice ; flambajul barelor ; torsiunea şi încovoierea barelor neomogene sau anizotrope ; echi- 
librul barelor curbe, al barelor cu pereţi subţiri, al barelor solicitate pe suprafaţa laterală, și 
altele, rămin înafara acestui cadru. 

Pentru studiul acestor chestiuni, vezi de exemplu N. Beliaev [2], capitolele 12—20, 30 
și 31; Gh. Buzdugan [1], capitolele 2, 5, 6, 7 ; G. Djanelidze [4], [5]: J. Geckeler [1], 
capitolele 2—5 și 10; P, Germain [1], capitolul 9 şi $ 10.2; R.L/Hermite [1], capitolele 
5—7; A. Love [1], capitolele 16, 18, 19 şi 21; A. Lurie [4], capitolul 7; N. Mushelişvili 
[5], capitolul 7; E. Popov [1]; lu. Rabotnov [2], capitolele 10 şi 11; K. Solianik-Krasa [1]; G. 
Valov [1], [2]. Teoria modernă neliniară a corpurilor numite „„orientate” (bare, plăci) e 
considerată în detaliu de J. Eisley [1]; J. Ericksen şi C. Truesdell [1]; A. Green [1]; C. Tru- 
esdell și R. Toupin [1], $$ 60—64. Pentru studiul barelor cu pereţi subțiri, vezi J. Nowin- 
ski [2]. Pentru structurile formate din bare, vezi J. Argyris [1]. 

Pentru problemele dinamice (propagarea undelor elastice în bare) vezi articolele de 
analiză ale lui H. Abramsohn et al. [1]; W. Green [1]; J. Miklowitz [2] (cele două din urmă 
avind ca punct de plecare lucrările clasice ale lui L. Pochhammer [1), [2] şi Ch. Chree [1]— 
[3], şi mergind pină la rezultatele cele mai recente); R. Rosenfeld și J. Miklowitz [1]. Vezi 
încă şi V, Uteșeva [1]; R. Rosenteld şi J. Miklowitz [2]. 


Din punct de vedere matematic, problemele unidimensionale sînt 
precedate de problemele elementare (vezi finele $ 4.9). Asupra unora din 
ele ne vom opri în cele ce urmează. Pentru alte exemple, vezi 1. Sokol- 
nikofi [2], $$ 33—34; 5. Timoshenko şi J. Goodier [1], capitolul 10. 

Timp îndelungat (la G. Galilei, J. Bernoulli, L. Euler) studiul pro- 
blemelor privitoare la bare și alte corpuri similare, nu a fost legat de cel 
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al ecuaţiilor elasticităţii. Primele încercări de a construi teoria barelor 
dintr-un punct de vedere riguros aparţin lui C. Coulomb, L. Navier, A, 
Cauchy, Dar abia B. de Saint-Venant [1], [2] (retipărit în [4] ) a abordat 
cu sneces chestiuneal). Pentru ansamblul acestor chestiuni, se păstrează 
și azi în literatură numele de problema lui Saint- Venant. Denumirea de 
problemă antiplană îşi va găsi justificarea în $ 3, pag. 173. 

Chiar și cele mai simple din problemele referitoare la barele cilin- 
«drice zvelte au mare importanţă practică : arbori de transmisie, numeroase 
elemente de construcţii (traverse, tuburi), în primă aproximaţie chiar 
un pod în ansamblul său, un baraj, o navă, un fuselaj sau o aripă de avion — 
pot îi privite ca corpuri cilindrice zvelte. 

Problema antiplană permite abordarea, într-un cadru relativ simplu, 
a ecuaţiilor teoriei, făcîndu-ne să înțelegem unele din proprietăţile lor gene- 
vale. În particular, ea permite utilizarea sistematică a metodei semiinverse 
și a principiului lui Saint-Venant. 

În esenţă problema antiplană conduce la probleme Dirichlet sau 
Neumann pentru ecuaţia lui Laplace în două variabile. Dezvoltarea moder- 
nă a subiectului utilizează aparatul teoriei funcţiilor de o variabilă complexă 
— ceea, ce a fost prevăzut încă de Saint-Venant, dar a luat proporţiile 
actuale graţie rezultatelor lui N. Musheligvili [5], capitolul 7 (pentru 
problema torsiunii) şi R. Capildeo [1) și L. Milne-Thomson [1], [3] (pro- 
blema încovoierii). Menţionăm şi importantele rezultate ale lui D. 
Serman (7]—[9] pe linia utilizării ecuaţiilor integrale. În legătură cu 
unele aspecte aplicative, este utilă consultarea unor cărți de rezistența 
materialelor : N. Beliaev [2]; Gh. Buzdugan [1]; M. Filonenko-Borodici 
et al. [1]; A. Niușin şi V. Lenskii [1]; R. L/Hermite [1]; lu. Rabotnov 
[2]. Din literatura generală, vezi capitolele corespunzătoare în tratatele 
lui ]. Sokolnikoit [2], S. Timoşenko şi J. Goodier [1]. 

În cele ce urmează vom prezenta problema antiplană ca un ansamblu 
unitar, Acest punct de vedere (LL. Solomon [8], [9]) o apropie totodată 
de studiul problemei plane. Vom face uz de ecuaţiile în tensiuni, ceea ce 
prezintă avantaje clare în comparaţie cu ecuaţiile în deplasări. Într-adevăr, 
ecuaţiile de echilibru rămîn valabile pentru corpuri anizotrope, ne-omo- 
gene, chiar pentru corpuri în stare plastică. Iar aceasta deschide diferite 
perspective de generalizare, prin simpla înlocuire a ecuaţiilor de compati- 
bilitate cu relaţiile corespunzătoare fiecărui caz de tratat. (Vezi de exemplu 
IL. Milne-Thomson [3], cap. 6 şi 7 ; vezi şi R. Schile şi R. Sierakowski [1]; 
E. Socs [1]; pentru problema plană, vezi punctul de vedere similar în 
$ 6.6, pag. 388). 


1) Lucrărilor lui Saint-Venant le-au urma! cercetări analoge asupra problemelor bidimen- 
sionale (plăci subțiri, plane şi curbe), fiind astiel asimilate de teoria elasticității probleme a căror 
soluție cra dată piină atunci numai în cadrul rezistenţei materialelor, 
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$ 2. FORMA ȘI SOLICITAREA BAREI CILINDRICE ZVELTE 


a) Notaţii 


Să considerăm o bară cilindrică omogenă şi izotropă, supusă acţiunii 
unui sistem de sarcini superficiale aplicate pe secţiunile de capăt (baze), 
şi avind suprafața laterală liberă. Orice secţiune normală a barei constituie 


Fig. 5.2.1 Fig, 5.2.2 


un domeniu bidimensional Z, mărginit, ae frontieră 7. Această secțiune 
se numeşte şi profil. (Vezi şi $ A.3.) Dimensiunile bazelor sint mici în 
raport cu lungimea barei: d(2)<£l. Forţele de volum sînt presupuse 
nule. 

Axa Oz, este paralelă cu generatoarele ; originea 0 va fi situată pe 
una din baze, astfel că ecuaţiile acestora vor fi 2, = 0 şi 2, =]. Sistemul 
de axe este drept. 

Toate secţiunile 4, = const. se vor nota — cînd nu e cazul să distin- 
gem —cu Z. Prin „origine” şi „axe”” în 2, vom înţelege proiecția originii 
şi a axelor pe domeniul 2. 


b) Sarcina 


Presupunerea PF = 0 corespunde faptului că adesea efectul forțelor 
de volum (mai ales al forței gravitaționale) ce neglijabil faţă de efectul 
solicitărilor pe baze. 

După principiul lui Saint-Venant (vezi $ 1.6), dacă inlocuim for- 
țele date pe baze printr-un sistem statie echivalent, starea elastică a barei 
zvelte se modifică numai în apropierea bazelor. Așadar, depărtarea de 
baze joacă un rol egalizator, apropiind deplasările şi tensiunile de anumite 
valori-standard, care corespund unor anumile distribuții a tensiunilor 
pe baze, și permit rezolvarea exactă a ecuaţiilor elasticităţii. Structura 
acestor toluţii-standard depinde în primul rînd de forma domeniului Z. 
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În acest sens, vom caracteriza forţele superficiale nu cu ajutorul 
unei densități de sarcină (4.2.2) pe baze, ei prin rezultanta E şi momentul 
rezultant AA al acestei sareini în raport cu un punct oarecare (4, a, ]). 

Vom ignora deci distribuţia reală a sarcinii, de altfel greu de măsu- 
rat; efectiv, şi ne vom fixa atenţia asupra torsorului ei. Prevenim că în 
acest sens vom vorbi despre bara acționată de o forţă normală, de un 
cuplu etc. ; acesta este un mod de a vorbi care nu indică de fel că am avea 
de-a face cu sarcini concentrate. 

Să amintim aci unele proprietăţi ale sistemelor de forţe (vezi de ex. 
V. Vâlcoviei et al. [1], cap. 4; Ch. de la Vallee-Poussin [1], $$24, 25 și 185). 

Un sistem de forţe poate fi redus la sistemul format dintr-o forţă 2 
egală cu rezultanta sistemului și aplicată într-un punet z, şi un cuplu de 
moment Al, egal cu momentul rezultant al sistemului în raport cu acelaşi 
punct a (centrul de reducere). Schimbînd punctul e cu &', rezultanta 
rămîne neschimbată, dar momentul rezultant se modifică cu cantitatea 
+ (ae — a") x 2. Dacă a se deplasează pe suportul lui 2, momentul rezul- 
tant nu se schimbă. 

Produsul scalar (8. AA nu depinde de alegerea centrului de reducere, 
Dacă (2—0, atunci nici Al nu depinde de această alegere. 


Există o dreaptă (aza centrală a sistemului) paralelă cu 2 și definită 
prin aceea că momentul AL în raport cu orice punct a de pe această axă 
este paralel cu 2, şi are modulul minim. Ecuațiile acestei drepte sînt 
evident 


MP — (a 23 — 222) _ MM — (292 — a Ba) _ AM — (Ra — 22) 
Ri Ra (23 


»(D) 


unde A, A, AM sînt componentele momentului rezultant faţă de 
originea 0. 

Dacă (2 + 0, şi dacă pentru un punct oarecare avem 2 | A, atunci 
pe axa centrală A = 0 (căci 2.4 = 0, și pe axa centrală A | 2). În 
acest; caz, sistemul este deci static echivalent cu o forţă aplicată într-un 
punct oarecare al axei centrale, şi dirijată în lungul acesteia ; axa centrală 
însăşi poate fi acum definită ca loc al punctelor în raport cu care A = 0. 


Cele de mai sus sugerează construcția următoare. Să descompunem 
fiecare forță ce acţionează pe baza az =, într-o componentă tangen- 
țială şi una normală. Sistemul sarcinilor tangenţiale are deci o rezultantă, 
(2 Po 0) şi un moment rezultant (0,0, A). Pe de altă parte, sistemul 
sarcinilor normale are o rezultantă (0,0,/23) şi un moment rezultant (A, 
Ma, 0). Pentru ambele sisteme, momentul rezultant este perpendicular 
pe rezultantă ; deci, dacă rezultantele sînt diferite de zero, ambele sisteme 
sînt statie echivalente cu cîte o forţă dirijată în lungul unei drepte din 
planul bazei, respectiv perpendicular pe acest plan. (În general, aceste 
drepte nu sînt concurente.) 
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Din (1) pentru 4, = 82, =0, obţinem ecuaţiile axei centrale 
pentru sistemul sarcinilor normale : 


Mi — Pas Ps = 0, MB + a Ps =0 (2) 


(o paralelă la Oz, dusă prin punetul — 9/2, AM/23). 
Pentru sistemul sarcinilor tangențiale găsim 


(Pat, — Pita — Mg = 0, 2 = const. (3) 


(o dreaptă în planul secţiunii). 

După cum vom vedea, problemele corespunzătoare acestor două 
sisteme de forțe sint esenţial diferite între ele. 

Baza zs= 0 trebuie evident să fie supusă unor sarcini care, împreună 
cu cele de pe baza 1, = 1, să formeze un sistem echivalent cu zero. 

Dacă baza 7, = este solicitată de un sistem avind rezultanta 2 
și momentul rezultant A!* faţă de originea din planul ei, atunci pe baza 
Ta = 0 trebuie să fie aplicat un sistem de forţe de rezultantă — 2 şi de 
moment rezultant avînd componentele (— 0 + 12, — AM — Ps — 49) 
faţă de origine. Vom spune că baza a = 0 este fizată?). Sint frecvente 
cazurile în care ea este supusă la sarcini cu caracterul unor reacțiuni 
(de pildă baza 2 = 0 fixată într-un corp masiv, rigid sau nu). 


c) Stări de deformație ale barei 


Ne vom fixa atenţia asupra cantităților u,, £,, 6, considerate în 
secţiunile normale 4, = const. ale barei, pe carele vom numi pe semt 
secțiuni. Cu ajutorul formulelor din capitolele 1—3 putem calcula depla- 
sările, deformejiile și ten: iunile în orice punct, după orice direcţie, și pe 
orice element de suprafaţă. 

În fiecare punct al unei secţiuni se pot pune în evidență cele trei 
componente ale deplasării ; în vecinătatea fiecărui punct, se pot considera 
cele trei componente ale rotației locale. Întrucît c(2), este firesc să 
caracterizăm comportarea de ansamblu a secțiunilor prin mediile acestor 
mărimi. Aceste medii — notate cu un indice „,m” — sînt integrale pe 
Z ale mărimilor corespunzătoare, raportate la aria D. 

Întrucît nu ne interesează deplasările rigide ale barei, ci numai 
deplasările şi rotaţiile seeţiunilor unele în raport cu altele (deplasări şi ro- 
taţii relative), rezultă că va trebui să calculăm derivatele în raport cu a 
ale mărimilor considerate. Derivarer, în raport cu zg se poate efectua sub 
semnul integralelor în raport cu da, dr, (mărime ce se va nota dD). 

Astfel sintem conduşi la a considera patru stări distincte. 


2) Aceasta nu coincide cu noţiunea de porțiune fixă a frontierei, în sensul din $ 4.2, 
punctul b. Vezi și mai departe $ 5.6, pag. 186. 
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1* Dacă secţiunile se deplasează în medie unele față de altele în 
lungul axei Ox a barei, așadar dacă 
d 1 


a 5 fra dp = co; (4) 
“9 
a 


vom spune că ele sint supuse la întindere sau compresiune, după cum 
em >0 sau €3<0. 


Deplasarea în medie a secțiunilor unele față de altele după direcțiile 
Ox, respectiv Oz, impune considerarea integralelor 


st (fu a0, 8 (i u, dD. 
dz, D da, D 
2 2 


Aceste deplasări provin însă din suprapunerea a două fenomene. 
Pe de o parte, deplasarea 4, (sau 4.) poate varia de la o secţiune la alta 
pentru că secţiunile alunecă unele faţă de altele, rămînînd paralele între 
ele; pe de altă parte ele se pot roti în jurul unor axe (paralele cu Oz, 
respectiv 0a,). Cel dintii este un fenomen de deformaţie. Dar cel de al 
doilea apare şi în cazul unei deplasări rigide (rotația corpului în bloc con- 
duce la derivate u, ş Şi ta diferite de zero și constante : vezi de exemplu 
(1.9.16)). 

Astfel, sintem conduşi să considerăm descompunerile 


LE — E33 + LOTER %'a 3 = E99 -+- (aa 


(vezi (1.5.6)); să reținem drept caracteristice ale anumitor stări ale sec- 
țiunilor alunecările medii : şi să calculăm derivatele în raport cu zz ale ro- 
taţiilor medii. De aci decurg definițiile 2* și 3". 


2 Dacă secţiunile sînt supuse la deplasări medii relative (din care 
am eliminat eventuali termeni proveniţi din rotaţiile locale) nenule 
paralele cu axele Or, respectiv Ox, adică dacă 

Be 


25 (| (0.3 + aa) dD = FO, 
2 


1 
35 | (Mag + Ma2) AD = ek, 
2 


atunci vom spune că ele sint supuse la alunecare (sau forfecare). 
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3“ Dacă secţiunile sînt supuse la rotiri medii relative în jurul unor 
axe paralele cu 04,, respectiv 0a,, adică dacă 


1 d m 
“2p dz, (| (ui, d 3,1) dD= oi3=£0, 
(6) 
1 d 


atunci vom spune că ele sînt supuse la încovoiere. 


4” În fine, similar cu (6), dacă secţiunile se rotese în medie unele 
față de altele în jurul unor axe paralele cu 02, așadar dacă 


a ÎI (ata 3 — ta) AD = ofsf0, (7) 


atunci vom spune că ele sînt supuse la torsiune. 


În generzi, vom avea de calculat parametrii eș, os, Oa Şi 
w%:ş — așadar mărimile din (4), (5), (7), şi cantităţile din (6) cu 
semnul schimbat. Aceşti parametri pot fi priviţi drept caracteristice ale 
„„ratelor” relative de deplasare şi rotire ale secțiunilor. Semniticaţia lor 
este ilustrată de figură: 


„ 


'nraiciare: 0977. 
2N70v'6!e oilor 0 


| 
i 


we 


z, Alunecare :E 40 


e Fig. 5.2.3 d 
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În practică, aceste stări se întilnese suprapuse. Studiul lor separat 
are sens numai în cadrul unei teorii liniare. (Vezi $ 4.2, pag. 129.) 


$3. ECUAȚIILE PROBLEMEI ANTIPLANE 


a) Ecuații şi ipoleze de lucru 


Începem prin a reaminti aci ecuaţiile statice omogene (4.1.2) 


O, = 0 (1) 
şi ecuaţiile de compatibilitate omogene ce rezultă din (4.9.6): 
Ac, +(14+v)10,=0, (9 =.) (2) 
Vom face uz de legea lui Hooke sub forma (3.4.19): 
1 lÎ+ ov 1 
= ze — v(6, + De £, = e “= au 6 (3) 


unde îi, j, kiau valorile 1, 2, 3 sau permutări circulare ale lor. 
Ecuațiile geometrice (4.1.1) 


1 

8, =40p, 4 4.) (4) 

vor fi întotdeauna integrabile. Componentele rotației sînt date de (1.5.5) 
1 

%, = 3 (4, 2 4) (5) 


În fine, amintim încă relaţiile lui Cauchy (2.3.3) 
Gu = Gh, (6) 


Întrucit ne referim mereu la secţiuni normale, vom scrie simplu 
„tensiune într-un punct”, subințelegind tensiunea pe elementul de normală 
Ox, ce conţine acel punct. 

Din (6) se obţin condiţiile la limită. Pentru 2, = | avem 


Onu = Înv Os = Ja» 03 = Ja» (7) 
unde cunoaştem numai rezultanta şi momentul rezultant corespunzător 
acestor sarcini. 

Pe suprafața laterală avem "= 0, sau, întrucit această suprafață 
este liberă : 


Gaya + Casha = 0, Gia + Gasha =0, Oh + Osea =0. (8) 
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Pe baza 2 = 0, condiţiile sint de acelaşi tip cu (7); în fapt, ele nu 
vor fi utilizate (vezi mai departe, $ 10). 


Problema antiplană constă în rezolvarea sistemului (1), (2) cu con- 
dițiile la limită (8) şi cu cele ce vor rezulta din (7). 

Configuraţia specială a corpului, și faptul că suprafaţa laterală 
este liberă, sugerează posibilitatea de a neglija anumite componente ale 
tensiunii. Astfel, pe direcţii paralele cu Oz, sau Oa, este evident că pe 
frontieră avem op = Oua = O3p =0. Întrucît avem d(2)<&l, nu ne 
putem aștepta la apariția de astfel de componente ale tensiunii cu 
valori importante în interior. În schimb, componentele cs nu pot fi 
neglijate, întrucit aceasta ar contrazice condiţiile (7). De aci urmează, ca 


ipoteză de lucru, presupunerea — pe care o vom numi ipoteza lui 
Clebsch —: 


Cu = 03 = 02 =0. (9) 
Din (2.5.14) se vede că starea prezumată este o stare de tensiune antiplană. 


Ipoteza (9) echivalează cu admiterea unui anumit model al barei : se presupune că bara 
este alcătuită din fibre longitudinale, fibre care pot fi supuse la întindere și compresiune (in- 
trucit ogg nu este identic nulă), şi care sint solidare între ele în sens longitudinal (intrucit 
în genere sp Și Oa nu sint identic nule, aşadar fibrele nu pot aluneca liber unele pe celelalte), 
În schimb, se neglijează tensiunile normale (transversale) între fibre, precum și tensiunile de 
alunecare 0yg (în virtutea micii grosimi a barei şi a absenței de sarcini pe suprafața laterală, 
care ar putea genera astiel de tensiuni). 

Alegerea acestui model constituie desigur o simplificare a repartiției reale a tensiunilor— 
simplificare totuși mai puţin grosieră decit cele acceptate de rezistența materialelor. 

A, Clebseh şi B. de Saint-Venant [1], capitolul 2, au încercat să justifice relaţiile (9). 
Dar cea mai puternică justificare a acestei ipoteze o constituie faptul că cu ajutorul ei se găseşte 
soluţia problemei — unică în virtutea teoremei lui Kirchhoff pentru un anumit sistem de sar- 
cini static echivalent cu (7), şi pe care, în virtutea principiului lui Saint-Venant, o putem 
accepta și pentru sistemul (7) dat. (Amintim că lucrările lui Saint-Venant sint anterioare teore- 
mei lui Kirchhoff.) 


OBSERVAȚIE. Problema cilindrului zvelt solicitat la capete este numai o realizare a stării 
antiplane. Se pot da definiții ale acestei stări, ceva mai generale decit (9), utile mai cu seamă 
în cazul corpurilor anizotrope (vezi L. Milne-Thomson [3], $ 2.01), și se pot considera probleme 
antiplane de altă natură (ibid., $ 3.8). 


b) Descompunerea sistemului de ecuații 


Să examinăm acum sistematic urmările ipotezei (9). 
'Ținînd sesma de ea în ecuaţiile (1), obținem 
Cu.s =0, 6325 =0, Oa + Oaza + Ga =0, (10) 


de unde conchidem că oz şi op Sint funcţii numai de 4,,ra, iar oag este o 
funcţie liniară de z,. 


174 PROBLEMA ANTIPLANĂ Cap. 5 


Întrucît acum avem 0 = cap, trei din ecuaţiile (2) se reduc la 
O u = 0; 033,22 = 0, 033,12 = 0, (11) 


de unde conchidem că os, este totodată liniară în a, şi 2, şi nu conţine 
termen în za. Prin urmare, avem 


G33 = Gu Tyts + atata + Os%, —- Cafa + sta + Ge; (12) 


unde a, sînt constante reale, încă necunoscute. 

În locul termenilor în z, (nuli pe baza za = 0), să punem în evi- 
denţă termeni în z— 1 (nuli pe baza 2 = 1). Să punem în evidenţă şi coor- 
donatele (27, 9) ale centrului de greutate al secţiunilor. Cu aceasta (12) 
devine 


033 = (2a—l) [au(2, —24) + aa (23—29)]+ Buz —20)+Ba(23—29)+ Ba (13) 


unde termenul de forma aa(zs—!) lipsește : un astfel de termen ar corcs- 
punde unei sarcini nule pe baza 7, =, şi constante și diferite de zero 
pe baza 2, = 0, aşadar unei sarcini sub acțiunea căreia bara nu se poate 
afla în echilibru. 
Ecuația (2) pentru i =j = 3 rezultă acum verificată identic. 
Introducînd (13) în cele două ecuaţii (2) ce mai rămin, precum și 
în a treia ecuație (10), obţinem în definitiv un sistem de trei ecuaţii: 


Gai f Oao,a + (Zi —21) + ao(ze—2) =0, (14) 
Aocnt(1+vy)1a =0, Act (1+ v'a,=0, 


Unde Oas; Gas Sint funcţii de z,, La. 


Sistemul complet (1), (2) a fost astfel descompus într-un sistem 
pentru cz — permiţind determinarea sa sub forma elementară (13)— , 
și sistemul (14). 


Ecuațiile fizico-gcometrice se obţin introducind relaţiile geometrice 
(4) în legea lui Hooke (3) și ţinînd seama de ipoteza (9): 


y y 
Wa = — pp Ma 3 = 9 Was = 0» 
(15) 


1 
Ut aa =0, Maat Mae = = Cami ii îl de en 


Integrarea ecuaţiilor (15) este întotdeauna posibilă, 
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Condiţiile la limită se obţin introducind (9) în (8), și ținind seama că 

sint cunoscute rezultanta şi momentul rezultant al funcţiilor (7). Din (8) 
se obţine o singură condiţie relativă la funcţiile din (14): 

Oa ha tr Oaa Ha =0. (16) 


Întrucît funcţiile din (14), coeticienţii, și condiţia (16) sînt evident 
independente de «,, rezultă că problema integrării sistemului (14) cu con- 
diția la limită (16) poate ti studiată în secțiunea 2 a barei, iar condiţia la 
limită (16) trebuie să fie verificată pe Z = îr 2. (Dimpotrivă, variabila 
z, este prezentă în (15).) 


Pentru a putea utiliza datele la limită (7), să calculăm rezultanta şi 
momentul rezultant al tensiunilor ce apar pe baza 4 =, sau chiar, 
mai general, pe o secţiune oarecare 2, = const. 


Vom nota componentele rezultantei cu 
2.=ţj sudD, îi=1,2,3; (17) 
z 
componentele momentului rezultant în raport cu un centru de reducere 
(21, Zi, a) vor fi 


Mi = | las — 20) ass — (az — 25) aul dD, 
2 

m = (| [(23 — 23) aaa — (i — 23) os] dD, (18) 
2 


A; = y [(î0, — 23) oa — (a — 23) cu] dD. 


Aceste integrale se calculează uşor pe orice secțiune 2, întrucit 
ga Gsa nu depind de «,, iar termenul funcţie de 2, din os, iese în 
tor. 


Vom alege întotdeauna centrul de reducere în chiar secţiunea pe 
care reale pi tensiunile considerate. Luind deci z; = a, în (18) obținem 
N (29) = (aa — 0) 03 AD, Ma (ar3)= — îţ (2 — 21) 633 dD, 

2 2 (19) 


N = j [(2 — 23) 0ss — (Za — 23) cu]dD. 
2 
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2, Și Pe depind evident de cz, os. Pentru determinarea lor, nu 
este însă necesară rezolvarea sistemului (14). Într-adevăr, înmulțină 
prima ecuaţie (14) cu z, şi integrind pe Z, avem 


(| [(2 Ga), + (Za oa2),2 — cul AD + a, (( (2, — 0) dD + 
2 pi 


P aa ȘI Da (a — 3)dD =0. (20) 
E 


Ţinind seama aci de formula lui Riemann-Ostrogradski (A.3.18), 
obținem o integrală care este nulă în virtutea condiției (16). Utilizind 
îormulele (A.3.6), (A.3.9) şi (A.3.5), putem pune în evidenţă momentele 
centrale de inerție ale secţiunii. Cu aceasta, (20) și (17) dau 


Pi = au loa + ala. (21) 
Înmulţind prima ecuaţie (14) cu z, şi integrind pe 2, căpătăm, 
după calcule asemănătoare, . 
Pa = oa a + alu: (22) 
Pentru a treia componentă din (17), obţinem uşor — utilizind (13), 
(4.3.4) şi (4.3.5): 
(Pa = Pa D . (23) 
Prin urmare, rezultanta tensiunilor pe orice secţiune este inde- 
pendentă de «,, iar mărimile /2, sint cunoscute din (7). 


Nici pentru calcularea componentelor 7, (03) şi Aa (23) nu este 
necesară rezolvarea sistemului (14). Introducind (13) şi (17) pentru î = 3 
în expresia (19) a lui //, (73), sintem conduşi la a calcula aceleași mo- 
mente de inerție ca în (22); ținind seama de (22), obţinem 


A (23) = (23 — D Ra + (Bi ha + Ba ln) — (a — 13) Ra. (24) 
Tot astfel deducem şi 
Nol) = — (23 — DP — (Ba lo + Paha) + (i — 21) Ra. (25) 
În fine, a treia formulă (19) se scrie 
N = M — B+ Ry cu MB = (| (mos — acu) AD. (26) 
2 


Această relație exprimă numai legătura dintre componenta după 
Oz, a momentului rezultant pentru un centru de reducere oarecare, și 
momentul 77 faţă de originea (0, 0, 2). Dacă punctul (2, 23, 23) este 
situat pe axa centrală (2.3), avem Al = 0, ceea ce era de așteptat. 
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Mărimile A, (3), Ma(23) nu sînt cunoscute. Notind însă 
N, (D= AM, Ma (D= Ma, (27) 
este limpede că A, Ala, A, sînt componentele momentului rezultant 


al sarcinii f, din (7), aşadar sint mărimi cunoscute. 

Cele cinci relaţii (21) — (25) permit determinarea constantelor 
29 das Bis Bas; Ba. Pentru aceasta este suficient să luăm 2 = în (24) 
și (25), și Să ţinem seama de (27). 

Cu aceasta, 5 din cele 6 condiţii date sub formă integrală pe baza 
2, = sint folosite, şi ele determină complet os sub forma (13). Pro- 
blema se reduce acum la rezolvarea sistemului (14) pentru tensiunile o 
Şi 32, care trebuie să satisfacă condiţia la limită (16), și condiţia cu 
caracter integral (26). Aceste funcţii odată găsite, rămine de integrat 
sistemul fizico-geometrie (15). 


$4. FORMA ECUAȚIILOR PROBLEMEI ANTIPLANE 
ÎN VARIABILE COMPLEXE CONJUGATE 


a) Ecuațiile problemei 


Întrucit sistemul (3.14) nu depinde de variabila z,, este firesc să 
introducem mărimi complexe definite în 2, şi să utilizăm sistematic, 
variabilele complexe conjugate 3, 3. Noţiunile de care vom face uz sint 
amănunţit prezentate în $$ A.4—A.II, 


Să considerăm deci variabilele complexe 
3=Aatiza, = a —iaa. (1) 


Pentru anumite puncte, ca de pildă centrul de greutate al secțiunii, 
sau centrul de reducere al sistemului de forţe, notăm 


do=M+iz, 4=mtin. (2) 


Pe orice curbă € din domeniul Z, avem desigur 3 = 3(s8), unde s 
este abscisa curbilinie pe £. Din (1) urmează evident (vezi şi (A.4.21)): 


3 (5) = as) ins). (3). 
Vom considera în cele ce urmează constantele complexe 


a = apti, = Bi rifa, 


4), 
R = PR triRa M=M+riM, în 
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(unde R şi M se numesc rezultanta compleză, respectiv momentul înco- 
voielor complez al sarcinii exterioare) şi funcţiile 


M(2z3) = Mira) + i Me), 
T (35 3) = Oa (av Pa) + Loga (Do 22), (5) 
U (3, a» 23) = Mu (us as Da) Ar Lalu oo 23), 


numite respectiv momentul compler, lensiunea tangențială complexă şi 
deplasarea tangenţială complexă. 


Acum putem transcrie relațiile din $ 3 sub o formă mult mai 
compactă. 


În primul rind, formula (3.13) devine 


Gay = Re ([« (a, —D+ 8)G — 30)) + 83, (6) 
sau încă 
as = (aa —D (83 + ad —20) + (Ba + Bă — 20) + Ba, (7) 


unde am notat | 
20 = uâo tr dos 2 = Bâot Bo: (8) 


'oeficienţii din (6)—(8) sint cunoscuţi cu ajutorul relaţiilor (3.21)— 
(3.27). Adunind egalitatea (3.21) cu (3.22) înmulțită cu i, găsim 


R = alt aa n + idla, 
sau încă 


2R = (a + a) ls + (a —a)'u+2ia ha, 
de unde, ţinind seama de expresiile (A.7.25), deducem 
2R = la +la. (9) 
Tot astfel, din (3.24), (3.25) obţinem pentru o secțiune x, oarecare 


2iM(a3) = 2(2p — DR + lo +18 — 2(3, — 30) Bas (10) 
de unde pe baza z,=l: 
2iM = Ip +18 —2(3, — 30) Ba. (11) 


__ Seriind relația complex conjugată cu (9), se obţine un sistem în 
&, &, & cărui soluţie este 


a = (2/3) (,R — IR), (12) 
unde 


$ = fe —li = 4 (nn loa — [23), (13) 
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Izolind în relaţia (11) termenul If +15, deducem o formulă ana- 
logă cu (9): prin urmare, constanta f se obţine din (12), înlocuind R 
prin î M-+ (3, — 30) Ras: 


3 = (2/8) (loM + 1M) + (2/8) Llo(3, — 0) — 1(ă, — î0)] Ba. (14) 
În particular, dacă "2 = 0, sau dacă centrul de reducere este ales. 

în centrul de greutate al bazei (3, = îp), relaţia (14) devine 
B = (2/8)i (IM + 1M). (15) 


Împreună cu (3.23), relaţiile (12) și (14) dau efectiv coeficienţii ce 
intervin în expresia (7) a componentei oa. 

Toate aceste relaţii sînt independente de constantele elastice ale 
materialului. 


Să trecem la ecuaţiile (3.14). Făcînd uz de definițiile (4), (5) şi de. 
formulele (A.4.5)—(A.4.7), obţinem sistemul 


Ta ta + Ea — 0) + a-l =0, 
o (16), 
Tess -u E 


unde cea dintii este ecuaţia reală de echilibru, iar cea de-a doua, ecuaţia 
(complexă) de compatibilitate a problemei. 

'Ținind seama de formulele (A.3.12) și (3), şi folosind notația sl =, 
condiţia la limită (3.16) (care trebuie înţeleasă în sensul din $ 1.1) devine. 


T(t, DU(5) —T(4,t) vs) =0. (17). 


În fine, singura din condiţiile pe baze care intervin în studiul sis- 
temului (3.14), şi anume condiţia (3.26), ia forma 


2 =i NI IT (3 — a) — TG —3)14D. (18). 
2 


Problema se reduce deci la rezolvarea sistemului (16) cu condiţia. 
la limită (17) şi condiţia (18) — care are rolul unei condiţii de normare. 
Nu putem afirma deocamdată nimic asupra existenței sau unicităţii solu- 
ţiei acestei probleme. Avertizăm numai că sistemul (16) omogen (pentru 
a m= 9) cu condiția la limită de asemenea omogenă (17), posedă soluţii 
nenule. 


Să trecem în fine la ecuaţiile fizico-geometrice (3.15). Se observă, 
ușor că componentele u,, 4, satisfac ecuaţiile Cauchy-Riemann (4.5.4). 
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Întrucit ele sint de clasă C2, rezultă că ele sint funcţii armonice conjugate, 
astfel că a treia relaţie (5) se scrie 


Mu (Zis Das 23) + i te (2p Das 23) = U(3, 23). (19) 
Din primele două ecuaţii (3.15) obţinem, utilizînd (A.4.5) sau (4.4.6): 
UV, AU = —2(0/B) os. (20) 


Introducind aci expresia (7) şi ținind seama de (19), putem separa 
în primul membru un termen funcție de 3 şi z,, iar în cel de al doilea, 
un termen funcţie de 3 şi 7: 


U,, + (v/E)[(z —bDa + 8] — (v/E) l(zs — De + d — 83] = 
= —Us — (vB) [(zs—Da + Blă + (/E) las) e + d—83]. 


Valoarea comună a acestor două expresii trebuie să fie o funcţie 


9(24), care satisface condiţia g(24) = — g(23), așadar este de forma i f(x), 
unde f (as) este o funcţie reală, necunoscută încă. 
n felul acesta, relaţia (19) se scrie 


VU, =0, (21) 
iar relația (20) se înlocuieşte cu 
U,, = — (E) lasă + 68 + 0/8) las— De + d—Bs] + 
+ i (3). (22) 


Mai departe, înmulţind a cincea ecuaţie (3.15) cu i și adunind-o cu 
cea de a șasea, obţinem 


Us = — 2 +uiT. (23) 
În sfirşit, a treia ecuaţie (3.15) se scrie 
3,3 = (1/2£) (23—0) (&3 + ag—26) + (1/25) (Ba + B8—2d) + 
+ BalB. (24) 


Dispunem deci de sistemul ecuaţiilor fizico-geometrice sub forma 
(21) —(24); primele trei din aceste ecuații dan derivatele parțiale ale func- 
ției U în raport cu variabilele ş, 3, za. 


b) Comportarea secțiunilor 


Putem trece acum la caracterizarea comportării de ansamblu a 
gecţiunilor, cu ajutorul criteriilor (2.4)—(2.7). Avem mai întîi 


Esi + iese = (1/2u) T(3» 3), Ess = (1/E) oa» (25) 
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astfel că, utilizind (3.17) şi (4), obţinem 
eș, + ie = (1/2u)(R/D), e =(1/E) (8,/D). (26) 


Mai departe, din (A.1.5), avem evident 
1 : 1 
top + loga = 3 [(%a, — 3) + i (3.2 — Ma.s)] = 3 — Wa , 


de unde, ţinind seama de (23): 
Oa “+ isa = 23, — (1/2) T(3, 3). (27) 
Întrucît T nu depinde de 4, din (27) şi (24) avem pe rind 
(ga + isa), = 2us,s = (2/E)(,—) + (B/E); 


întrucit aceasta este o mărime constantă pe orice secțiune, ea este egală 
cu media ei: 


(cozi + ica),s = (a/E) (23—0) + (BIB). (29) 


În fine, formula (A.4.5) permite să scriem 
1 
Oa >= 2 (Ma == 4.1) = — Im U,, . (30) 


Ținind seama de (22), derivind în raport cu a, şi integrind pe 3, 
căpătăm de aci 


cois = (vB) Im (a 30) — f'(23). (31) 


Formulele (26), (29) şi (31) caracterizează starea secţiunilor, chiar 
fără rezolvarea prealabilă a problemei (cu excepţia relaţiei (31), în care 
intervine f(2)). Starea de întindere-compresiune depinde numai de exis- 
tența unei componente (2, £ 0, iar cea de alunecare, de existența unei 
componente R = 0. Starea de încovoiere depinde de cantităţile « şi 8, 
şi prin urmare de R, M şi (24. Starea de torsiune poate fi cunoscută 
numai cunoscind funcția f(x) (vezi mai departe $ 8, pag. 201). 

Starea de întindere-compresiune, starea de alunecare şi acea compo- 
nentă a stării de încovoiere care depinde numai de M şi 2, nu variază 
în lungul barei. 


Pusă sub această formă, problema antiplană se rezolvă într-un mod 
unitar. Cazul T = 0 este elementar. Dimpotrivă cazul 7320 este ne- 
elementar şi necesită rezolvarea efectivă a sistemului (16), 
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Ş 5. BARA CILINDRICĂ ACȚIONATĂ PE BAZE 
DE SARCINI NORMALE 


În acest cadru intră problema întinderii (cea a compresiunii diteră 
de ea numai printr-o schimbare sistematică a semnelor) și problema înco- 
voierii pure. 


Avem de integrat ecuaţiile (4.16) cu condiţia la limită (4.17) pe 

Z = ir Z şi cu condiţia integrală (4.18) — iar apoi ecuaţiile (4.21)— 
(4.24), 

Bara este solicitată pe baza z; = de o sarcină normală, așadar 

R = NA = 0. (1) 


De aci (vezi şi $ 2, pag. 169) rezultă că reacţiunile ce apar pe baza 
fixată sînt statie echivalente tot cu o sarcină normală. 
Introducînd (1) în (4.12), obţinem 


aaa 0. (2) 


Întruciţ atât ecuaţiile (4.16), cât și condiţiile (4.17) şi (1.18) sînt 
în acest caz omogene, sîntem îndemnați să alegem (vezi şi (3.26)): 


T (33 3)=0. (3) 
Prin urmare, singura componentă nenulă a tensiunii rămîne 


ca =-2(Ba+ Bă —20) + fa (4) 


(vezi ei (i Al unde $, 5, d sint cunoscute din (4.14), (3.23) şi (4.8). 
trecem la ecuaţiile (4.21) — (4.24), unde introducem (2)—(4): 


VU, =0, (5) 

UV, = — E) pa + (VB) (d — Ba) + if(2), (6) 

U,3 = — dusa (7) 

3,3 = (12E) (Ba + Ba — 24) + (B4/E). (3) 

Calculind din (6) şi (7) derivata mixtă U,3, şi egalind valorile ob- 
ținute, căpătăm if'(23) = — 2 u. 


De aci urmează 
Î' (3) = Au =0, (9) 
de unde deducem mai întîi, notînd cu 0 o constantă 'reală : 


(a) = 0. (19) 
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Integrind ecuaţia (3) în raport cu 3, obținem 
us = (1/2E)(B3 + Ba — 24) 23 + (Ba/E) aa + (4 3)» (11) 


unde w, este o funcţie reală necunoscută. Din a doua ecuaţie (9) conchidem 
că +, este armonică, şi deci poate îi scrisă ca 


10, (3 3) = 102 (3) + 20a(3). (12) 
În felul acesta, ecuaţia (7) devine acum 
Us = — (BE) a, — 2w:(3), 


de unde, întrucit U nu depinde de ş, urmează — 2w;(3)=B-—ia, 
şi deci (A, B, H, K fiind constante reale): 


2%w(3) = —(B+iAg+H-+iK. (13) 
Introducind (12) şi (13) în (11), obţinem 
us = (PE) (Ba + Bă — 20) a + (Bs/E) as — Re[(B + i4)] + H. (14) 
Ecuațiile (5)—(7) dau acum explicit cele trei derivate : 


U,; =0; Us = —(v/E)83 + vB) (d—B) +ic; 


: (15) 
Us = —(B/E)2, + B-—ia. 
Integrind în raport cu 3, respectiv a, obţinem de aci 
U = — (v2B)Ba + (E) (d — Ba)a tiCa + U, (2), 
U = — UPE)Bzi + (B—iA)z + U2(3), 


şi deci notind cu Y, G două constante reale: 
U = — (1/2E) [Ba + vpa? — 2v(d — B3)3l + (B—i4)a + 
+iC3+FP+iG. (16) 


„Notind cu 4, uz, u, acea parte a componentelor deplasării care 
depinde de cele 6 constante reale A, B, C, F, G, H obţinem 


u, = — 02, + B+ PF, us = Ca —A23+0, 


17 
ug;= — Ba + Ax +H, (7) 
aşadar o deplasare rigidă detinită de vectorul de rotaţie (4, B, 0) şi 
de cel de translație (F, G, H). Pentru determinarea acestor constante, 
sint necesare date suplimentare asupra poziţiei barei (de pildă, puncte 
și direcţii care rămin fixe în procesul de deformaţie). 
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Făcind abstracţie de aceste componente, obținem în definitiv 
U = — (1/2E) [Bas + vp32 — 2v (d — B3)3], 
us = (1P2E) (83 + Ba — 20) 23 + (Pa/B) a. 


Formulele (4) și (18) rezolvă complet, în axe oarecari, problema 
barei de secţiune oarecare, solicitate pe baze de o sarcină normală. 


(18) 


$ 6. ANALIZA STĂRII ELASTICE A BAREI ACȚIONATE 
PE BAZE DE SARCINI NORMALE 


a) Comportarea secțiunilor 


Vom începe prin a utiliza formulele (4.26), (4.29) şi (4.31). Pentru 
a înțelege mai bine fenomenul, vom determina şi rotirile fiecărei secţiuni 
în parte, ţinînd seama și de deplasarea rigidă (aşadar utilizînd formulele 
(5.14), (5.16), şi nu formulele (5.18)). 

Întrucît avem R = A = 0 şi T==0, din (4.26) deducem 


eg, + ic =—0, ct = P3lED. (1) 
Mai departe, introducind (5.14) în (4.27) avem 
Oa + ioza = (B/B)a, — B-+iA, (2) 
astfel că (vezi și (4.29)) 
oii st ioss = BB. (3) 
În fine, ţinînd seama de (5.16) în (4.30), deducem 
cyp = — (iv/2E) (83 — B3)— 0, (4) 
astfel că 
0 s=0. (5) 


Constantele A, B, C, intervin în expresiile ce caracterizează rota- 
ţiile secţiunilor, dar nu şi în cele ce caracterizează rotaţiile lor relative. 

Secţiunile nu sînt; supuse nici la alunecări, nici la torsiune (cu toate 
Că cop3f O, şi chiar w7=f0). 

Dacă (2 =k 0, secţiunile sînt supuse la întindere, iar dacă PF 0, la 
încovoiere. Ambele stări sînt independente de 2, așadar toate secţiunile 
se comportă la fel unele față de altele. 
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b) Sarcină static echivalentă cu o forță unică 2 


În acest caz avem 
Ra M= A =0, PsFo, (6) 


forța 2, fiind aplicată într-un punct ş,. 
Din (4.12), (4.14) şi (3.23) avem deci 


a = 0, B = (2/5) [lo(, — â0) — (3, — 30)l Bas 63 = BD, (7) 


astfel că unica componentă nenulă a tensiunii este determinată. Din (5.4) 
obținem în general 


În ze Fr ha 
_— a) — Ei pl 
ali ms +a 
TI aa i lia D 


iar în cazul particular al axelor centrale principale (2? =a20 = le =0, 
la = lao lea = 3): 


oaia + za a (9) 


După cum rezultă din (1) şi (3), secțiunile sint supuse la întindere 
şi încovoiere. 

Dacă 3, = îo, atunci 6 = 0, şi bara este supusă la întindere pură. 
În acest zh din (5.4), (5.18) şi (7) deducem — în axe centrale : 


24 [4 (2 (74 
meg Mea e fe Da Mee 10) 


c) Sarcină statie echivalentă cu un cuplu de moment M 


În acest caz avem 
R= Rs = AM =0, M=+EO, (11) 


unde M nu depinde de alegerea centrului de reducere. 
Din (4.12), (4.15) şi (3.23) avem acum 


=0, BB) M+ IM), Ba=0, (12) 


ceea ce determină unica componentă nenulă oz a tensiunii, 
Din (5.4) şi (5.18) sai acum 


oua = (Bă + Bă — 24) (13) 
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şi încă, abstracţie făcind de roto-translaţia rigidă (5.17): 
1 . _ Ș: a a 
U = — ap (Pat vB3* — 2vd3), 43 = pp (86 + Bă — 20). (14) 


Întrucît 2, = 0, din (1)—(5) rezultă că secţiunile sint supuse numai 
la rotiri relative în jurul unor axe normale pe Oaza. Din această cauză, 
bara, solicitată de sarcini de torsor (11) este în stare de încoroiere pură. 

(Încovoierea apare şi sub acţiunea unei forțe 2, aplicate excentric, 
dar în acest caz ea este însoţită de întindere.) 

În cazul încovoierii pure, rotaţiile locale nu sînt funcţii de punct 
pe secţiune. Există rotații locale (și chiar rotații medii) nenule și în jurul 
unor axe paralele cu 0, — dar rotaţiile medii relative sint nule. 

Din a doua formulă (14) rezultă că secțiunile plane rămîn plane după 
deformaţie : orice secţiune 1, = 74 trece după deformaţie în planul 4, = 
=— Ta + tal; â» Za). Ipoteza secțiunilor plane — cunoscută din rezistenţa 
materialelor — se confirmă deci. (Din (10) se vede că ea este valabilă şi 
in cazul întinderii pure.) 


Pentru a găsi constantele A, DB, C, 7, 6, 2, sint necesare dale suplimentare asupra 
deplasării barei în ansamblu. 

Astfel de pildă, dacă presupunem că origina O nu se deplasează, și vecinătatea ci nu 
se rotește, atunci, luind 3= 3 = 0, deducem din (14) și (5.17) că F=G = H = 0, iar din (2) 
și (4) urmează că A=B=C=0, 

Din (14) urmează evident că punctele bazei 1;=0 nu sint fixe, intrucit avem U=£0. 
Presupunerea de mai sus revine la a considera deci că baza x, = 0 este fixată „In medie”, ea 
nedeplasindu-se înafara planului ei, și nerotindu-se în ansamblu. (A se revedea și $ 2, pag. 169.) 


Pe viitor vom presupune intotdeauna A=B=C=F=(G=H=0. 

Pentru a obţine componentele tensiunii şi deplasării sub formă 
reală, să facem uz de valoarea lui f din (12). În axe oarecare obținem 
de pildă 


la Ma + Ma (22, —a?) + Ioa + lao Ma (da — a), (15) 


sn lee E lia Is 22 a: lia 


d) Elemente geometrice esențiale. Rigidităţi la încovoievre 


În cele ce urmează, ne vom situa în cadrul teoriei clasice a încovoierii 
pure pentru bara raportată la axele centrale principale de inerție ale lui Z 
(aşadar ap = d=0, la = 0). Proprietăţile geometrice despre care vom 
vorbi nu depind desigur de alegerea axelor. 

Din (12) obţinem mai întii 


= — (Palla) + (AI). (16) 
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Formula (15) devine aci 
Ss = — (Mala) + (All) Za (17) 
iar (14) se reduce — după calcule elementare— la 


TA = (Bla) [zi + vai — 23)] — (AVE) asta 


da = (BI) [i + Mă — 20 + MAEI) caza (18) 


tts = [AF A+ (ALEI )aal as: 


De aci se obțin uşor componentele stării elastice în cazul particular 
al momentului dirijat după una din axe (A, = 0 sau Ma=0). 

Întrucit avem d(Z)&!, caracterul deplasării în ansamblul ei este 
strins legat de caracterul deplasării liniei centrelor de greutate. Luînd 
în (13) a, = Za = 0, obţinem pentru aceasta 


1 2 l î 
u = > (Mal Bla) u=— E (ALEI) 3=0. (19) 


Locul punctelor în care trec după deformaţie centrele de greutate 
ale secţiunilor se numește linie elastică. Dacă U — 0, secțiunile nu se ro- 
tese (în medie) în jurul tangentei la această linie (vezi (4)). 

Scriind ecuaţiile (19) în coordonate (7, Za 73), adică punind ui = z,, 
ui = z (de fapt «i, 2), obţinem 


2 = > (MEI) 2, = — AB) ai, (20) 


de unde se vede că a,/a, = const., așadar că linia elastică este o curbă 
plană. Planul în care ea este situată poartă numele de plan de încovoiere, 
şi ecuaţia sa (precum şi a urmei sale pe orice secţiune) este evident 


(AJ) Za + (Mala) za = 0. (21) 
Din (17) deducem că există un al doilea plan important 
(Mala) ai — (AI) za = 0, (22) 


pe care cs, = 0. Din a treia ecuație (3.15) urmează că pe planul (22) 
avem și es, = 0. Acest plan este perpendicular pe planul de încovoiere, 
şi se numeşte plan neutru. 


Dat fiind că axa Uz, este orizontală şi axa Ox, este verticala descendentă (vezi fig. 
5.6.1), în cazul unei sarcini echivalente cu un cuplu //3 > 0 dirijat după Oz,, planul de inco- 
voiere este planul vertical; din (19) rezultă u? > 0, așadar centrele de curbură în lungul liniei 
elastice sint indreptate spre direcția valorilor z, pozitive. Dimpotrivă, dacă A, = 0, A, >0, 
planul de încovoiere este planul orizontal și ud < 0, ceea ce inseamnă că centrele de curbură 
sint indreptate spre direcția valorilor 2, negalive. 
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sa 
Med: Jp>0; A>0;:9>0; 
Încavoiere în planul orizonta” Încovoiere în planul verțical 
Fig. 5.6.1 
Amintim (vezi de ex. G. Vrănceanu [1], vol. 2, $ 14.1) că raza 


de curbură p, și torsiunea 7, ale unei curbe în spaţiu sînt date de for- 
mulele 


pe? = (424 B24 02)jAs, 7, = —(42+ B2+ 02))A, 
da, da da | 
A =| dz, A*; die | di 
da, dizz d | 


unde A, B, C, sint minorii formaţi cu elementele primelor două linii ale 
determinantului A. 'Ţinind seama de (20), obţinem acum 


A = (MIEI) (das), B = — (AM Bla) (dag), 0=0, (24) 
şi deci 
pe? = (ALEI) + (ALEI) (Aaaa). (25) 
Întrucît avem 
ds = Vaz: o 3 da + dai _. VI + UA/EL + (A/E12)2) a das, (26) 
vom nota 
po? = (MIEI + (AJEI), (27) 
şi vom transcrie (25) sub forma 
pr! = pol (1 + po 03) %2, (28) 


Atita timp cît deplasările nu sînt foarte mari, avem evident z;/ pol. 
Prin urmare, avem e, 2 po şi, în primă aproximaţie, linia elastică este 
un arc de cerc. Aceeaşi valoare a razei de curbură se obține din (25) dacă 
admitem as 2 8, ceea ce este permis în cadrul teoriei liniare. 

Valoarea torsiunii 7, rezultă nulă (ceea ce era de aşteptat), chiar 
independent de presupunerea 4, 2 s. 
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Vom nota raza de curbură a liniei elastice cu g, în cazul în care 
planul de încovoiere este planul vertical Oar, (așadar pentru A, = 0, 
Aa =£ 0), şi cu ga în cazul încovoierii în planul orizontal Oas (AO, 
Ma = 0), Atribuind acestor raze semnul corespunzător direcției pozitive 
sau negative a axelor spre care este orientată concavitatea liniei elastice, 
obținem din (27) relaţiile importante: 


Pi! => Ma] Play pa! > — ME pa? = pi? pa. (20) 


(Intervertirea axelor Ox, și Oz, în orice formulă în care intervin 
momentele, se face ținind seama şi de necesitatea de a schimba semnele — 
datorită faptului că sistemele Oz,rar, şi Orar, nu sint de aceeaşi ori- 
entare.) 

Să clarificăm semnificația primelor două relaţii (29). Cantităţile p,, 
p, Sint parametri cu caracter global, ce caracterizează comportarea de 
ansamblu a barei. Ei sint determinaţi ca produse de factori E (depinzind 
de material), !, sau /, (depinzind sub formă globală de configuraţia 

metrică a secțiunii), și A, sau A, (depinzind de asemenea sub formă 
globală de sarcină). Acest fapt permite evaluarea separată a rolului sar- 
cinii, materialului, și geometriei secţiunii. 

Cu cît razele p,, pp sint mai mari, cu atit bara este mai rigidă (vezi 
(19)). Mai departe, din (29) se vede că cu cît |, 1, sint mai mari, cu 
atit — pentru o sarcină şi un material dat — bara se va depărta mai 
puţin de la configuraţia inițială (rectilinie). De aceea, mărimile |, și le 
se vor numi rigidități geometrice la încovoiere pură. Mărimile BI, și Ele 
se vor numi rigidități la încovoiere pură. 


O relaţie analogă cu (29) apare în studiul problemei torsiunii pure (vezi (13.15)). În pro- 
blema încovoierii în consolă apare analogul nemijlocit (9.14) al relaţiilor (29), precum și o relaţie 
mai complicată, dar cu semnificație inrudită (vezi (19.10) şi (19.17)). În line, relaţii de acelaşi 
tip se intilnesc și în problema ștanţei rigide (vezi (10.8.5) şi (10.8.8)). 


'Ținînd seama de formulele (29), obținem acum din (17) 
Gas = — (pi! a pă! Ze), (30) 
iar din (18) 


1 4 | 
= > pila + vai — 23)] + v ps! ua 


1 j 
ua _ pa! [23 + v(ză — 23] + vei! za (31) 
Ma = — (pi Dak pa! Za) a. 
Pentru ecuaţiile liniei elastice avem din (19) 


1 4 
ui Va Pi Di = 


pa dă. (32) 
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În fine, din (21) şi (22) obţinem pentru 


planul de încovoiere: 

pi i — pi! aa=0, (33) 
planul neutru : 

pr i + pal 2 =0. (34) 


Planul neutru împarte bara în donă domenii: unul în care avem 
633 >0; ss >0, şi celălalt în care avem ca <0, cap <0 — aşadar 
unul în cate există fensiuni de întindere și fibrele longitudinale se lun- 
gese, şi ceslălalt în care există tensiuni de compresiune, şi aceste fibre 
se scurtează ?). 

Notind cu p distanța de la un punct de coordonate 4, a, la urma 
planului neutru (314) pe 2 avem (vezi de ex. G. Vrănceanu [1], vol. 1, 
$ 2.0): 


p = x (paz + puzt2)/V pt + pă. (35) 
Ținind seama de a treia relație (29), obţinem din (30) şi (35): 
033 = — E pat, + Put3)| pipa = — Ep Ve: A+ pălpa pa = — Eploo. (36) 


Am reţinut aci semnul minus, pentru ca (36) să generalizeze relaţiile 
ce derivă din (30) pentru A, =0 sau MW=0: 


Op = — E £,/0s respectiv osg = — E ca] pa: (37) 


Tensiunea într-un punct oarecare e deci proporţională cu distanța 
la planul neutru, cu curbura liniei elastice, şi cu modulul lui Young. 

De aci rezultă două concluzii practice importante. Pe de o parte, 
punctele cele mai solicitate sînt cele mai depărtate de planul neutru — 
şi aceasta dă o regulă simplă pentru a se evita apariţia de tensiuni prea 
mari, Pe de altă parte materialul situat în apropierea planului neutru 
„Du lucrează” și deci este indicată utilizarea de profile care îndepărtează 
materialul de acest plan. (Vezi şi $ 9, pag. 208 şi $ 16, pag. 266). 

Pentru o bară de oţel (E 22 2,15 10% kgt/em?, o, 22 2+103 kgt/em2), conchidem că trebuie 
să avem pp >> 10%p. Întrucit în general p este de ordinul de mărime a cițiva cm, cel mult 
cițiva dm, rezultă că gy este de ordinul zecilor sau sutelor de metri. (Vezi şi cele spuse după (28).) 


Din a treia formulă (31) rezultă că o secțiune plană 4, = 3, trece 
după deformație tot într-un plan: 


D= (| — pile — pă! a) da. (38) 

Remarcind că parametrii directori ai tangentei la linia elastică (32) 

în punctul în care ea înţeapă planul z, = 2, au valorile pi! ă, ga! a, 
1, și transecriind (38) sub forma 

(pr! 5) au + (pa! 7) Za + 4 = a (39) 


7 N RI 


5) Acest fapt a fost pus la baza. studiului problemei încovoierii de către E. Mariotte [1]. 
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deducem că secţiunile normale tree după deformaţie în plane perpendi- 
culare pe linia elastică. Aceasta era de aşteptat, întrucit axele Ozzy, 
sint axe principale. 

Soluția exactă a problemei confirmă deci ipotezele formulate de 
J. Bernoulli [1]: ipoteza secţiunilor plane, normale pe linia elastică, și 
ipoteza încovoierii în arc de cere a liniei elastice. (Pentru domeniul de 
validitate al acestei soluţii vezi şi A. Rornecki [1].) 


e) Încovoiere dreaptă şi încovoiere oblică 


S-ar putea crede că încovoierea în lungul unei axe principale de 
inerție nu diferă calitativ de încovoierea după o direcţie oarecare (com- 
pară de exemplu (36) cu (37)). Dar în fapt, aceste axe au un rol esenţial. 

Să notăm momentul încovoietor com- 
plex cu A, 


M = AM + Mp = |Mlexp (î4). (40) - 


Din (27) obţinem 


po" =(IMP/E2) [(cos* $)/h + (sin? )/13]. (41) Ap 
Extremele acestei funcţii se obţin z, 
pentru 
Fig. 5.6.2 
2 ps*/8Y = (IMI*/E?) [!i* — |; *]sin 2y = 0, (42) 


așadar pentru valorile 0,7, 72 x, ale unghiului y. 


Să alegem notația axelor în aşa Jel încât să avem |, SS |. Din expresia 
92po*]0%? = 2(|MP[E?) [lş* — li *] cos 29, (43) 


deducem 
= 5 | 
2*p52l0p| 0,  0tpat]agă , >0, (44) 


1 
4=0 


Y=ŢE 
de unde rezultă că pentru momentul M dirijat în lungul axei Oz, 
(aşadar o) =2 z| curbura ps! atinge valoarea sa minimă; iar pentru M 


dirijat în lungul axei Oz, (aşadar V = 0) ea atinge valoarea mazimă. 
Vom numi plan al sarcinii, acel plan a cărui urmă pe secţiune este 

perpendiculară pe M. (Denumirea provine din faptul că cuplul de moment 

M poate ti privit ca realizat cu ajutorul unor cupluri elementare, compuse 
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fiecare din cite două forțe egale şi opuse, dirijate paralel cu Ox,, şi aplicate 
în două punete situate pe o linie perpendiculară pe M.) Astfel de pildă, 
dacă A, = 0, Aa, planul sarcinii este dirijat după 0x,; iar dacă 
N, = 0, Ma = 0, el este dirijat după 0a,. 

Rezultă deci că, dacă planul sarcinii este dirijat după axa Oz, 
în raport cu care momentul de inerție este minim (|, < 1), atunci curbura 
atinge valoarea sa minimă ; dimpotrivă, dacă planul sarcinii este dirijat 
după axa Oa, în raport cu care momentul de inerție este maxim, curbura 
atinge și ea valoarea sa mazimă. 


Din (31) şi (36) urmează că, cu cît raza de curbură este mai mare 
(așadar bara este mai rigidă), cu atit tensiunile și deplasările sint mai 
mici. Întrucît bara rezistă în condiţii optime pentru planul sarcinii dirijat 
după 0a,, iar în acest caz (A, = 0) rezultă din (21) că planul de încovo- 
iere este planul z,; = 0, așadar planul Oz, — acesta va purta numele 
de plan de rigiditate al barei; planul Oz, se va numi plan de flezi- 
bilitate. 

concluzie : bara rezistă global în condiţii optime la sarcini dirijate 
(global) după axa în raport cu care momentul de inerție este minim, 
așadar — în axele particulare alese — la sarcini A, = 0, Ae=f0. (Desi- 
gur, cele de mai sus îşi pierd sensul dacă |, = la.) 


Ne rămîne să cercetăm comportarea barei sub acţiunea momen- 
telor dirijate nu după axele principale. 


Întrucît planul ce conține vectorul M are ecuaţia 


RIA, => Zalau (45) 
urmează că planul sarcinii are ecuația 
AM, + Mada = 0, (46) 
sau încă, ţinind seama de (29), ecuaţia 
pa! 2 — lepil 2 =0. (47) 


'Ținind seama de valorile pantelor z,/x, ce se obţin din (46) pentru 
planul sarcinii, și din (21) pentru planul de încovoiere, obţinem pentru 
tangenta 1) unghiului ge dintre cel dintii şi acesta din urmă, valoarea 


N N, | AMY | 
teo = |—-— Ela E < i ia (48) 
i: | N, bi Ma , N, Li 
'Ținind seama că din (40) urmează A,/ A = ctg v, şi notind |,/l = 
= 1, unde 7 1, obţinem deci 


tg e = [(1 —n)tev]:[l+ n te], (49) 


%) E preferabil să calculăm tangenta, intrucit cosinusul nu informează asupra semnului 
unghiului. 
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de unde 
a (te2) = [1 — m) (1+ tg?) (| — n te9)]:[1 + m tg]. (50) 


Eliminînd cazul banal n = 1, rezultă că unghiul ge se anulează 
numai pentru valorile y = 0,7, aaa. Prin urmare, bara se în- 


convoaie în planul sarcinii dacă şi numai dacă acesta trece prin una din 
azele principale de inerție ale secțiunii. Condiţiile optime sint realizate 


atunci cind acesta este planul de rigiditate | y = - m Sau = m |. Con- 


ra cele mai defavorabile survin cind acesta este planul de flexibilitate 
(y = 0 sau 7). 

Încovoierea în aceste plane se numeşte încovoiere dreaptă. Încovo- 
ierea în afara acestor pina: cînd planul de încovoiere nu coincide cu planul 
sarcinii, se numește încovoiere oblică. 

Semnul mărimii tge este acelaşi cu al mărimii tgy. Din (49), (50) 
obţinem următorul tablou de variaţie al funcţiei tge pentru ve [0, 7]: 


1 1 1 1 3 

Y 0 —r arc tg — —r arc tg | — — —F TE 
4 Va 2 Va 4 

tey 0 1 1/Va 4+ 00 — 113 —1 [1] 

1 a 1 za 
igo 0 A e să 1)/Vm ză — poli — IV A 0 
d 
ai | "$ + pr 0 — — — 0 -t + + 


dy 


Unghiul e este pozitiv pentru y situat în primul (sau al mr pia 
cadran, şi sadalir pentru 4 situat în al doilea (sau al patrulea) 


Plan de sarcină „Plan de sarcină 


f 4 
i i Alan de Încovo>: 
, Plan de încovoiere Y Vera i 


Fig. 5.6.3 
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Aceasta înseamnă că planul de încovoiere este situat întotdeauna 
între planul sarcinii şi planul de flexibilitate. Cu alte cuvinte, planul de 
încovoiere se abate de la poziţia sa optimă mai repede decit se abate 
planul sarcinii de la poziţia sa cea mai indicată. De aceea, apar deplasări 
mari pe alle direcţii decît cea corespunzătoare planului sarcinii, 


Pentru o conică de ecuație F(x, tș) = 0, ecuația diametrului conjugat cu o direcție dată 
m este 


Fa + mFa=0 (51) 
(vezi de ex. G. Vrânceanu |], vol. 1, $ 4.2). Alegind 

F(z 23) 3 20|, + zl, —1=0, (52) 

aşadar considerind elipsa de inerție a secțiunii raportală la axele principale, şi luind 

m = — N! ha (panta urmei planului sarcinii), obținem pentru diametrul conjugat ecuația 

zile — (MI Ma) (all) = 0, (53) 


aşadar tocmai ecuaţia (22) a planului neutru, 

Urma planului neutru și urma planului sarcinii sint deci diametri conjugaţi ai elipsei 
centrale de inerție a secţiunii. Or, diametrul conjugat cu o direcție dată este locul geometric 
al mijloacelor coardelor conicei, paralele cu acea direcţie. Dacă elipsa de inerție este construită, 
acest rezultat dă un mijloc simplu de a construi planul neutru (şi deci şi planul de înco- 
voiere), pentru un plan al sarcinii dat. 


Să determinăm acum tensiunea os3, curbura pp! şi linia elastică, 
punind în evidenţă un termen principal corespunzător încovoierii în planul 
de rigiditate. Folosind din nou notaţiile M = |M| exp (iv), şi n = hula 
obţinem din (17), (19) și (27) 


G3a = — (IM]/12) (a, sin Y — 1 e cos V), 


VU, = 40 + iu = (MIEI) ză (sin y — îm cos), (54) 


les | = (IMI/2I) Vsin? ș + m 2 cos? y. 


Chiar pentru valori mici ale diferenței V — a x, tensiunea şi curbură 


crese sensibil faţă de cazul 4 — = x; în plus, apare şi o componentă 


ul a deplasării. 

Aceste modificări sînt cu atît mai importante, cu cît v este mai mic, 

Din cele de mai sus rezultă că dacă sarcina este aplicată în planul 
de rigiditate, fenomenul de deformaţie depinde numai de rigiditatea geo- 
metrică maximă |, şi deci |, (așadar şi m) poate fi oricît; de mie. Sec- 
țiuni cu m mie permit mari economii de material. Totuşi, valoarea n 
trebuie aleasă suficient; de mare, pentru ca în cazul unor abateri ale sarcinii 
de la planul de rigiditate, tensiunile şi deplasările ce rezultă din (54) 
să nu depăşească limitele admisibile. 
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[) Aplicarea principiului lui Saint-Venant 


Soluţia (5.4), (5.18) este soluţia exactă, dacă repartiţia de tensiuni pe 1, = 1 coincide 
cu (5.4), şi dacă baza x; = 0 este fixată în aşa fel incit să avem (vezi (5.15)): 


U(3, 0) = — (2/2) [v83* — 2v(d — 8) 31, ul, $0)=0. (55) 


Prin urmare, dacă baza 2; = 0 este fixată intr-un mod care nu permite deplasările tan- 
genţiale din (55), soluţia își pierde valabilitatea, 

Principiul lui Saint- Venant permite să afirmăm că, dacă repartiția de sarcini dată pe 
baza x, = 1 nu coincide cu (5,4), dar are aceeaşi rezultantă şi același moment rezultant, starea 
elastică reală diferă sensibil de starea (5.4), (5.15) numai în vecinătatea imediată a bazei x, =. 

Întrucit pentru deplasări nu dispunem de un echivalent al principiului lui Saint-Venant, 
abaterile de la starea (5.4), (5.18) pot îi importante, dacă condiţiile (55) nu sint satisfăcute. 
Cu alte cuvinte, modul concret în care ne dâm tensiunile pe baza 7, = | nu are mare însemnă- 
tate, soluţia linzind spre o anumită soluţie-standard, funcţie de configuraţia secțiunii, de con- 
stantele elastice, şi de torsorul sarcinii. În schimb, repartiţia efectivă a deplasărilor pe baza 
23 = 0 poate influența sensibil starea elastică. Toate aceste fapte se pot verifica experimental. 
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Problema întinderii (compresiunii) pure nu necesită comentarii. 
Menţionăm numai că soluţia (6.10) pentru '2, > 0 îşi păstrează valabili- 
tatea atita timp cît os <o,, în timp ce pentru 2, < 0, fenomenul de 
flambaj apare de obicei cu mult înainte ca limita o, să fie atinsă. 

În problema încovoierii pure, singurele calcule necesare sint cele 
cerute de determinarea ariei, a centrului de greutate, a momentelor de 
inerție ale secțiunii, şi a torsorului sarcinii. Reducerea la axe centrale 
principale este necesară nu atit pentru simplificarea formulelor, cît 
pentru a determina planul de rigiditate. 


a) Cornier 


Fie o bară de secțiune dată în figura 5.7.1. Din (4.3.4) — (A.3.6) obținem pe rind 

D = 66 cem?, 2? = —3,96 cm, 20 = 6,46 cm; 

ha = 5368 cmă, Ju; = 2298 cm, ju, = — 621 cmi. 
(În calculul lui Ju trebuie să ținem seama de semnul integrandului pe diferitele porţiuni ale 
lui 2.) Raportind secțiunea la axe centrale, paralele cu cele date, obținem din (A.3.9) 


LPT = 2 618 cm, laa = 1 265 em, Îne = 1 065 cmă, 
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Pentru a determina axele centrale principale de inerție, obținem din (A.7.29) valoarea tg 29 = 


= — 1,574, de unde 9 = — 28*47' sau 9 = 61"13'. Alegind a doua soluție, poziţia axelor 
va fi cea din figură. 


„Je * Făcind uz și de  (A.7.27) sau 

' (A.7.28), obţinem |, = 680 cmi, |, == 3200 
cmi (ceea ce justifică alegerea făcută 
mai sus între cele două valori ale un- 
ghiului 9). 

Ca verificare, putem calcula În aceste 
axe momentul |, care trebuie să rezulte 
nul. Direcţia optimă de aplicare a sarcinii 
este deci în lungul axei 21. Pentru o 
sarcină dirijată într-un mod oarecare 
electuăm descompunerea momentului în 
componentele //,, AA și facem uz de 
Fig. 5.7.1 formulele din $ 6. 


b) Dreptunghi 
Examinăm acest caz simplu, pentru a da o imagine clară asupra modificării secțiunilor. 
Laturile unei secțiuni 7; = c au, Înainte de deformaţie, ecuaţiile 
Za = Ab, Is>c; = ta, L=c. (1) 
După deformaţie, aceste laturi se transformă în virtutea relaţiilor (6.31), în curbele 
1 
2 = Lor zei le + we - 7] £ vpi'bzp Za = (1 — pila, — pa aa, 
(2) 
1 
m = tera + va? — 23) + ves az za = (1 — pi 12, — pă la). 
db Să presupunem că incovoierea se desfășoară în planul vertical 


> Ozyzy așadarcă pg! = 0, Proiectind curbele (2) pe planul Oz,zs, 
obţinem ecuaţiile 


3 


1 
ZT, Za = (Itvpila)b, a =zta i pile + va — 23]. (3) 


Primele două sint ecuaţiile a două drepte, de pante 


zalx, = + ver 1. (4) 
a 
Fig. 5.7.2 Pentru A, > 0, avem p,.>0, şi din (4) rezultă că 

laturile verticale se îndepărtează în partea de jos a barei (ca- 

dranele 1 și 4), şi se apropie în cea de sus — ceea ce era de așteptat, intrucit partea 
de jos este comprimată, iar cea de sus, întinsă. Pantele acestor drepte sint cu atit 
mai mari în valoare absolută, cu cit p; 1 este mai mare (așadar cu cit rigiditatea barei 
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este mai mică şi deplasările mai mari), și cu cit b este mai mare (așadar cu cit secţiunea 
barei este mai lată). Dreapta z, = 0 râmine nedeformată — așadar secțiunea nu se roteşte 
în planul ei. 

Laturile orizontale ale dreptunghiului se translormă în două arce de parabolă, de 
curbură aproximativ egală cu 


dz,l0x3 = — vel, (5) 
1 

aşadar avind concavitatea indreptată spre axa Or, negativă, în sus. Termenul — pp le? 
2 


din ultimele două ecuaţii (3) corespunde unei translaţii de ansamblu (funcţie de x,) a întregii 
secțiuni în jos, egală cu deplasarea ut a liniei elastice din (6.32). 

Suprafeţele superioară şi inferioară ale barei sint inițial dreptunghiuri situate în planele 
z, = + a, După deformaţie, ele se transformă în suprafeţele 


1 3 
aul al ur pi! [x + va: — 25), (6) 


așadar în niște paraboloizi hiperbolici, cu aspectul caracteristic de şea. Acesta este motivul 
pentru care, cu toate că linia elastică are concavitatea îndreptată în jos, laturile inițial ori- 
zontale ale secțiunii dreptunghiulare au, după deformaţie, concavitatea dirijată în sus. 
Presupunind acum că incovoierea se face în planul orizontal Ozpz,, vom lua pp! =0 
în (2), și vom ajunge la concluzii analoge, intervertind axele x, și 2. 
Forma finală a laturilor secțiunilor pentru p; 140, pă 1-40 se obţine din cea din primul 


1 
caz, dacă adăugăm valorii z, din (3) termenul — ps 1 [e + (pb? — 25, iar valorii z, 
2 


1 
termenul + ves laz,. Toate laturile devin arce de parabolă. Apariţia termenului — pac? 
2 


în expresia lui x corespunde deplasării ud a liniei elastice din (6.32). 

Prin urmare, secțiunea se deplasează în ansamblu cu cantităţile ua.) pe direcţia Ox, 
şi uQ(z4) pe direcţia Oz,, iar laturile sale se deformează prin suprapunerea unei rotații de 
tipul caracterizat prin (4), cu o deformare în arc de parabolă de tipul caracterizat în (5). 
În această deplasare, secţiunile nu se rotesc în ansamblul lor unele față de altele în jurul 
liniei elastice. 


c) Rolul variației raportului 7 = |,/la 


Pentru un dreptunghi de laturi 2a, 25, se obțin ușor valorile 


4 4 
0, = 03, (7) 
3 3 
Calculină momentele centrale principale de inerție pentru secţiunile din figura de 
mai jos, căpătăm 


pentru pătrat : I, = 4000 cmt, la = 4 000 cm; 
pentru dreptunghi : 1, = 360 cmă, la = 4000 cm; 
pentru secțiunea în 1: 1, = 590 cmi, le = 3 990 cm; 
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Momentul de inerție maxim /, este aproximativ același în cele trei cazuri, astfel că 
trei bare avind secțiunile considerate și fiind acționate de același moment _//la, au aceeași 
linie elastică (vezi și $ 6, pag. 194). Dar intrucit ariile celor trei secțiuni sint de 219cm:, 
de 120 em?, respectiv de 98,4 em?, economia de material în ultimul caz se dovedeşte a fi 
considerabilă. Mai mult: tensiunile şi deformaţiile maxime rezultă mal mici decit cele 


Mb == 


27 


2 
10 


Fig. 5.7.3 


atinse în cazul secțiunii dreptunghiulare ; totodată, raportul 7 este mai mare decit în acest 
ultim caz, şi de aceea secțiunea în | rezistă mai bine în eventualitatea incovoierii oblice, 

Acest exemplu arată avantajele alungirii secțiunii pe direcţii perpendiculare pe planul 
neutru, şi a îndepărtării materialului de acest plan. 


d) Încovoierea oblică a barei de secţiune dreptunghiulară 


Fie o bară de oțel (E 23 2 : 10€ kgf/cm?), de secţiune dreptunghiulară (vezi fig. 5.7.3), 
cu Îl, = 360 cmă, 1, = 4000 cm?, 7 = 0,09, solicitată de o sarcină de intensitate |Mi=8 
tone-metri = 0,8 * 10% kgf-em. Formulele (6.54) și (6,49) devin aci 


dx = — 200 [, sin — (100/9), cosul], 


U, = (1/20000) ză [sin y — (100/9)i cos], 


(3) 
pg 21 = (1710 000) sin: y + (100/9) cos: ţ, 


tap = (1 — 0,09) ta: (1 + 0,09 tg). 


Abaterea maximă a planului de încovolere de la planul sarcinii se obține pentru 
A 23 73%, şi este egală cu p 256". Dar chiar pentru o abatere moderată, dată de ex. de 
unghiul 4 = 84*50' (abatere de 5"10' = 0,09 rad), obținem din (8) valorile 


Gay = — 200 (0,996 7, — 2), Up = (1/20 000)z3 (0,99% — i), 
leg 1| = 1,4710 000, tgp = 0,835, 9 = 3%50. (9) 


Prin urmare, pentru o înclinare a planului sarcinii cu 510”, față de planul de rigi- 
ditate, apare o componentă u! a deplasării aproximativ egală cu componenta ud (ceea ce 
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1 
corespunde faptului că planul de Incovoicre este inclinat de un unghi egal cu — r-—y+ 
2 


+ mp 2 45" faţă de planul de rigiditate (vezi prima fig. 5.6.3); curbura liniei elastice creşte cu 
cca, 10%; iar tensiunea în punctul de maximă solicitare (7, = 10, ay = — 3) crește cu 
cca, 30% (de la 2 000 la 2 600 kgt/em?, ceea ce pentru anumite tipuri de oţel poate însemna 
tocmai depăşirea limitei de plasticitate). 

Aceste efecte (eu atit mai pronunțate, cu cit m este mai mic) se datorese apariției 
componentei JA, = 0,72 tone-metri, care la prima vedere ar părea neglijabilă faţă de com- 
ponenta Aa = 7,97 tone-metri, Această neglijare nu este permisă, intrucit componenta MN, 
acționează tocmai după direcţia cea mai defavorabilă. 

În particular, consideraţiile de mai sus arată că nu orice modificare a secțiunii prin 
adăugire de malerial duce la ameliorarea calităților mecanice ale barei ; o altare modificare poate 
face ca planul sarcinii (care rămine neschimbat) să nu mai coincidă cu planul de rigiditate, 
și astfel să facă să apară deplasări şi tensiuni uneori catastrofale. 
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În această formulare sînt cuprinse problemele clasice ale torsiunii 
şi încovoierii în consolă, ambele cu caracter neelementar, Le vom studia 
împreună, cu ajutorul celor expuse în $ 4, şi urmărind analogia cu cele 
spuse în $$ b—7. 

Rezultatele iniţiale în această direcție aparțin lui R. Capildeo [1], 
care a obţinut primul soluţia prin intermediul unei singure funcţii de o 
variabilă complexă, definită în Z. Acest punct de vedere a fost reluat 
pe altă linie și a căpătat o mare dezvoltare datorită lucrărilor lui L. Milne- 
Thomson [1], [3]. 

Avem deci de integrat ecuaţiile în tensiuni (1.16) cu condiţia la 
limită (4.17) pe Z= îr Z,şi cu condiţia integrală (4.18) — şi apoi ecuaţiile 
fizico-geometrice (4.21)—(4.24). Bara este solicitată pe baza 2, = de 
o sarcină langențială, așadar cu 


M= Ps =0. (1) 


De aci (vezi şi $ 2, pag. 169) rezultă că, oricare ar fi modul în care 
este fixată baza rs = 0, reacţiunile ce apar pe ea sînt statie echivalente 
cu 0 sarcină tangenţială, plus eventual un cuplu generat de o sarcină 
(reacțiune) normală. 


Desigur, presupunerea T = 0 din (5.3) nu mai poate fi utilizată (vezi (3.17) şi (4.18)). 
Prin urmare, spre deosebire de cazul elementar al sarcinii normale, avem acum de rezolvat 
efectiv sistemul (4.16). 
a) Ecuațiile în tensiuni 


Introducind ipoteza (1) în (4.14) și (3.23), obţinem 
B = Ba =0, (2) 
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astfel că din (4.7) urmează 
1 = “ 
Cip = (a —) («â + aăâ — 20), (3) 


Constantele «, e sînt cunoscute din (4.12) şi (4.8) în funcţie de unii 
parametri globali ai secţiunii şi ai sarcinii. 
Să transcriem acum sistemul de ecuaţii (4.16) sub forma 


- E. aa Ș 1 
LE el înca bu aă — 26) = 0, Ta FU + wWta=0. (4) 
Integrind*) a doua din aceste ecuaţii în raport cu 3, obținem 
l sii li i. 
la o AA 6E + Tali), (5) 


unde 7,(3) este o funcţie deocamdată arbitrară. Introducînd (5) în prima 
ecuație (4), obținem 


T(3) + 713) + +0 +2)(eata)—e=0. (6) 


Separind aci în primul membru o funcție numai de 3, iar în cel de 
al doilea, o funcţie numai de ş (compară şi cu (4.20)—(4.22)), deducem 


Tu) = (a + (0 + 2văz + 2o+ ie; (7) 


unde yu este constanta lui Coulomb (introdusă aci pentru simetrizarea 
formulelor finale), iar + este o constantă reală. (Spre deosebire de raționa- 
mentul din $ 4, variabila 2, nu apare aci.) 

Introducînd acum (7) în (5) şi integrind în raport cu 3, căpătăm 


1 PE a 
4(1 +») 3S(1 +») 


unde 7,(3) este o funcţie deocamdată arbitrară de ș. 

Întrucît T = os, + ioz, este o funcţie uniformă şi de clasă C!(2), 
funcţia 7, rezultă a fi monogenă și uniformă, deci olomorfă în 2. (Singu- 
larităţi pe Z — de exemplu puncte critice algebrice — pot evident apare.) 
Notind 7,(3) = ub(3), unde O(3) este olomortă în Z, şi amintind că orice 
funcție olomortă posedă o primitivă, vom considera funcția definită de 


îu, 4 ast + că viura+ 70, (8) 


e'(3) = P(â) = u! Te(3), e(3) = P(u 22) + îq(2u 22). (9) 
Cu ajutorul ei, relaţia (8) ia forma definitivă 
= . 1 1 + 2v — 1 2 Ea e pr 
T (33) = DOD e Re 10 
(3,3) [ie rzc) sai aa ee (0) 


5) Vezi $ A.4, pag. 704. 
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sau încă, dacă e mai comodă utilizarea constantelor E, v: 

_ , 1+y 14+2y_ 1 = 

T(3,3) = IT ela — X32—— 033 +0" . 11 

(n) = ui Pe a ză): a 

Vom numi funcţia q(3) — functia lui Capildeo și Milne- Thomson. 

În expresia tensiunii tangenţiale complexe T (3, 3) intervin constantele 

cunoscute &, c, şi constanta necunoscută +, pentru determinarea căreia, 

vom face uz de valoarea încă neutilizată a momentului 4/4. În acest scop, 
vom scrie (4.18) sub forma 


a - — 
N = Mas + Ra, — Râ) (12) 
unde 
IN = 
AM = ia — 73) 4D, (13) 
2 


sau încă, făcînd uz de expresia (10) a tensiunii T (3, 3): 


AM = uz (35 dD aa Im [a (ai: ap|- 
2 EA 


— pi Im (Î 39/48) 40, (14) 
a 

unde primele două integrale depind numai de geometria lui Z. Cea de a 
treia, integrală depinde de g, şi deci de + (vezi (10)). Prin urmare, (14) 
poate îi privită ca o relaţie din care se determină 7, după ce q(4) este deja 
determinată (în funcţie 7 ca parametru). In $ 19 vom da formule prinei- 

pial mai simple pentru găsirea lui 7. 
OBSERVAȚIE, Putem reveni acum la formula (4.31) pentru og. Întrucit ușă este 

o cantitate reală, din (4.23) şi (4.30) obţinem 


13,3 = — IMU gg = — (lb) Im, (15) 
de unde, utilizind (5) şi (7): 


1 E 1+2vy - 1 
m Li im ff zi — ap — 0 + 0 + ur [a0, 
4(1+v) 4(1+») 2 
2 
şi deci 
or23 > — 7 (VE) Im (230). (16) 


Aceasta înlocuiește formula (4.31). Starea elastică a secţiunilor e deci caracterizată 
de formulele (4.26), (4.29) şi (16). Primele două au caracter elementar. După cum va rezulta 
din $19, constanta + depinde de asemenea numai de constantele elastice, de sarcină, și 
(de data aceasta sub o formă neelementară) de configurația geometrică a lui Z. 
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b) Ecuațiile fizico-geometrice 


Pentru determinarea componentelor deplasării, ne rămîn de integrat 
ecuaţiile (4.21)—(4.24), unde vom introduce (3) şi (10). Obţinem : 


U,, =0, (17) 
Us = — pla — Das + (aa — De + if), (18) 
ai + şt), (19) 

ta = (aa — D (33 ++ as — 20) (20) 


Caleulind derivata U, din (18) şi din (19), egalind valorile obţinute, 
și ţinind seama că (1 + v)/E = 1/2u, căpătăm 


Da, si 2 aia (1/2E£) (aă + ad — 2c) + ir — if'(23), 
de unde, întrucit în primul membru avem o cantitate reală : 


(za) = sza +0, ua = — (1/4£) (ag + aă — 20), (21) 
unde 0 este o constantă reală. 
Integrind ecuaţia (20) în raport cu 3, obţinem 


43 (3 3» Za) = (1/45) (ră — 2103) (op + ag — 26) + Wu), (22) 
unde w, este o funcţie reală; a doua relație (21) dă acum 
aa.ui = — (1/48) (3 + aă — 20), (23) 
de unde prin integrare în raport cu 3 şi 3, obținem 
10, (33) = — (1/8) (ag + aă — 4c)33 + 102(3) + 10s(3). (24) 


Întrucît atît +e, cit şi paranteza din membrul al doilea din (24) sint 
cantităţi reale, deducem că 20, 2 04, astfel că (22) devine 


Us = (1/4£) (ză — 213) (ag + că —2c) — 
— (1/82) (ag + a — 46) 8ă + t0a(3) + ta(3). (25) 
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Ecuațiile (17)—(19) iau acum forma 


U,; = 0, : (26) 
U,, = — (za — Dat (za — De + sas + i0, (27) 
Us = — Său — 2la,) a + ir + S-A că — 
25 E 
— ap 2 +) —2u00)] (28) 


'Ținind seama de (26) în (28), rezultă că paranteza dreaptă — funcţie 
de 3 — se reduce la o constantă complexă B —iA, de unde deducem 


202 (3) = 9(3) — (B+iA) +H+iK, (29) 
astfel că (25) devine în definitiv 
— 2 .- 
43 = Re o(3) = aş + ag — 20) — 
4B 
ÎL . = s 
sa ap (%3 + ag — 40)33 — Re [(B+i4)a] + H. (30) 


Totodată, ţinînd seama de (29) în (28), putem integra ecuaţiile 
(26)—(28), de unde căpătăm pe rînd 


zi — 3lză 
6E 
+ (B —iA)a + U,(3), 


U (3, 23) = — a iza + Dă — 2 as + 


Ulg, 23) = — Zi (03 — Dag + = (23 — Des + 


+ iza Ba + i03 + Ua (2), 
ceea ce e posibil dacă și numai dacă 


(6) = gli +a — 0 = 


= Uz) + a —5a, — (B —iA4)z=FP +6, 
6 
de unde conchidem în definitiv 
zi — 3la2 
GH 


+ îng za + (B — 4) ay + i03 + P + iQ. (31) 


U (3, a) = — a — Za (23 — D (732 — 2e3) + 
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Termenii care depind de constantele A, B, C, F, G, H sint identici 
cu cei din (5.14) şi (5.16), şi corespund deci unei roto-translaţii rigide a 
barei în ansamblu (vezi (5.17)). Făcind abstracţie de ei, obținem compo- 
nentele deplasării sub forma 


Îi — . 
A (e said d) — a (a — I) (ag? — 263) + iz 23, 
i (32) 
23 — dag 
4B 


Formulele (3), (10) și (32), împreună cu relaţiile (4.12), (4.8) și (14) 
care dau valorile constantelor «, c, +, rezolvă problema: funcţia lui 
Uapildeo și Milne-Thomson se dovedeşte a fi un potențial de deplasare 
(şi deci şi de tensiune) al problemei. Aceste formule concentrează acum 
întreaga dificultate asupra determinării funcţiei (4) din condiţia la 
limită (4.17) şi condiția de normare (4.18), singurele rămase încă nefolosite. 


Pentru a fixa constantele A, B, C, F, G, H sint necesare date suplimentare. Din punct 
de vedere practic, este important să exprimăm exact condiţiile de fixare ale barei — condiții 
care depind adesea de natura materialelor barei și corpului în care ea este fixată, precum și 
de felul în care este realizată lixarea (sudură, nituire ete.). Eventuale greşeli în această ches- 
tiune nu alterează valorile deformației și tensiunii, dar pot conduce la valori cu totul eronate 
ale componentelor deplasării. 


ua = Re o(3) + 


(3 + ag —20) — = (3 + că — 4e) să. 


$9. ANALIZA STĂRII ELASTICE A BAREI ACȚIONATE 
PE BAZA z, =l DE SARCINI TANGENȚIALE 


a) Comportarea secțiunilor 


Ca şi în $ 6, începem prin a face uz de relaţiile generale (4.26), 
(4.29) şi (4.31) — înlocuită acum prin (8.16). Întrucît avem M = 2, =0, 
din (4.26) deducem 

es, + isg = (1/2p) (R/D), es =0. (1) 


Mai departe, ţinind seama de expresiile (8.11), (8.30) şi (3.31) ale 
tensiunii şi deplasării în (4.27) şi (4.30), obţinem 


: 1 a 4 1 —2v_ 
Oa - logo = —U, + îs == 21 (3 — 2la,) „> 3B a a2 -k 
l—v 9 1 “ 1 3 
+ —— 03 — — ir — — — 9'(3)—B-+iaA 
2E d 2 Tă 4B a3ă + o 9 (3) + 14, (2) 


ga — Imi — a (a —D (33 — 03) — ra — 0, 
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astfel că (vezi şi (4.29) şi (3.16)) 

33 + oz = (a/E) (23 —l), (3) 
şi 

tza = — + (v/E) m (ago). (4) 


Prin urmare, secțiunile sint snpuse simultan la alunecare, încovoiere 
şi torsiune. Spre deosebire de cazul încovoierii pure (vezi (6.3)), rotirile 
din (3) sînt funcţii de z,; așadar, dacă RF 0, starea secțiunilor nu este 
aceeaşi în lungul barei. 

Măsura alunecării şi încovoierii rezultă din (1) şi (3) ca funcţie de R. 
Măsura torsiunii rezultă din (4) ca funcţie de i şi A. 

De aci urmează că prezintă interes cazul particular R = 0, A FO: 
alunecările şi încovoierile sint nule, tensiunea normală os, este de ase- 
menea nulă, iar bara, supusă în toate secţiunile numai la tensiuni tan- 
genţiale T (3, 3), se zice că este în stare de torsiune pură. Această stare 
va îi studiată în $$ 13—18. 

Cazul R=£0, A, —0 nu este complementar celui dintii. (Dacă 
R + O, egalitatea A, = 0 în raport cu un anumit punct nu are semni- 
ficație fizică.) 

Am văzut în $2 că sarcina este echivalentă cu o forță unică dirijată 
în lungul axei centrale (2.3): 


(Par, — Pi Pa — AM =0, za=i (5) 


Notind cu 4, punctul de aplicare al forţei R, momentul acesteia 
faţă de origine este dirijat după Oz, şi are mărimea Bazi — Pai. O 
asttel de torță este deci statice echivalentă cu sistemul format din forța 
R aplicată în origine, plus un cuplu de moment AA — Paz! — 2, (vezi 
şi (3.26)). 

Oricum am alege originea (eventual chiar în 3,), formula (4) arată 
că trebuie să ne aşteptăm în general la apariția unei torsiuni nenule. 

Aşadar, încovoierea sub acțiunea unei forţe tangenţiale este întot- 
deauna însoţită de alunecare, şi în general şi de torsiune. Acest tip de 
încovoiere se numește încoroiere în consolă, şi va fi studiat în $$ 19—22. 

Pentru un sistem de sarcini de rezultantă R=£ 0, nu prezintă deci 
utilitate reducerea torsorului la forma minimală, întrucit prin aceasta 
torsiunea nu dispare. Dacă RF 0, pentru o origine şi axe alese într-un 
mod oarecare, vom considera deci cazul general RF 0 şi A =£ 0 relativ 
la un punct oarecare. 


b) Elemente geometrice esențiale 


Ca şi în $ 6, vom alege acum drept axe, axele centrale principale 
de inerție ale secțiunii. Din (4.12) obţinem 


a = (Rajiz) + (Bah), (6) 
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astfel că formulele (8.3) şi (8.32) devin (compară cu (6.17) şi (6.18)) 


33 = (3 — 1) (Bala) a + (Pal) ta], (7) 
respectiv 
SE sa î i — 8 + aa — d) (at -2]- 
— ve (a — |) Data — Tata, 
ee 3 cal 8 — 8 + vaza — d) (at -2|- (8) 
—vy 4 (23 — 1) ia + Tatu 
ta = Re q(3) + [ae a + Di AIE 3 — lat — (ai + 2] 


Luînd aci a, = 2 = 0, obţinem ecuaţia liniei elastice (compară, 
cu (6.19), (6.20)): 


= = a-ti) = — ag li) 
28|, (3 28, (3 
(9) 
u = Re q(0) = const., 
sau încă 
a = — (3 zi — li), îi == — sa-(3 d — td) (10) 
281, (3 2BI, (3 


de unde rezultă evident că linia elastică este o curbă plană. Ca și în 
cazul încovoierii pure, sîntem deci conduşi la a considera un plan de 
îmeovoiere, de ecuaţie 


(Bella) 2 — (21la) de = 0. (11) 
De asemenea, din (7) deducem că există un plan neutru 
(2,/la) ai + (Bal) za = 0, (12) 


pe care avem Ga = Eas = 0. (Compară cu (6.21), (6.22).) 

Planele (11) şi (12) sînt evident perpendiculare. 

Pentru a determina raza de curbură a liniei elastice, avem de repetat 
calculele din $6. Luind 22, şi deci d2z, = 0, obținem din (6.23) 
şi (10) 


A = — (Pal El) (3 — (da), B > — (Ru JEla) (23—0 (da), 0=0, (13) 
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de unde în definitiv obţinem formulele corespunzătoare cu (6.29) : 
pi! = — (24JEla) (23 —D, pi! = — (Pa El) (23 — 0, po? = tes”. (14) 


Semnele alese pentru 4, pa se explică uşor, ţinind seama că 
2 — 1 <0, şică pentru 2, Ba >0, din (9) urmează u! >0, ut >0. 
Introducind f — (24 = 0 în (4,10), deducem, pe o secțiune oarecare, 


M(a3) = — i(z3 —DR, (15) 
adică (vezi şi (3.24), (3.25)): 
N (3) = (23 — D Ras Mal) = — (23 —D 2, (16) 
astfel că primele două formule (14) devin 
pi = Msl)lEla, ps = — Milz)lEI,. (17) 


Sub această formă, analogia cu (6.29) este evidentă. (Totuşi, mo 
mentele sint aci funcţii de 4.) Acest fapt permite să interpretăm fenomenul- 
încovoierii în consolă — din punctul de vedere al acțiunii momentelor — ca 
0 suprapunere de încovoieri pure locale. 

A treia formulă (14) arată că încovoierea nu mai are loc în are de cerc. 


Din (9) se vede că, pentru 4, 2, avem 


0u9]da3 = pi,  0*u0/0a3 = pa), (18) 
de unde, comparind cu (17), 
9240/0753 = Ma(3)/ Bla, — 9%0/023 = — Ma) El, (19) 


ceea ce justifică teorema momentelor încovoietoare din rezistența mate- 
rialelor. 


Să înlocnim în (8.32) expresile-. dă — la3 şi ai — 2la prin 


2 (ea — 1), respectiv (3 — 1), ceea ce revine la a adăuga deplasării 
o deplasare rigidă. Ţinind seama de (14), obținem acum 
1 1 . a 
4 = = pi! te — 2 + vai — 2] + vpa! iba — Tal, 
1 l 
Va = 3 gz! EEE — 12 + va — 2] + Vei Pita To, (20) 


| 1 2 
u, = Re șiș) — (pita + pi! 24) EI i EEE, 
relații apropiate de (6.31), dacă facem abstracție de prezenţa lui q(3). De 


aci rezultă totodată limpede că problema încovoierii consolei nu poate fi 
rezolvată corecl în cadrul ipotezei secțiunilor plane. 
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„__Neglijind încă în (20) componentele unei roto-translații rigide, 
obținem pentru linia elastică expresii apropiate de (6.32): 


ME 2 N ca Fl 2 
zei aa), = i (3 i la), u = Re ș(0). 


= 


(21) 


Mai departe, din (7), (11) şi (12) obţinem acum 
pentru tensiunea normală : 


033 = — (pi! Zu + pa! Za); (22) 
pentru planul de încovoiere : 
pi n — pi'12=0; (23) 
pentru planul neutru : 
pia, + pia =0. (24) 


Considerind şi planul ce trece prin origine și conţine vectorul de 
componente (2, (2, — obţinem, ținînd seama de (14), 
pentru planul sarcinii : 


pa! a — lapi "ta =0. (25) 


Relaţiile (22)—(25) coincid cu relaţiile corespunzătoare (6.30), (6.33), 
(6.34) şi (6.47) din cazul încovoierii pure — cu deosebirea că razele de 
enrbură pa; pa sînt acum funcţii liniare de z;. 

La fel ca în problema încovoierii pure, îşi găsesc deci şi aci justifi- 
care îndepărtarea materialului de planul neutru şi folosirea de bare cu mo- 
mente centrale principale de inerție mult diferite. De asemenea își 
păstrează valabilitatea cele spuse în $ 6 relativ la încovoierea în planul 
de rigiditate, și la caracterul variaţiei stării elastice o dată cu abaterea 
planului sarcinii de la planul de rigiditate. 

Desigur însă că de aci nu rezultă că fenomenul încovoierii în consolă 
ar fi de același tip cu cel al încovoierii pure : cele de mai sus se referă 
numai la informaţiile pe care componenta elementară a soluţiei — cea 
relativă la tensiunile normale — ni le furnizează ; ele nu se referă la feno- 
menele de alunecare şi torsionare, determinate de apariția tensiunilor 
tangențiale. 

OBSERVAȚIE. Unele relații din teoria încovoierii în consolă pot fi obţinute direct din 
cele corespunzătoare, cunoscute din teoria incovoierii pure. Astfel, componenta ax se capătă 
inlocuind pur şi simplu & prin (13 — Da. Din (4.15) şi (4.12) se vede că aceasta revine 
la a inlocui M prin —if(z, — 1), adică AA, prin (23 — DP şi — AA prin (23 — 02. 
Relaţia (6.17) se transformă astfel direct In (7), dar transcrierea relației (6.18) nu este per- 
misă, întrucit deplasarea tangenţială depinde și de tensiunea tangențială, care este nulă în 
cazul incovoierii pure. Dimpotrivă, expresiile (6.30), (6.33), (6.34 si (6.47) — care depind 
numai de tensiunea normală — conduce imediat la (22)-—(25), 
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$10. OBSERVAȚII ASUPRA SOLUȚIEI PROBLEMEI ANTIPLANE 


Studiul problemei antiplane a cerut două secole de la prima sa 
formulare pină la prima sa soluţie, şi a putut fi dus pînă la capăt numai 
datorită metodei semiinverse şi a principiului lui Saint-Venant, 

Istoriceşte vorbind, metoda semiinversă a fost utilizată separat, 
cu ipoteze distincte (uneori în tensiuni, alteori în deplasări) pentru liecare 
din sub-problemele ce se desprind din problema antiplană. În fapt însă, 
ipoteza unică (3.9) se dovedeşte îndestulătoare pentru rezolvarea coerentă 
a întregii probleme, constituind astfel un exemplu ne-banal de fertilitate 
a metodei semiinverse. 

La examinarea rezultatelor obţinute, se constată caracterul elemen- 
tar al soluţiei corespunzătoare sarcinii normale, și caracterul neelementar 
al celei corespunzătoare sarcinii tangenţiale. 

Tensiunea normală oa, şi deplasarea tangenţială complexă U sînt 
întotdeauna polinoame în 3, 4, za. Tensiunea tangenţțială complexă 7 
şi deplasarea normală 4, depind esențialmente de funcţia q(3), ceea ce 
în cazul torsiunii și al înecovoierii consolei conferă caracterul ne-elementar 
al acestei probleme. 

Faptul că atit în problema încovoierii pure, cît și în problema înco- 
voierii consolei avem de-a face la prima vedere cu încovoierea barei sub 
acţiunea unor momente încovoietoare în fiecare secțiune, nu trebuie să 
mascheze deosebirea principială dintre cele donă probleme, care constă 
tocmai în apariția tensiunilor tangenţiale în cea de a doua dintre ele. 

Toate soluţiile astfel obţinute satisfac ecuaţiile elasticităţii pentru 
forțe de volum nule şi pentru suprafața laterală liberă. 


a) Aplicarea principiului lui Saint-Venant 


În ce priveşte solicitarea bazelor, este frecvent cazul în care pe una 
din ele este aplicată o sarcină activă, de natură cu totul oarecare, în 
timp ce pe cealaltă bază sînt aplicate reacțiuni, funcții de sarcina activă 
și care au ca rol solidarizarea barei cu ansamblul unei construcţii, maşini ete. 

Avem deci de-a face în fond cu date de tip Neumann — dar sub o 
formă integrală — pe una din baze, fie ea 7, =], și ne rămîne să ne 
preocupăm de natura deplasărilor pe baza 2, = 0. 

Acestea rezultă, pentru întinderea pură, din (6.10): 


= — (v23/BD)a, ua = — (vR/ED)az, up =0; (1) 
pentru încovoierea pură, din (6.14): 


U(3, 0) = —(v]2B) (832 — 263), 3(3,3,0)=0, (2) 


210 PROBLEMA ANTIPLANĂ Cap. 5 


pentru torsiune şi încovoierea în consolă, din (5.32): 
U(3, 0) = (1/28) (ag — 263), (3) 
u3 (3, â» 0) = Re p(â) — (1/8E) (ag +- ag — 4c)33. 


Valorile la limită ale tensiunilor pe baza «, —l rezultă, pentru 
întinderea pură, din (6.10): 


sa (3» ăs Î) = (RalD; (4) 
pentru încovoierea pură, din (6.13): 
Osa (6 în) = (Ba + Bă — 24); (5) 


pentru torsiune şi încovoierea în consolă, din (3.3), (8.10): 
Oaa(â; 3 D) =0, oa trio =T(3,3)3£0. (6) 


În virtutea teoremei de unicitate, soluţiile obţinute sînt soluţii 
ezacte (inclusiv pentru cazul barei cilindrice scurte), şi chiar singurele 
soluţii regulate posibile în cazul liniar — dacă baza 2, = | este acționată 
de sarcini distribuite după legile (4)—(6) şi dacă punctele bazei 7, = 0 
se deplasează în conformitate cu (1)—(3). 

Aparent, aceasta înseamnă că soluţiile prezentate mai sus corespund 
numai condiţiilor la limită — foarte restrictive — din (1)—(6). Impor- 
tanța principiului lui Saint-Venant constă tocmai în faptul că el garan- 
tează valabilitatea universală a acestor soluţii. 


Pentru aceasta, este suficient ca bara să fie destul de zveltă (cel puțin de 3—4 ori 
mai lungă decit dimensiunile ei transversale); ca natura fixării bazei z, = 0 să nu contra- 
zică flagrant condiţiile (1)—(3) (căci pentru deplasări nu dispunem de un echivalent al 
principiului lui Saint-Venant) ; ca secțiunea Z să fie de aşa natură încit aplicarea principiului 
lui Saint-Venant să fie permisă. 

Prima condiție este evidentă. 

Cea de a doua cere ca, în cazul întinderii sau incovoierii pure, baza fixată să nu 
admită deplasări în lungul axei Oz, și să fie îngăduită o unume deplasare în chiar planul 
ei; iar în cazul torsiunii și al încovoierii în consolă, să fie îngăduită o anumită libertate de 
deplasare a bazei fixate, atit în planul ei, cit şi în afara acesteia (deplanare). 

Dacă o astfel de libertate nu există (de ex., dacă us(3, 3, 0) = 0), solutia își pierde vala- 
bilitatea. În acest caz apare o legătură intre tensiunile tangentiale şi cele longitudinale, care 
pierd caracterul lor elementar. 

Încovoierea sau torsiunea în sensul problemei antiplane se numeşte liberă; în cazul 
contrar mai sus menţionat, spunein că avem de-a face cu încovoiere sau torsiune împiedicată. 
Aceste din urmă stări sint încă destul de puţin studiate, cu toată importanța lor. Pentru 
unele rezultate mai vechi, vezi de exemplu A. Fâppl și [. Fâppl [1], $77; P. Papkovici 
[4], $ 7.21; S$. Timoshenko și J. Gootier [1], $ 103. Pentru lorsiunea împiedicată, vezi 
încă articolele lui E. Reissner [5]—[7]:; G. Gheongian [1], J. Nowinski [1], V. Prokopov [1] 
(pentru secţiuni pline); S. Birman [1], IS. Kovalev și 1. lagn |l] (pentru secțiuni inchise 
cu pereţi subțiri), 
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În fine, a treia condiție cere ca secțiunea JZ să fie de așa natură incit orice sistem de 
sarcini echivalent cu zero aplicat pe baza z = 1 să dea tensiuni ce tind la zero la distanțe 
relativ mici de bază. Pot exista cazuri cind lucrurile nu se petrec așa. Într-adevăr, să considerăm 
o bară de secțiune în I, solicitată de patru forţe dispuse ca în figură. Dacă grosimea pere- 
ților barei este mică (profil cu pereți subtiri) atunci cele două aripi ale profilului se încovoalie 
— în direcţii opuse — separat, și tensiunile o sint cu 
atit mai mari, cu cit grosimea inimii (care solidarizează a 
aripile) este mai mică. Evident, nerespectarea principiului 
lui Saint-Venant provine din faptul că cea mai mică -Z 
dintre dimensiunile bazei este mică în raport cu dimen- 
siunile ei de ansamblu, astfel incit efectul de redistri- 
buţie a tensiunilor, caracteristic pentru principiul lui , 
Saint-Venant, nu se mai poate manifesta. 

Primejdia nerespectării celei de a treia condiții 
este deosebit de mare în cazul — de mare importanță 
practică — al unor profile cu pereți subțiri, cum sint de Fig. 310.1 
pildă profilele uzuale de traverse (in T, în 1, corniere), 
grinzi, tuburi, frecvent folosite în construcții. Menţionăm că şi problema flambajului unor 
astfel de bare se pune altfel decit la barele cu secțiune „plină””. Pentru barele cu pereţi 
subțiri, cercetările lui V, Z. Vlussov [2], [3] au făcut epocă. Pentru unele indicaţii, vezi 
de ex. N. Beliaev [2], capitolul 30; M. Filonenko-Borodici et al. [1], volumul 2, capitolele 
15, 18 şi 19; lu. Rabotnov [2], capitolul 11; vezi încă articolul de analiză al lui 
G. Dijanelidze [2]. 


z 


În cadrul astfel precizat, cele de mai sus trebuie înţelese în sensul 
că, pentru fiecare bară dată, solicitată de o sarcină oarecare pe baze, 
există 0 anumită repartiţie-standard a deplasărilor, deformaţiilor și 
tensiunilor în interior, repartiție către care cea reală tinde la distanţă 
suficientă de baze dacă condiţiile la limită pe baza z, = 1 sînt respectate 
global, și cu care ea coincide dacă condiţiile pe ambele baze sint respectate 
în fiecare punct. 

Soluţia problemei antiplane constituie un mare pas înainte faţă 
de soluţiile rezistenţei materialelor. Într-adevăr, în cadrul problemei 
antiplane, numai sarcina e schematizată, fiind înlocuită cu o anumită 
sarcină-standard, de acelaşi torsor. Aspectul geometric al barei şi al defor- 
maţiei sale este însă deplin respectat. Dimpotrivă, în rezistența materia- 
lelor — atunci cînd se poate ataca problema — se schematizează și acest 
din urmă aspect, ceea ce conduce la incompatibilităţi cu ecuaţiile exacte 
ale fenomenului. (Numai ecuaţiile de echilibru sînt respectate.) 

Principiul lui Saint- Venant afirmă că în cazul barei zvelte, repar- 
tiţia tensiunilor depinde în esență de geometria secţiunii şi în plus, numai 
ca parametri, de anumiţi factori ce descriu sarcina şi materialul. Această 
soluție este deci cu atit mai de preţ cu cit aspectul secţiunii este mai 
complicat, şi deci tensiunile — funcţii de q(3) — se abat mai mult de la 
cele prezumate de rezistența materialelor. 
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Spre deosebire de rezistența materialelor, caracterul unidimensional 
al problemei constă deci aci numai în aplicarea principiului lui Saint- 
Venant. 

Chestiunea se complică încă mai mult în cazul torsiunii și încovoierii impiedicate a 
barelor cu pereţi subțiri. Împiedicarea deplasării anumitor secţiuni are o mare importanță 
practică, întrucit apariția de noi componente ale tensiunii echivalează cu intrarea în funcţiune 
a unor rezerve de rezistență ale materialului, nefolosite în cazul torsiunii şi incovoierii libere. 


b) Criterii de rezistență 


Să examinăm acum pe scurt chestiunea rezistenței barei cilindrice, 
folosind criteriile (4.3.1) şi (4.3.2). 
Amintim că tensorul tensiune are aci forma 


0 0 Ga 
0 0 Osa | . (7) 
Ga Gas Oas 
Invarianţii acestui tensor (vezi (2.5.19)) au forma 
Î, = 0339 Da = — 0 — 02 = — IT], 2,=0; (8) 
ecuaţia cubică (2.5.20) devine 
3 — 03302 —|T|260=0, (9) 


şi are rădăcinile 


1 CM N L 2  4|T |: 
Ti, == > [oas + V os + 41T]?], 9 =0, %— Losa — Voi + 47 ]2]. 


(10) 
Oricare ar fi semnul componentei o, avem evident o, > 0 > os. 
n cazul întinderii şi încovoierii pure, (10) se reduce la 


01 = Oa3» 0; =0, 03 =0. (11) 
În cazul torsiunii pure, găsim 
s =|T|, s2=0, s=—IT|. (12) 


Stările de întindere şi de încovoiere pură pot fi deci privite ca stări 
de întindere în fiecare punct, axele Oz,zax, fiind axele principale ; starea 
de torsiune este o stare de alunecare pură (compară cu (3.4.8) şi (3.4.11)). 

Contorm criteriului tensiunilor tangențiale maximale €), limita de 
rezistență a materialului este dată de (4.3.1): 


6, — 9 =Vok+4|T|:<s,, 


6) Aci este vorba de tensiunea langenţială T pe un element de suprafaţă din planul 
bisector a două din planele principale ce trec prin punctul considerat — ceea ce nu trebuie 
desigur confundat cu tensiunea tangenţială (complexă) T pe un element de suprafață din 
planul secțiunii normale a barei. 
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de nnde deducem 
os +4|Ti:<ot. (13) 
Folosind criteriul (4.3.2) al energiei de distorsiune maximale, obținem 
condiția 
a + dă + (a, — G3)* < cs, 
de unde urmează 


d +3|T|s a. (14) 


Rezultatele diferă prin ponderea deosebită a termenului corespun- 
zător tensiunii tangenţiale. Dar ambele arată că corpul este cu atit mai 
periclitat într-un punct dat, cu cît acest punct este mai departe de planul 
neutru, şi cu cât în acel punet modulul tensiunii tangenţiale complexe este 
mai mare. 


Din (13) şi (14) urmează în particular că, cu cit bara e mai lungă, 
cu atit rolul componentei o, e mai important în încovoierea în consolă 
(vezi (83.3)). Desigur, secţiunea cea mai periclitată e în acest caz 2, = 0. 

Pentru determinarea extremelor funcţiilor din (13), (14), trebuie 


să folosim formulele (A.4,15)—(A.4.20). (Valorile pe frontieră necesită 
un examen separat.) 


În cazul întinderii sau încovoierii pure, chestiunea se reduce la 
determinarea punctelor celor mai depărtate de planul neutru ; în cazul 
torsiunii pure, la găsirea punctelor de maxim ale funcţiei |T|2. 


Pentru a determina direcţiile principale într-un punct oarecare, avem de rezolvat sis- 
temul în tensiuni analog cu (1.7.5) care, ținind seama de (7), se scrie acum: 


— Ba has t Gushu3 = 0, — Oi Past Oas hus = 0, (15) 
13 Maat Oas Mae + (033 — 6) hu = 0. 
A treia ecuație (15) poate fi înlocuită cu condiţia de normare 
n +ni+n=t. (16) 
Introducind primele două ecuaţii (15) în (16), deducem mai intii 


2 
ni, = a — =1-23 [să 


o  ş (17) 
a? + |TR 023 + oa Voi FATI:+4TR 


şi mai departe, reținind de aci soluţia n, > O, ținind seama că o, > 0, şi revenind la primele 
două ecuaţii (15): 


Nu = au] Vo + TIS, nasa an]V o: FITH, Nas = s,| Vo: PITIS, (18) 
iar în cazul particular al torsiunii (vezi (12)): 


Xa. au] Vi 1, Lc. ae] V2ir i, N = 1/V2. (19) 
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Cosinușii directori definiţi în (18) sint funcţii şi de z,, în timp ce aceia din (19) depind 
numai de z,, za. În particular, din a treia relaţie (19) avem 


PN 
aTC COS N = (7, . 73) = 4 Bf4, (20) 


astfel că, la torsiune, elementele de suprafață pe care acționează tensiunea normală maxi- 
mală a, au normala inclinată sub un unghi de 45" faţă de axa cilindrului. Din (17) urmează 
că în cazul încovoierii în consolă, pentru os, > 0 avem n2, > 1/2, astiel că unghiul cores- 
punzător este mai mie decit 45". Pentru 1 mare şi 2, mic, na este apropiat de 1, şi ele- 
mentul pe care acţionează tensiunea normală maximală formează un unghi loarte mic cu sec: 
ţiunea normală 2; = const, 

Aceste rezultate sint in general confirmate de faptele experimentale. În particular, 
la barele din materiale casante supuse la torsiune, se constată distrugerea prin separare 
sub acţiunea sarcinilor normale maximale (vezi și $ 4.3, pag. 132) după suprafeţe ce for- 
mează un unghi de 45" cu secțiunile normale. 


$11. FUNCŢIA LUI CAPILDEO ȘI MILNE-THOMSON 
a) Probleme la limită 


După raţionamentele din $$ 3—10, problema este redusă la a găsi 
funcția ș(3). În acest scop, dispunem de proprietatea de olomorfie a deri- 
vatei sale, de condiţia la limită (4.17), de relaţia (8.10), şi de unele infor- 
maţii ce decurg din (8.32). 


Amintim că punetul curent pe frontieră se va nota î = 3 |. Dr asemenea, că toate 
valorile la limită sint înţelese în sensul din (1.1.6)—(1,1.8), pentruz— te 7,ge '. În genere, 


nu vom specifica faptul că ne situăm pe Irontieră — aceasta va rezulta din notație şi din 
context. 


Introducind (3.10) în (4.17), obţinem condiţia (valabilă pe toate 
componentele 7, ale frontierei Z a lui 2): 


a 1 1 
Ţ , [i tm PR: DE | SE 
u Im [(q'(t) t'(5)] Im (|[iur 3 + Er psi 
PE 3 a e L 
+ Pra Pra” ai [ir] (1) 


Din expresia (8.32) a componentei +, — care trebuie să fie uniformă 
— rezultă că au sens numai acele soluții pentru care funcţia p(z,, 22) = 
= Re g(3) este uniformă. (Vezi şi $ 15, exemplul a). 
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Întrucît avem (3) = p + iq (vezi (3.9)), iar funcţiile p și q satis- 
fac asttel ecuaţiile Cauchy- Riemann (4.5.4), deducem — folosind (A.3.12) 
— că (1) devine: 


i 1 1 — 1 + 2v la 
zi ăi zale ze acc al, E aa Ie PENE 2 0 
UP = m (| [iu = +3 Era: at - su E | 2) (2) 


ceea, ce constituie o problemă Neumann pentru funcția armonică p(z,, 23). 

Întrucât ecuaţiile Canehy-Riemann se pot serie şi sub forma (A.5.8), 
rezultă că primul membru din (2) este egal cu valoarea pe Z alui uq,; 
integrind în raport cu arcul s, obținem pe fiecare curbă Z,; în parte: 


18 i, ] 2 RR _. 
uq [ae (5), 2 (5)] | sept +riej (tat — tdt)— 
0 2 4 [i] 


0 


19 (a male IE - 
MORI e 08 dt — &t?dt)— ——————i | tt(adt — adt)-rurf,; 
Să a ataca, Să Za (a Mi ci ii, 
(3) 


F; sînt aci niște constante de integrare, necunoscute, dar nu arbi- 
lrare, şi care diferă în general de la o componentă a frontierei la alta. 
Aceste constante trebuie determinate în fond tot din condiţia cea 
P(, 2) = Re (â)să fie uniformă. 

Problema (1) conduce deci la o problemă similară problemei Diri- 
chlet pentru funcția — de asemenea armonică — q(2,, 22). Această pro- 
blemă, numită problema lui Dirichlet generalizată (din cauza prezenţei 
constantelor F,) a fost abordată pe căi diferite de către C. Iacob [1], 
[3], [4] (vezi şi [5], cap. 3); S. Mihlin [1], partea IL; N. Mushelișvili 
[3], capitolul 3. Vezi şi S. Bergman [1], R. Reynolds [1]. 

Cele de mai sus arată că teoria potenţialului newtonian în plan 
permite rezolvarea completă a problemei. Soluţia se obţine sub forma de 
potenţiali de simplu sau dublu strat, cu densităţile date de (2), respectiv 
(3). O expunere exhaustivă a metodelor de utilizat (inclusiv legătura 
cu teoria funeţiilor de o variabilă complexă) este dată de C. Iacob [5], 
$$ 3.1—3.42, Unele noţiuni și formule utile în acest sens vor fi pe scurt 
prezentate mai jos, în $ 7.2, 


Amintim aci că problema lui Dirichlet interioară pentru un domeniu mărginit de o îron- 
tieră Liapunov pe porţiuni, şi cu date la limită continui, are întotdeauna soluţie şi una sin- 
gură. Aceeași afirmaţie este valabilă pentru problema lui Neumann interioară, dacă datele 
la limită (posedind chiar discontinuități de prima speţă) satisfac anumite condiții integrale, 

Expresiile din membrul al doilea din (2), (3) sint expresii liniare în 2, Za, 22, 23 
XiTa ha ŞI Ne (vezi şi (A.4.22)). Întrucit prin ipoteză Z este o curbă Liapunov pe porțiuni, 
rezultă că n na e CZ), și deci expresiile amintite sint holderiene pe porțiuni, avind cel mult 
discontinuități de prima speţă. Membrul al doilea din (3). obținut prin integrarea unei asttel 
de funcții, este o funcţie hălderiană pe frontieră, chiar dacă aceasta are puncte unghiulare, 
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Prin urmare, soluţia problemei la limită (3) — şi tot astfel a proble- 
melor (2) şi (1) — există și este unică (depinzind încă de + ca parametru). 

După cum rezultă din (1)—(3), (8.10) şi (3.32), funeţiile (a) și 
p(, 2) sint potenţiali de deplasare, în timp ce a(,, 22) este numai un 
potențial de tensiune. Vom reţine numai astfel de potenţiali, pentru 
care componentele deplasării şi tensiunii sînt continue în Z + Z (vezi 
finele $ 4.10). Vom numi deci soluții regulate — acele soluţii pentru care 
avem $(3), ș'(3)e 0(2 + 2), respectiv p(a,, 2), (n a)eCi(2 +2). 

În ce priveşte proprietăţile lor în Z, acestea sînt dictate de taptul 
și (a) este analitică — astfel că p, q sînt funcţii armonice, deci ana- 
itice în 3. 


Pentru indicatii mai amănunțite asupra comportării potențialilor newtonieni şi a 
derivatelor lor în vecinătatea frontierei, vezi de exemplu V. Smirnov [2], volumul 4, pct. 208. 


Cele de mai sus sînt valabile şi în vecinătatea unor puncte unghiu- 
lare. În astfel de puncte, se poate întîmpla însă ca soluţia să nu fie accep- 
tabilă din considerente mecanice (de ex., datorită apariţiei unor tensiuni 
infinite). Însăşi teorema de existenţă a soluţiei (subințeles: mărginite, 
şi de clasă 02) a ecuaţiilor elasticităţii este acum în defect, arătind că 
ecuaţiile încetează să mai descrie corect fenomenul mecanic. Pentru 
exemple simple, vezi mai departe $ 18, exemplu b şi d. Vezi de asemenea 
rezultatele lui Chien Wei Zang et al. [1] (reproduse de N. Arutiunian și 
B. Abramian [1], $ 1.7). 


În ultimii ani, apare evident de preferat reprezentarea complexă a soluției şi în legătură 
cu aceasta, abordarea directă a problemei (1) — așa cum vom proceda în cea mai mare 
parte a capitolului. Există însă cazuri în care reprezentarea soluţiei prin potenţiali newtonieni 
poate fi utilă. Mai mult, există cazuri în care soluția se scrie efectiv fără utilizarea acestora ; 
astfel de cazuri vor fi examinate în $$ 15 şi 20. 


b) Gradul de arbitrar 


Dacă funcţia (3) este cunoscută, sînt cunoscute şi tensiunea 7 şi 
deplasarea U, ua. (Deplasarea U depinde de g(3) numai prin intermediul 
lui 7; tensiunea oz, este independentă de q(3).) 


Pentru a stabili gradul de determinare al funcţiei q(3), aşadar faptul 
dacă — invers — pentru o stare elastică dată, funcția (3) este şi ea 
determinată, este suficient să găsim funcţia q(3) corespunzătoare stării 
nule : adăugînd-o unei funcţii (3) deja găsite, starea elastică nu se 
schimbă. 

Dacă T==0, din (8.4) urmează a = 0; din (8.15) şi (8.16) decurge 
- = 0. În fine, din (8.10) conchidem că dq%(3)/d3 = 0, astfel că avem cu 
necesitate (3) = y (constantă complexă). 

Prin urmare, $(3) trebuie determinată numai abstracţie făcînd de o 
constantă complexă ; valoarea ei într-un punct oarecare, de exemplu ș(0), 
rămîne arbitrară. 
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Din (8.32) rezultă că Re + corespunde unei translaţii rigide a barei 
în ansamblu ; Im y nu are semnificaţie mecanică. 

În particular, de aci urmează că se poate atribui o valoare arbitrară 
uneia din constantele F, din (3). Pe viitor vom alege întotdeauna F = 0. 


c) Natura funcției (3) 


Să presupunem că domeniul Z este multiplu conex. Să notăm cu £ 
o curbă simplă închisă din 2; cu* domeniul mărginit de Z, şi CU aus 
centrul său de greutate. (Dacă & = 2,,avem o! = 2;, şi do "> oi). 
Variația unei funcţii F după parcurgerea în sens direct a curbei £ se 
notează [Fe (dacă € = £,;, notăm [F|,), în ipoteza că această variaţie 
nu depinde de punctul din care pornim pentru a parcurge £. 

Din (3) avem imediat 


a = = 1 + 2v - be - 
=—ie (tât — tat) —————— (a t?dt — at? dt) — 
e [9], p $, 15 av dz, ) 
(4) 
CERURI: St iq ti(Zat — add), 
8 ( i v) +; 
de unde, făcînd uz de formula lui Stokes (A.4.29): 
[q (3)], = (D,/2u) [a do — 30) + a ( 80; i: 30): (5) 
Pe de altă parte, din (8.32) conchidem (întrucît 44 este uniformă) : 
[p(5)]; =0 (6) 


astfel că perioadele funcţiei ș(3) rezultă a fi pur imaginare. 


Întrucît (3) este primitiva funcţiei olomorte (4) (vezi (3.9)), din 
(A.5.60) urmează că ea are forma 


9(3) = > Y; m (3 — 84) + 9o(3), (7) 
- 
unde (3) este olomortă în 2, iar ş,e2,;. 
Or, din (7) avem evident 
[9(3)l = 2riv, (8) 
astiel că din (5) şi (6) rezultă că >; sint reale şi au valoarea 
Y; = (D; [4 mp) [ă (îs — 30) + (âv —d0)l, Î = 1,2, *:*m. (9) 


Coetficienţii termenilor multiformi din (7) sint deci determinaţi 
în funcție de datele geometrice, de rezultanta FR, şi de constanta u. 
După cum urmează din (7), funcţia q(3) este uniformă dacă și numai dacă : 
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1” rezultanta R este nulă; 

2” domeniul Z este simplu conex; 

3” domeniul Z este dublu conex, iar mărimea &(âo0 — 30) este pur 
imaginară, sau în particular nulă (centrul de greutate 3, coincide cu centrul 
de greutate 3, al orificiului interior). 

În fiecare din aceste cazuri, condiţiile la limită considerate servese 
la. determinarea unei funcţii olomorfe în Z. 

Întrucît avem 3;eZ;, funcţiile In(3 —3;) sînt continui pe 2. 
Prin urmare, dacă y; =£ 0, putem introduce (7) în condiţia la limită, și 
trece în membrul al doilea termenii logaritmici — obţinînd astfel o condiţie 
la limită de acelaşi tip, dar pentru funcţia olomorfă q,(3). 

În ce priveşte funcţia O(3) — (3), ea este totdeauna olomortă. 

'azul R = 0 prezintă importanţă deosebită. Întrucît avem acum 
a = € = 0, componenta ca, este nulă, și tensiunile se reduc la tensiunea 
tangenţială T. Din (9.1), (9.3), (9.4) urmează că alunecările și încovoierile 
sînt nule, şi bara este în stare de torsiune pură. Vom nota în acest caz 
(compară cu (8.9)): 


e(3) = (3), V(3) = roti t(2 2). (10) 


Întrucît avem R = 0, funcția Y(3) este totdeauna olomorță. 


d) Schimbări de axe 


Funcţia q(3) odată determinată, poate fi utilă transcrierea ei în 
alte axe — în particular cele ce se obțin din cele dintii printr-o translație 
sau o rotaţie. 


Vom nota eu indicele 1” superior toate mărimile relative la noile 
axe. Astfel, în cazul translaţiei vom avea 


= + (11) 


(3 este afixul noii origini în axele vechi), iar pentru o rotaţie de un 
unghi $: 


3 = [exp (i9)]3. (12) 


Fig, 511.2 
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În particular, o funcţie F se numeşte invarianță la o schimbare de 

coordonate dacă, notind cu F! sau Y, expresia ei în noile axe, avem 

P(3, 5)=F( d) (13) 

astfel că pentru a obţine expresia ei în noile axe, este suficient să efectuăm 

schimbarea de coordonate direct în formula deja cunoscută în axele vechi. 

În cazul rotației, pentru o cantitate complexă V = V, + iV, (unde 

V,, Va sînt componentele unui vector: deplasare, tensiune etc.) avem 
evident 

V = [exp(i9)]Vi. (14) 


Aceasta este valabil în particular pentru T — oa + ioae (rezultat 
care se poate obţine şi direct, ţinind seama de formulele de transformare 
(2.5.5), de ipoteza (3.9) şi de faptul că n = na = 0.) 

Așadar, avem 


T = [exp (i3)]F. (15) 
Pentru momentele de inerție, deducem din (A.7.27) şi (4.13): 
lo=i, l= [exp (8iW]E, 3=%. (16) 


Întrucit (14) este valabilă pentru R, din (1.12) decurge 
a = [exp (i9)]a. (17) 


Prin urmare, scriind relaţia (3.10) în ambele sisteme de coordonate 
şi ţinind seama de (15), obţinem 


14+2v — 
— E apt = 035 +u d) = 


( rr ze) 
eg 3(1-+v) 4 (1 +») 


= [exp dj[iue + os aa E 2Y gigi 


8(1+v) 
1 Liitzt DU) 
| P' (35) |. 18 
"Trprzriaail i ul (3) (18) 
Or, din relația de definiție (4.8) deducem uşor 
0=0; (19) 


Tot asttel, întrucât oa este evident un invariant, din (9.4) urmează 
FRI, (20) 

În felul acesta, relaţia (18) conduce la 
0 (3) =[exp(—i9)]0' (3), (21) 
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de unde 
e(3)=0(), (22) 


ceea, ce se vede uşor dacă derivăm (22) și ţinem seama de (12). Prin urmare, 
funcţia lui Capildeo şi Milne-Thomson este invariată de orice rotaţie. 
Trecînd acum la cazul translaţiei (11), avem evident 


R=R, a=ai, T(3â)=T(ai, şi). (23) 
Din (4.8) şi (11) obţinem 


c=c+ 2 (a 30 ++ '&40), (24) 
iar din (9.4) urmează 


e = — (iv 28) (030 — a 9). (25) 


Ținînd seama de (11), (24) și (25) în cea de-a treia relaţie (23), obţi- 
nem, după calcule elementare, 


1+2vy _ 1 =; D (3) 
A+  (30)2— ——— apă +u Ola), (26) 


SITA a [i Li ) “R 
uP' (a) [iue+ ja 30225) să dj 


de unde urmează 


auee Îă RI 1+2v „a 
ue (3) (6 2 ) îtea FI a (30)23 + 
1 2 20 34 iz 27 
"sape bă rret). (27) 


În cazul particular al torsiunii pure, ţinînd seama de notația (10) 
și de faptul că a =c — 0, formula (27) se reduce la 


Y (3) = V'(a!) + i 3%, (28) 
de unde, separind partea reală și cea imaginară : 
= = 
si ir (3 tt (Ward) (29) 


Totuşi, în cazul torsiunii se poate construi o funcţie invariantă în 
raport cu o translație oarecare. Anume, luînd 


E 
Fes e 30 
tza (30) 


deducem uşor din (29) că 
f=fi, (31) 
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$ 12. FUNCŢIA LUI PRANDITL ȘI TIMOSHENKO, TEOREMA LUI 
BREDT ȘI LEIBENZON 


Lucrările lui Capildeo şi Milne-Thomson au fost precedate de cerce- 
tări care au introdus alte funcţii cu rol de potenţial; acestea păstrează 
în continuare o mare importanță practică, dar acum e mai comod să le 
obținem pornind de la funcția (3). 


a) Funcția lui Prandtl şi Timoshenko 


Ne propunem să determinăm o funcţie reală, cu rol de potenţial 
al deplasărilor, sau cel puţin al tensiunilor. În acest scop, să căutăm 
o funcţie reală (sau pur imaginară) F*, aşa fel ca 


T (3, 3) =FA Fir A+T5, (1) 


unde este de dorit ca termenul de corecție T; să fie cît mai simplu, 
Ținînd seama de (4.4.5), avem desigur 


T=2F1, + Te, (2) 
sau încă, integrind în raport cu 3 și ţinind seama de (8.10): 


pă 5 1 > DD 2 az y 
3P T dă = —- -- 23 — x 
+ $ d (a 2 că s(azy)“d . sa o) *3d + 
+u 9(3) + Ti(3), (3) 


unde T;(3) este o funcţie arbitrară. 
Întrucît intenționăm ca în funcţia căutată să intervină termenul 


iu 3ă(care nu dispare în cazul „torsiunii), vom lua f*= —iF, unde 
F este o funcţie reală. Alegind 7; = — uq(3), transeriem (3) sub "forma 
; = : 1 - 00 
—2iF+ ŞT,ag= [ine re] sira tat) — el 
1+2vy „- Doo aa 1 si 
— — — — 4 
3 4%) (aă — 43)83 4 a3ă (4) 
de unde urmează 
1 1l+3v 2v i .. i ȘI a 
F= —— -i — T,=—ca4—— + (D 
„(a —3 235) 1501 2 v) (24 — aâ)âs Te = —- d (5) 


Acum, (2) ia forma definitivă 


T(3, 3) — Dif + LI _ F,, > IF, = i Ta (6) 
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Funcţia reală F(z,, 22) astfel introdusă a fost considerată de L. 
Prandtl [1], [2] în cazul torsiunii pure, și de $. 'Timoshenko [1] (vezi 
Ș. Timoshenko şi ]. Goodier [1], $ 12.106) în cazul încovoierii în consolă. 
Pe viitor o vom numi funcția lui Prandil și Timoshenko. 


OBSERVAȚIE. Spre deosebire de funcția lui Capildeo şi Milne-Thomson, funcţia lui 
Prandti! şi Timoshenko este numai un potențial de tensiune. Totuşi, ea e cu succes utili- 
zabilă în probleme in care reprezentarea conformă (larg utilizată pentru a găsi funcţia ș(3)) 
nu aduce simplificări esenţiale, şi în chestiuni legate de metodele experimentale. (Vezi mai 
departe 3 16, c, şi $ 20,c.) 


Derivînd în raport cu 3 şi 3 în ambii membri ai primei egalități (5), 
obținem pentru F ecuația lui Poisson 
Aire dee e E 

2(1 +») 


Pentru a găsi condiţia la limită căreia îi satisface funcţia F, vom 
remarca că din (5) şi (11.3) avem 


i (23 — aâ). (7) 


| = ieţ i dt idiot 4 | tat dt —atat) — 
g; 4 0 16 (1 +») o 


1 : 0 a= = 1<+2vy ..z- STR 
— tt(adt — adt Fe ——————itt(at —at)|. 3 
PTR i | (& adt)+uF,; TITEI i tt (a at) £ (8) 


Derivind în raport cu sa doua și a treia integrală, şi ultima 
expresie din (8), unii termeni se reduc, şi, integrind din nou, căpătăm 


F| adi ţ (tdt — t dt) — Li dt dt — adi) -kuf,. (9) 
+; 4 [1] 4 [i] 


Desigur, funcţia F definită în (7), (9) nu este uniformă. Perioadele 
ei se deduc cu uşurinţă din (9), sau ţinînd seama de (5) şi (11.5): 


[F(s)], = 20, (âlâ, — 8) + ala — d). (10) 


Perioada sa pe 4 este egală cu suma perioadelor pe componentele interioare Z, 
(parcurse în sens direct). Într-adevăr, avem 


m 
D,=D+ $,D,, 
ji 


Dia = ÎȚ 30 = $j 300 = Do doo — ȘI D,3o,* (11) 
2 


iza 
i + 

2.-U 3; 
= 
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astlel că din (10) obținem 


ELI m m 
3, [F(5)], = Re L > D, ui; — % îe Sa ,|- 
= | j=1 j=1 


= Re (2 (Du doo pe Do) — a(Dp — D)îo) - Re 42% De (âoo —îo)) e [F(5) l- (12) 

Uneori poate prezenta interes căutarea lui F sub forma Fo (2 2) + 
+ Fa(2a) + Fel), unde F,, Fa sînt funcţii arbitrare care, potrivit alese, 
permit simplificarea fie a ecuaţiei, fie a condiţiei la limită. 

În acest caz, ecuaţia (7) devine 
1 + 2v 
2(1 +) 
iar condiția la limită (9) trebuie de asemenea modificată, prin scăderea 
în membrul al doilea a valorilor F,(2) | + Fa(2)lg- 


AFo = — 2ur — i(ag — «3) — Fi, (2) — Fu(a), (13) 


b) Teorema lui Bredt şi Leibenzon 


Ne rămine să examinăm chestiunea determinării — în principiu — 
a constantelor F,. Problema a fost rezolvată de R. Bredt [1] pentru cazul 
torsiunii (cu ajutorul funcției conjugate a lui Saint-Venant — vezi $ 13), 
și de către I[.. Leibenzon (vezi [1], $ 112) pentru cazul încovoierii consolei 
(cu ajutorul funcţiei lui 'Timoshenko). 

Din (11.3) şi (9) rezultă limpede că constantele F, nu pot interveni 
în derivata tangenţială a lui F pe Z. Aceasta sugerează în schimb să le 
căutăm cu ajutorul derivatei normale a acestei funcţii, întrucît valorile 
lor sînt vizibil legate de variaţia lui F de la o componentă la alta a 
frontierei. 


Formulele (A.3.12) dau 


Fa = Fa ta(8) — Fie zu(s) = — Re [(F2 — iF.)a'(8)], (14) 
astfel că, punind (6) sub torma 
Fa —ifa =T-—T (15) 
căpătăm pentru o curbă oarecare & din 2: 
fade = — 29 TF +0 -Ta3. (16) 
e 2 Je 


Din (14) şi (15) urmează că derivata normală F, este unitormă. 
Ţiniud seama de expresiile (8.10) şi (5) pentru T şi T,, obţinem 
1+2y zau L+2v 
S(1 +») 4A(1 +») 


PX mda a + ue) O (17) 
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astfel că integrala din (16) devine 


1. $ - = 1 + 2v zi —. 
F„ds=— da —ad "RR ara pă dh 24 — 
$E s F iu G 3 — 3d3) + 160 ra pă 3 + 23244) 
14:22 Î = 0 i “€ zi 
————— F 7 PIREEREĂ , Sai 42), 
aj Pie di) i d (e) da + 9(3)d3). (8) 


Ulţima din aceste integrale este nulă, deoarece integrandul ei este 

2 Re de(3), iar funcţia Re (4) este uniformă. Integralele rămase în (18) 

au o semnificație pur geometrică, putind fi calculate chiar pentru curbe 

ce nu sînt cuprinse în Z. Formula lui Stokes (A.4.29) conduce la valoarea 
1+2y ,- = 

F„da= —|2 ———— i (Gap, — aa )]A 19 

PE | POTZI 3 i (%3o & 3.) JA, (19) 


unde A este aria domeniului 7 * mărginit de Z£. Membrul al doilea din 
(19) este cunoscut, abstracţie făcînd de 7, care joacă rol de parametru. 

Relaţia (19) exprimă teorema de tip Bredt și Leibenzon (pentru do- 
menii şi axe oarecari). Ea poate sluji — în principiu — la determinarea 
constantelor F,. Într-adevăr, întrucât F este soluţia ecuației (7) cu con- 
diția la limită (9), ea are forma (vezi de ex. V. Smirnov [2], volumul 2, 
pet. 198 şi 201; vezi şi mai jos (7.2.37)): 


F(z La) = — | GAFdD — $ le G,. ds, (20) 
2 


unde G este funcţia lui Green a lui 2. Prin urmare, F depinde liniar de 
constantele F,;. Scriind relația (19) pe cele m componente interioare 
ale frontierei, obținem un sistem de m ecuaţii algebrice liniare pentru 
cele m constante F;. Formula (20) dă acum soluţia problemei în funcţie 
de parametrul 7, care trebuie determinat din (8.14) sau din altă relație 
echivalentă, conținînd F(z,, 22) în loc de (3). 

Dacă funcţia lui Prandtl şi Timoshenko se caută sub forma 
Fo(25 22) + Fi(2) + Fa(2,), atunci avem (vezi (14) şi (A.3.19)): 


PF da = — p Fila dr, pre dD, (21) 
ş Fed m ţ Fra) da, = [FE (2) 0, 
[d * 


DP 33 


expresii care trebuie introduse, cu semnul minus, în membrul al doilea 
din (19). 


Integrala T dă + Tdă din (16) are o semnificaţie mecanică simplă. Anume, 


% 
să considerăm componenta tangențială 7(s) a tensiunii 


T(8) = 0, +8 = Oy Cos (8, 7) + Oaza cos (5, 2). (22) 
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Acesta este un scalar real, care nu trebuie confundat cu tensiunea tangenţială complexă, de 
care este legal prin relaţia 


T(s) = Re [Tâ(s)]. (23) 
Pentru integrala | 4 
1 = = 
i T(8) ds = 29 Tg + Tdz, (24) 
g 2 Je 
numită circulația tensiunilor tangențiale pe curba &, se obține uşor valoarea - 
i T(S) ds = bu -p SEE. 9 i (Gâue — 2) A, (25) 
e 2(1 + v) 


$ 13. PROBLEMA TORSIUNII PURE. FUNCŢIILE 
LUI SAINT-VENANT 


a) Funcţii de torsiune 


În $$ 13—18 vom studia cazul particular menţionat în $ 9, pag. 
205, cînd singura componentă ne-nulă a torsorului sarcinii este //a. După 
cum am văzut în $11, pag. 218, singurele componente ne-nule ale tensiunii 
sînt acum cele tangenţiale, independente de z,. Toate secţiunile sînt supuse 
numai la torsiune, care, după cum urmează din (9.4), este caracterizată 
de gradul de torsiune (torsiunea pe unitatea de lungime a generatoarei)*) : 


— 023 =. (1) 

Întrucit r măsoară unghiul de rotire al secţiunilor una faţă de alta în jurul unei axe 

paralele cu Ox, dimensiunea sa este I.-1. Gradul de torsiune se măsoară în rad/em, sau 
grade/em. 

În practică, se admit (în funcţie de material) valori mergind pină la 0,2*—2*/metru. 


Din (11.2) se vede că, dacă 7 = 0, am avea p(a,, >) = const. şi 
deci şi q(2, %2) = const. Din (8.10) ar urma T==0, şi deplasarea s-ar 
reduce la o roto-translaţie rigidă. Prin urmare, vom presupune întotdeauna 
T E 0, ceea ce justifică notația introdusă în (11.10) : 


(3) = 7y(3); v(3) = ri 22) + it a). (2) 


6) Semnul „„minus” din (1) provine din alegerea notaţiilor din (1.4.5) şi (14.10) (vezi 
şi nota de la pag. 41). Pentru A, > 0, avem şi 7 > 0 (vezi mai jos (15) şi (23)), ceea ce 
corespunde unei rotații a secţiunilor în sensul direct. În notaţiile din $ 1.4, din (1.4.6) urmează 
BE, = PsEw 9Ea = — Ps» astiel că pentru p, = cyp > 0, secțiunile s-ar roti în sens retrograd. 
Rotaţia în sens direct corespunde deci unor valori p; = og negative, ceea ce explică aspectul 
formulei (1). 
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Tot astiel, în cazul torsiunii pure vom nota f, = 7f,. 


Funcţia armonică r(z,, 22) este funcția de torsiune a lui Saint- Venani 
(notată de obicei în literatură cu ș), iar t(2,, 42) este funcția de torsiune 
conjugată a lui Saint- Venant (notată de obicei cu 4). Preferăm notaţiile 
de aci, care evită confuzia cu cele folosite în problema plană. 


Saint-Venant a rezolvat problema torsiunii cu ajutorul funcţiei r(z,, 2), construind 
ulterior și funcţia (3) şi rezolvind și unele probleme după o metodă de tip invers. Studiul 
sistematic al problemei directe cu ajutorul funcției V(3), inclusiv utilizarea reprezentării con- 
forme, a fost realizat de către N. Mushelișvili (5), capitolul 7? (vezi şi 1. Sokolnikoff [2], 
$$ 4.33—4.51). Indicăm de asemenea R. L/Hermite [1], capitolul 4; L. Milne-Thomson [3], 
capitolul 4 ; monografiile lui N. Arutiunian și B. Abramian [1] (cu o excelentă bibliografie)”7) 
şi C, Weber și W. Giinther [1], ambele consacrate exclusiv torsiunii; monografia lui Chien- 
Wei-Zang et al. [1] — din păcate, în limba chineză... O bogată colecţie de exemple este dată 
de Th, Higgins [2] (soluţii exacte), [3] (metode aproximative), [4]—[6] (metode experi- 
mentale și analogii). Prezintă încă azi interes memoriul lui A. Dinnik [2] și articolul de 
sinteză al lui J. Geckeler [1], capitolul 2. Menţionăm și punctul de vedere al lui R. Baldacci 
[1], [2]. Pentru importanţa sa istorică, vezi și articolul iniţial al lui B. de Saint-Venant 
[1]. Generalizări la cazul dinamic aparţin lui M. Mişicu [5], [6], cu o bogată biblio- 


grafie. Indicaţii privind alte metode, general valabile pentru problema antiplană, vor fi 
date la finele $ 22. 


b) Probleme la limită 


Rezolvarea problemei depinde de determinarea unei singure funcţii 
olomorfe 4(3), pentru care condiţiile la limită (11.1)—(11.3) devin : 


Im ['(t) t'(5)] = Reltt'()] pe, (3) 
r„= Rel[tt'(3)] sau r, = 2om— in pe &, (4) 
= +f, pe £,;. (5) 


Evident, (4) este o condiţie Neumann, iar (5) — o condiţie Dirichlet 
generalizată. (A nu se confunda t cu t!) 

Deosebirea între (3)—(5) şi cazul general din $ 11 stă numai în 
aspectul foarte simplu al celui de al doilea membru al condiţiilor la limită. 
Prin urmare, rezolvarea efectivă a problemei torsiunii pure poate îi mai 
simplă, pentru un profil dat, decît cea a încovoierii în consolă. Dar din 
punct de vedere principial, deosebire nu există. 


Funcţia (3) odată găsită, din (8.10) deducem 
T(â, 3) = ue [V'(3) + îsi, (6) 


7) Vezi şi A. Lurie [5]. 
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de unde 
Os = UT(fa — oh 032 = tT(ra +a) (7) 


sau încă, ţinînd seama de ecuaţiile Cauchy-Riemann : 


Gu = uT(ta — d), 032 = — uT(ta — m): (8) 


Pentru componentele deplasării, obținem din (8.32) 


U = iraă, Us = r Rev(3), (9) 
adică formulele simple 


MU — Tata, Ma = Tia a = TT( Zu ay (10) 


asupra cărora vom reveni la punctul e. 


Determinarea funcţiilor 4(3), r(i, 22), ta 22) rezolvă problema. 
Uneori, se poate face uz de o metodă de tip invers, dindu-ne funcţia de 
torsiune, şi determinind Z din condiţiile (3)—(5), privite ca definind 
ecuaţia frontierei. 


Astfel, dacă ne dăm o funcţie armonică şi uniformă t (2, a), şi dacă curba de ecuaţie 
ta 22) = (20 + 23) + const, (11) 


este inchisă și conținută în domeniul de olomorfie al funcţiei ţ = r+it, atunci domeniul 

mărginit de ea poate fi privit drept secţiune ZZ a unei bare torsionate; din (5) rezultă că 

funcţia armonică conjugată r(x,, 22) este tocmai funcţia de torsiune, gata construită pentru 2. 
Luiînd drept ecuaţie a frontierei, ecuaţia 


— (zu 2) = (ai + 22) + const.ş (12) 
atunci funcţia de torsiune rezultă a fi t(x7, 72). 


OBSERVAŢIE. Numai o funcţie armonică uniformă, a cărei conjugată este de asemenea 
uniformă, poate juca rolul de funcţie de torsiune a lui Saint-Venant, Din (4), (5) se vede 
că funcţiile de torsiune au dimensiunea L?. Aceste fapte trebuie ţinute în seamă la aplicarea 
metodei. 


După cum am văzut în $ 11, problema Neumann are totdeauna o 
soluţie r(z,, 22) unic determinată, abstracţie făcînd de o constantă. Din 
uniformitatea funcției t(,, 4) urmează că şi această funcţie este unic deter- 
minată, astfel că (3) rezultă unice determinată, abstracţie făcînd de o 
constantă complexă, fie ea 4(0)— care poate îi dată arbitrar (vezi $ 11, 
pag. 216) Partea imaginară a acestei constante se alege de obicei în aşa 
fel încît f =0. 


Acest fapt constituie o teoremă de existență şi unicitate a soluţiei 
problemei torsiunii pure. 
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Soluția problemei (4) este vizibil funcţie numai de configuraţia 
lui Z, şi nu depinde nici de constantele elastice, nici de sarcină. Urmează 
că funcţiile y(3), r(2u Za), și t(a, 22) depind numai de geometria lui 2 —așa- 
dar fiecărei secţiuni îi corespund anumite funcţii de torsiune, deplin deter- 
minate de geometria secţiunii, şi independente de sarcină și de material. 
Acest fapt nu are numai importanţă teoretică : el ușurează studierea experi- 
mentală (pe modele) a acelor tipuri de profile, pentru care o soluţie anali- 
tică nu este cunoscută, 


c) Rigiditatea geometrică la torsiune 


Pentru scrierea efectivă a soluţiei este necesară cunoaşterea, pe lingă 
V(3), şi a lui + (vezi (7)—(10)). În cazul torsiunii pure, (8.14) se reduce la 


M = ua (1 — Im ((3 46) an) (13) 
2 


(unde J, este momentul polar de inerție în axe oarecare), paranteza fiind 
de data asta (compară cu (8.14)) independentă de . Întrucit pentru R = 0 
avem AA = A, Și întrucît paranteza din (13) se explicitează sub forma : 


€ = $ţ (22 4 24 ara — Zara) dD, (14) 
2 
putem scrie (13) sub forma 
N = urc. (15) 


Aşadar, momentul //, (care caracterizează sub formă globală sar- 
cina) este produsul a trei termeni, care depind separat de forma lui 2, de 
caracteristica globală a deformaţiei 7, şi de material. Este vizibil că, cu 
cit C e mai mare, cu atit — pentru //4 și u daţi — gradul de torsiune + este 
mai mic, şi deci atit deplasările cât şi tensiunile sint mai mici. În spiritul 
celor arătate în $ 6, pag. 189, mărimea C se numeşte rigiditate geometrică 
la torsiune, iar produsul uC este rigiditatea la torsiune. (În literatură, se 
întilnește de obicei notația C pentru ceea ce aci am desemnat prin uC.) 


Expresia (14) poate fi încă pusă sub forma echivalentă 
C = ($ (27 + 23 — 2 în — ata) 4D. (16) 
2 

O a treia formă se obține utilizind (A.3.12), (A.3.19): 

(( ra — arab = ([ te, pa — (ea palap = 

2 2 

1 
-$ teme = am) = — 6 tata ata) = = A roz? + 23). (17) 
s e 2 | 
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Formula (14) devine acum 


1 2 
C= Jo——b rata? + 25 (18) 
2 Je 
sau, integrind prin părți şi ţinind seama că r(z,, za) este uniformă: 
1 4 j 
C= lot — (mit z)ruds, (19) 
2 Je 


sau încă, ţinind seama în (18) de condiţia la limită (5) şi de saptul că funcţiile r şi t sint 
armonie conjugate (vezi A.5.8)): 


C = Jo . $ FTa ds. (20) 
e 


Rigidilatea geometrică la torsiune este o cantitate strict pozitivă. Într-adevăr, să 
transcriem (14) sub forma 


CR $ţ [ra — 2924 (ra + 200 — (ţ [za — Zara (ra + (raPldD. 21) 
Ei 2 


'Ținind seama de prima formulă a lui Green (7.2.10) pentru operatorul lui Laplace 
în plan 


(fun = -Ș (grad u * grad v)dD + i Du ds, 
2 2 cd 


luînd aci u = v = f(x, Za), utilizind armonicitatea lui r, condiţia (4), și relaţia (17), obținem 


(pu ra + (ral dD= i Fruu ds = (ozana -F zar) dD, (22) 
e 
2 


astiel că (21) se reduce la 


C = (ra — 2 (ra + zPldD>0. (23) 
2 
Introducînd încă (22) în (20), putem scrie şi 


ps a (| [ra + (ral 40. (24) 
2 


Cel mai simplu mod de a reprezenta pe C prin intermediul funcţiei 
Y(3) provine din (18), de unde căpătăm 


007 26. Ro 6) ati). (25) 
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Pentru secțiuni pentru care nu dispunem de o soluție exactă, este importantă ceva- 
luarea aproximativă a rigidității geometrice la torsiune, inclusiv a marginilor (inferioară şi 
superioară) pentru C. Problema e amănunțit studiată de G. Polya și G. Szegă [1] (mai 
ales în cap. 5, în particular cu ajutorul reprezentării conforme). Vezi de asemenea J. Bartha 
[1]— (3); E. Berger [1]; J. Diaz [1]; P. Germain [1], $ 8.6; L. Leibenzon [2] („„Metode 
variaţionale”, cap. 7); E. Makai [1] (evaluare mai puțin exactă decit cea a lui Polya); 
IL. Milne-Thomson [3], $$ 4.37 şi 4.38; G. Polojii [2]; H. Weinberger [1]; A. Weinstein [3]. 


Toate cele de mai sus sînt valabile şi pentru bare de secțiune multiplu- 
conexă. În acest caz, este necesară şi determinarea constantelor f,; — ches- 


tiune asupra căreia ne vom opri în $ 14. Dacă Z este simplu conex, aceste 
constante nu mai intervin, şi condiţia (5) se reduce la o condiţie Dirichlet. 


d) Cimpul deplasărilor 


Din (10) rezultă că originea axelor în Z nu se deplasează decit în lungul barei; așadar, 
lucrurile se petrec ca și cum secţiunile s-ar roti în jurul originilor respective. Pe de altă 
parte însă, în toate cele de mai sus, poziţia originii în orientarea axelor nu a jucat nici un rol. 

În fapt, se verifică ușor că o roto-transliație a axelor Oz,z, conduce numai la apariția 
unei roto-translaţii rigide a barei. Pentru a arăta aceasta, să considerăm un nou sistem de 
axe obţinut din cel inițial printr-o translație și o rotație. Din (11.22) rezultă că luncția 
W(3), şi deci şi funcţiile r(z,, 24), t(x,, za), sint invariate de o rotație a axelor, astfel că ne 
rămine de considerat numai cazul translației. Din prima formulă (11.29) obținem $) 


ri r— dz, + 20. (26) 


Din (11,25) urmează că în cazul torsiunii avem și pentru o translație + = 7), și deci 
şi C= C1. (Acest rezultat se obţine şi scriind condiția (4) în axele noi, și constatind că 
diferența celor două soluții coincide cu cea care rezultă din (26) — după care un calcul 
efectiv conduce la concluzia C = C!.) 

Cu aceasta, dispunem de două soluţii: 


US — Ta Ta Ups Tao Us=Tr, (27) 

ul= —ralz, umralz, u=rri=r(r—a0a, + 202), (28) 
de unde 

ul mu rada, ulm uj— 7202, ul us — TI + rit, (29) 


astfel că soluția în axele noi se obține prin adăugarea unor deplasări corespunzătoare unui vector 
de rotație de componente (vz?, za, 0), aşadar unei rotații în jurul unei axe perpendiculare 
pe Ora. 

Aceasta Înseamnă că sintem liberi de pildă să alegem originea şi orientarea axelor In 
modul care permite să scriem ecuaţia frontierei sub forma cea mai comodă. Cele 6 con- 


*) Aci a0, 20 nu sint coordonatele centrului de greutate. 
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stante arbitrare introduse în acest mod se adaugă în fond constantelor ce intervin în (8.30), 
(8.31), şi care au fost neglijate cind am scris deplasările sub forma (8.32), de unde am 


dedus (10). 
Vom lua deci în general (vezi (5.17)): 


u, = — Tăzrs — Cr + Br +F, 


Up = Tăăg + Ca, — Aa +6, (30) 


3 = Try Ie) — Br + Az+H; 


dacă presupunem că vecinătatea originii aci alese nu se deplasează și nu se roteşte, toate 
constantele astfel introduse sint nule, 

Se mai poate admite că secţiunea x, = 0 nu se deplasează și nu se roteşte în planul 
vi (așadar u, = a, = 0 pentru 1; = 0), şi că cele 6 constante sînt alese astfel încit media 
patratică pe secțiune a deşlasării longitudinale u, să fie minimă. Condiţia relativă la depla- 
sările u,, u, dă mai intii: 


Up = — TIgtg + Bia Us = TI T3 — Ada Ug = Tr 23) — Br, +A +H. (31) 
Este vizibil că punctul de coordonate 
zi = Al, zi m B (32) 


nu se deplasează tangențial pe nici o secțiune. Pentru acest motiv el poartă numele de cen- 
tru de torsiune (A. Weinstein [1]). 
Punind şi conditia de extremum pentru integrala 


1(u,) = j| ui dD, (33) 
2 
privită ca luncţie de A, B, HZ, obţinem ecuaţiile 
(| gta dD = 0, (j us dD =0, Ș| us dD =0, (34) 
2 2 2 


Alegind drept axe, axele centrale principale de inerție ale secțiunii, obţinem din (31) 
şi (34): 


$| (7 72 + Az2)dD = | (z ra — Br) dD = Ș| (cr + H)dD=0, 


2 
de unde 


2 
A = — (eh) (| zar 2940, B = (li $ţ zi, r (2 29) 40, 
2 Ei (35) 
H = — (3ID) Șf "(Zi Xp) dD. 


2 
(Vezi şi mai departe $ 19, pag. 308.) 
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e) Notă istorică 


Formulele (4), (5), (7), (8), (10), ca și considerarea funcțiilor r(z,, za) şi (x, Xa), se 
datorează lui Saint-Venant. Acestea au avut o deosebită importanţă atit în dezvoltarea teoriei 
torsiunii, cît și pentru utilizarea metodei semi-inverse. 

Problema torsiunii a fost abordată de către C. Coulomb [1] peniru cilindrul circular 
(în legătură cu studiile sale asupra pendulului de torsiune electro-static). Coulomb a dat 
soluția în cadrul ipotezei secțiunilor plane, presupunind u; = 0, şi admițind că secțiunile nor- 
male se rotesc în planul lor ca un tot rigid în jurul centrului cercului, iar unghiul de rotaţie 
este proporţional cu distanța z, la baza fixată (ipoteza lui Coulomb). Desigur, acestea sint 
cele mai simple presupuneri ce se puteau face. 

Această soluţie s-a dovedit a fi corectă. Dar încercarea lui |.. Navier de-a folosi aceleaşi 
ipoteze pentru alte secțiuni a dus la rezultate eronate. (Ipoteza secțiunilor plane poate fi 
infirmată experimental, cu ajutorul unui cilindru necircular din cauciuc, pe a cărui suprafață 
laterală se trasează o rețea de generatoare şi de traiectorii ortogonale lor.) A. Cauchy [7] 
a renunțat la ipoteza secţiunilor plane, dar nu a obţinut nici el rezultatul corect, 

Saint-Venant a căutat soluția problemei în deplasări, pornind de la ipoteza lui Cou- 
lomb, şi admiţind că secțiunile nu rămin plane, dar deplanează toate în același mod, inde- 
pendent de z, (ipoteza lui Saint-Venant). 

În contormitate cu ipoteza lui Coulomb, deplasarea tangențială este normală pe raza 
vectoare, de unde ur, -- usza = 0, sau încă, în coordonate polare (1, + iz, = R exp (i): 


u, cos +usiny =0. (36) 


Mai departe, ea este proporţională cu distanța la baza 2, = 0, și cu raza veetoare 
R = Va? + 22, astfel că 


u, = RER, uz = hzR, (37) 
ceea ce, împreună cu relațiile de mai sus, dă 
uta = kih = — sin xicos x, 
şi deci, notind cu 7 un coelicient de proporționalitate : 
u, = — TI Rsia xy, a = Tăg Ros x, 
așadar tocmai primele două relaţii (10): 
U = — Tata Up = TI Ta. (38) 


Fenomenul torsiunii se produce deci fără deformarea secțiunii (și deci a frontierei) în planul 
ei. (Din (8.32), se vede că în cazul general proprietatea nu se menține.) 

Evaluind unghiul 4 dintre raza vectoare a punctului (2, Xa) şi cea a aceluiaşi punct 
după deformaţie (1, + Up, Xa + us), căpătăm 


N ten = Tia (39) 


ceea ce corespunde semnificației lui r din (1). 
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Aceeptind ipoteza lui Coulomb, dar renunțind la presupunerea u, = 0, Saint-Venant 

a introdus ca ipoleză independentă presupunerea 
a = Ug (us Xa), (40) 


care coincide în fapt cu a treia relațic (10), şi a rezolvat în acest mod problema torsiunii, 
făcînd uz de ecuaţiile lui Lam. 


În fapt însă, ipoteza (40) nu este o ipoteză independentă. Pentru a ne convinge de 
aceasta, să introducem (38) în ecuaţiile lui Lam6. Întrucît acum avem 


6 = divu = uz, (41) 
ecuațiile (4.8.7) se reduc la 
Uaa3 = 0 Usa =0, oua faza t das t (1 — 2v) us =0. (42) 
Primele două din ele conduc la concluzia că 
aa > Dao Za Usa > (> Xa), iza => (3), (43) 
ustiel că a Lrcia ecuaţie (42) devine 


1 — 2y 
—— (Usaa * Usa) = Usa = 20, (44) 
2(1 — v) 


unde a este o constantă. De aci urmează 
Usa = h(z3) = 2aa + d, tis = ază + bă + to (2452), (45) 
unde b este de asemenea o constantă. Pentru osg obținem uşor de aci 


aa = (A + 2u) (2az, + d). (46) 


Întrucît prin ipoteză avem (Da = 0 pe ambele baze, conchidem că 


|| (2ax, + d) 4D = (| (2az, + 8)4D =0, (47) 
za=l 13=0 


de unde urmează a = b = 0; pentru componenta u, obținem deci o funcţie independentă 
de «,, așadar tocmai forma (40). 

Ipoteza lui Saint-Venant este deci o consecință a ecuaţiilor elasticității și a ipotezei 
lui Coulomb, De aci rezultă în particular că dacă baza 3 = 0 (sau o secţiune oarecare) 
este fixată într-un mod care interzice deplanaţia (forsiune împiedicată), atunci şi ipoteza 
rotației rigide a sectiunilor trebuie respinsă. 

Pentru un istorie detailat al problemei torsiunii, vezi N. Arutiunian şi B. Abramian 
[1], $ 1.13, 
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$ 14. FUNCŢIA LUI PRANDTL ŞI CONSTANTELE 
LUI PRANDTL 


a) Funcţia lui Prandti 


Funcţia lui Prandtl și Timoșenko — considerată pentru prima oară *) 
de către L. Prandtl [1], [2] pentru cazul torsiunii — se dovedește mai ușor 
de manevrat din punct de vedere teoretic, şi cu semnificații mecanice mai 
simple decit funcţiile lui Saint-Venant. 


Notind în acest caz, 


F(2,; 2%) = urf(a, Ze); (1) 
obţinem din (12.7) ecuaţia lui Poisson 
Af= —23, (2) 
iar din (12.9), condiţia la limită 
fle, =f;. (3) 


Funcţia f(a, 22) se numeşte funcția lui Pramndti, iar constantele f, 
— constantele lui Prandil. Din (12.10) urmează că funcția lui Prandtl este 
uniformă. Întrucît în (12.5) avem T, = 0, formulele (12.6) se reduc la 


T= —2ipr fu, (4) 
sau încă 
Cu = urii; ca=—uri,. (5) 


Între funcția lui Prandtl şi funcţia de torsiune conjugată există 
legătura ce derivă din (12.5): 


i 2 2 
f=t ză 3 cu. (6) 


care arată că funcţia lui Prandtl este tocmai funcţia invariantă din (11.30). 
Din comparația relaţiilor (4) şi (13.6) căpătăm imediat 
P'(3) = 2 = 2ifu rig. (7) 


Funcţia lui Prandtl este numai un potenţial de tensiune : un echi- 
ralent al relaţiilor (13.10) nu există. (Vezi şi $12, pag. 222). De cîte ori va fi 


% În fapt, această funcţie era deja folosită de către J. Boussinesq [1]. 
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determinată funcţia lui Prandt], va fi apoi necesară şi aflarea funcţiei 
"(2 2), de pildă din (7): 
afara fa —fa— ae (8) 
Ținind seama de (1)—(3), relaţia generală (12.20) devine aci: 
Messa) = — Sa Goma + 2 [6 (ap ai & &)ADa. 09) 
3 
a 


il 


Această formulă pune în evidenţă dependenţa între funcţia lui 
Prandtl şi constantele lui Prandtl, deocamdată necunoscute. 


b) Constantele lui Prandil şi rigiditatea geometrică la torsiune 


Să considerăm (L. Solomon [3]) funcţiile 


b, (a 24) = — $, G., ds, (10) 


3 


numite măsurile armonice ale componentelor 7; ale frontierei. Se ştie (vezi 
de ex. 5. Mihlin [1], $ 41) că ele sînt funcţii armonice în Z, și satisfac 
condiţia 


b (2 Zog, = pe (11) 


Întrucît extremele unei funcţii armonice sînt atinse numai pe fron- 
tieră, rezultă 0 <b, (2 2) <1 în Z. Introducind (10) în (9), deducem 


Ra 25) = Ş feb (ass 20) + 2 Gu ai tEaDe. (2) 
j=l 3% 


Mai departe, transeriind (12.19) pentru cazul torsiunii, căpătăm 
formula lui Bredt 1) 


i f„ds= —2A. (13) 
% 


Scriind această relaţie pe Z, (pe Z,, ea rezultă atunci identic verifi- 
cată) și introducînd aci (12), obținem — după operaţii asupra cărora nu 
ne oprim — sistemul 


5 Baa = 20 + fo (2, 2) ao], În = 1 dece mp (14) 
h=2 
2 


10) Aceeași observaţie ca la pag, 234. 
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unde am notat 
Bis i D= =: (15) 
£; 


Se poate demonstra că sistemul (14) are întotdeauna o soluție unică, 
ce poate fi găsită prin aproximaţii succesive ; cercetarea acestei soluții 
arată că f, > 0 (j > 1), astfel că din (12) urmează acum f(2,, 22) > 0în 2. 

Întrucît funcţia lui Green depinde numai de configuraţia domeniului 
2, din (14) rezultă că constantele lui Prandtl sînt niște constante geometrice 


ale domeniului. 
Pentru determinarea lor, vezi încă J. Bartha [2] și P. Narasim- 


hamurthy [1]. 
Introducînd (8) în (13.14), obținem 


C= — (| (2 fa F Za fa) dD, (16) 
a 


de unde, utilizînd formula lui Riemann (A.3.18): 


Sia (za Pa + (a f)a —2fldD = 
a 
= —q f (ih Dana) ds +2 | f(a2s 2) AD. 
- 2 


'Pinînd seama de condiţia la limită (3), luînd f, = 0, integrind pe 2 
cu respectarea sensului, pozitiv, şi remarcînd că 


| (Daha F Paha) de = 2 $j AD = 20,, (17) 
se 
; poz 
căpătăm în definitiv importanta formulă (vezi şi $ 16, pag. 275) 
C=2 X f; Dp4+ 9 (| fe 2) dD. (18) 
a 


Mai departe, introducînd aci expresia (12), obținem 
c=2 5 fi[0,+ fo, (a ap aD] + 4 (94 Gta ae; &u ep aD,aD: (19) 
a 2 23 
sau încă, ţinind seama de ecuaţiile (14): 
C=2 Și Bufete + 4$Ă)G tz as Bu fa) AD, dDe, (20) 
tai 22 


ceea, ce dă expresia rigidităţii C prin intermediul funcţiei lui Green. Întru- 
cât avem G > 0, b; > 0, f;> 0, din (19)rezultă dinnou Cc > 0. 
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În cazul unui domeniu simplu-conex, formulele se simplifică. Ast- 
fel, funcţia lui Prandtl este în acest caz soluția problemei 


Af= —2 în2, î(=0 pe, (21) 
aşadar a unei probleme Dirichlet. Din (12) urmează : 
f (up Za) = 2 NI G (Zap Pai Ew Ba) dDe, (22) 
2 


iar pentru C avem, în loc de (18), (19), formulele simple 


C=2 ) f( 22) dD = +Î$) G(a2,; Da; Exo Ea) dD.dD;. (23) 
E] 22 


c) Imagine geometrică 


Pentru a înțelege semnificația funcţiei lui Prandti, să exprimăm cu 
ajutorul ei vectorul-tensiune (os, aa, 0) într-un punct oarecare al secțiu- 
nii 2. În acest scop, să considerăm familia de curbe 


f(, Za) = const. (24) 


Întrucît cosinuşii directori ai normalei la o curbă oarecare a familiei 
sînt proporționali cu f,, şi f „ deducem — ținind seama de (5) şi (A.3.12)— : 


Ga = kh = — kcos(s, 2); Gas = — km = — kcos(s, x). (25) 


Prin urmare, vectorul tensiune este dirijat în fiecare punet după tan- 
genta la linia f = const. ce trece prin acel punct. Liniile f = const. poartă 
numele de traiectorii ale tensiunilor tangențiale. Ele se pot interpreta şi ca 
linii de nivel ale unei suprafeţe 4, = f (2, a). 

Din (3) rezultă că componentele lui Z sint traiectorii ale tensiunilor 
tangențiale, aşadar în fiecare punct-frontieră tensiunea este dirijată 
după tangenta la 7. 

Să ealculăm acum proiecția T(s) a vectorului tensiune pe tangenta 
la o curbă oarecare din 2, definită de versorul tangentei s (vezi (12.22)). 
'Ținînd din nou seama de (5) şi (A.3.12), obținem 


T(s) = ur [— fa ha — faml= — fu, (26) 


unde n este normala care formează cu tangenta s un sistem de axe n, s 
orientat la fel cu sistemul z,, 2: prin urmare, pentru o curbă închisă, n 
este normala exterioară ; dacă £ = £,;(j > 1), n este normala exterioară 
la Z;, aşadar normala interioară la Z. 
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Dacă curba £ este o traiectorie a tensiunilor tangenţiale, tensiunea 
tangenţială este dirijată după s, şi prin urmare avem 7(s) = + |T|. 

În definitiv, direcția vectorului tensiune într-un punct oarecare 
(subinţeles : pe un element de normală paralelă cu 02) este dată de direc- 
ţia tangentei la traiectoria f(z,, 22) = const. ce trece prin acel punct; 
iar mărimea vectorului tensiune este dată de gradientul funcţiei f(,, 22) 
(derivata după direcţia normalei la traiectorie). 


d) Proprietăți extremale 


Se poate uşor arăta că mărimea |T | a tensiunii îşi atinge mazimul 
pe frontiera £ ; acelaşi lucru este valabil pentru minimul funcţiei f (2, da). 

Într-adevăr, funcţia lui Prandtl este supraarmonică în Z(Af <0), 
şi astfel de funcţii îşi ating minimul numai pe -Z (vezi V. Smirnov [2], 
vol. 4, pet. 215). În particular, dacă f(4,, 2) ar avea un minim într-un 
punct interior, în acel punct ar trebui să fie 


fa =0, fa=0, fu 20, îs >0, 


ceea ce ar contrazice ecuaţia (2). Întrucît f; > 0(j>1), rezultă că minimul 
este atins pe componenta Z, şi valoarea sa este î, = 0. 


Pe de altă parte, din (13.6) avem 


ITP =TT = 22 [y'(8) V'(3) + iav'(3)—iă V' (3) + 33) (27) 


astfel că, ţinînd seama de forma complexă (4.4.7) a operatorului lui La- 
place : 


AT) =4 (Tg = d p2s2(9r pr + D>0. (28) 


Funcţia |T|? rezultă a fi subarmonică (vezi loc. cit), și îşi atinge 
deci maximul pe frontieră, Argumentul elementar de mai sus (cu semnele 
schimbate) rămîne valabil. Minimul funcţiei | T |? este desigur egal cu zero, 
și poate fi atins atît pe frontieră, cât și în interior. (Vezi $ 16, pag. 266). 


$ 15. PROBLEMA TORSIUNII, EXEMPLE 


În acest paragraf vom da unele exemple de determinare a funcţiilor 
de torsiune în cazuri în care ele pot fi găsite efectiv, cu mijloace elementare. 
Un loc important îl ocupă aci metoda inversă, și cea a separării variabi- 
lelor. 
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a) Cerc. Coroană circulară 


Fie că 2 este un cere de rază Ry, sau o coroană de raze R, și R, 
(cu R, < RR). Căutind o funcţie armonică în 2 şi care satisface condiţia 
la limită (13.11), găsim soluţia evidentă 


ta 2) 2 B3 = const (1) 


unde constanta a fost aleasă astfel încît f, să fie nulă (vezi (14.6)). 


OBSERVAȚIA 1. Aparent, soluția problemei pentru coroana circulară ar putea fi cău- 
tată sub forma 
t(z Xa) = % + (e) In R, 


Într-adevăr, această funcţie este armonică, și constantele a, A pot [i determinate din con- 
diția (13.11) scrisă pe cele două cercuri-frontieră. Ea nu este însă acceptabilă, întrucit con- 
jugata armonică a funcţiei In R nu este uniformă in 22 (vezi şi $ 13, pag. 227). 


Funcţia lui Prandtl în coordonate polare se scrie evident 
1 > 
= BB, Pata. (2) 


Din (1) urmează şi r(z,, 2) = const., şi deci şi (4) == const.; ale- 
gînd r(a, 22) =0, din (13.8) şi (13.10) avem 


My > — TPaDaa Ma = TPiDay Us = 0; 0 = — UTDa Oa = ut. (3) 


Prin urmare, în cazul secţiunii circulare (cu sau fără gol concentric), ipoteza secțiunilor 
plane este respectată. De altiel, acesta este singurul caz în care ca e respectată: luind 
ua = const, deducem r == const. și deci și t = const., astiel că din (13.11) obținem ecuaţiile 
unor cercuri concentrice (cel mult două), Acest fapt arată importanța pasului tăcut prin 
ipoteza lui Saint-Venant asupra deplanării. 


Pentru rigiditatea geometrică la torsiune obținem din (13.14) 


C= = $j RAR dy = And — RY, (4) 
ză 2 
(în cazul cercului, R, => 0). Valoarea lui 7 se calculează acum din (13.15). 
Pentru un cerc de arie dată D, deducem din (4) 
C = D!/2r. (5) 


OBSERVAȚIA 2. Dacă constanta pu nu este cunoscută, ea poate fi determinată din mări- 
mile cunoscute _/, și C = Ip, şi valoarea măsurată a lui =. Torsiunea unei bare cilindrice 
circulare poate constitui deci cea de a dona experienţă principial independentă necesară 
pentru determinarea constantelor elastice (vezi $ 3.4, pag. 95). 
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Soluţia (3) (vezi şi ralionamentele din $ 6, pag. 190) sugerează utilizarea de bare 
tubulare. Astie], o bară de secţiune circulară cu raza R' are aceeași rigiditate ca o bară 
tubulară, dacă R'4 = RĂ — R?. Alegind de exemplu Re = 6 cm, R, = 5 cm, obţinem R' = 
= 5,09 cm, şi deducem că bera tubulară este cu 58% mai ușoară decit cea plină. 

Exemplu numeric. Un arbore de mașină transmite o putere P = 600 c.p., lucrind în 
regim de 120 rotații pe minut. Presupunind arborele cilindric circular (plin), din oţel (4 = 
= "750 000 hkgi/cm?), să se calculeze raza minimă admisibilă pentru ca 7 să nu depăşească 20'/m, 
iar |T(s)! să nu depășească 600 kgf/em?, 

Puterea dată este P =— 600 % 75 kgwisec — 45 +10 kg -cm/sec. Lucrul mecanic 
produs de cuplul Pa la o rotire de un unghi n este Alan. Întrucit avem P = Alsnsec, şi 
intrucit unghiul de rotaţie pe secundă este 120-2x/60 = 4, obtinem Ali = 45-105/4r 
2 358-103 kgeem. 

Din (3), găsim pe frontieră 


la! = Vai, + câ, = urRo = CAICIRe = 23. 
Punind condiția ca această cantitate să nu depăşească 600 kglicm?, deducem 
Ro => 1/380 cmă 22 7,24 cm. Aceasta este condiţia de rezistență a arborelui (calcul la tensiuni 
admisibile.) 
Pe de altă parte, valoarea gradului de torsiune admis (calcul de rigiditate) dă 
halul SS 201m, de unde, întrucît 20'/m = 0,000058 radiani/em, obţinem Rg > 851 em. 
Se adoptă valoarea Rp = 851 cm corespunzătoare condiției mai severe. 


b) Elipsă 
Să considerăm 0 secțiune a cărei frontieră are ecuația 
aia? + ab: = 1, ba, (6) 
(B. de Saint-Venant [1], cap. 6). Alegînd 
f(e 2) = Kai]? + că — 1), (7) 


ecea ce asigură verificarea condiţiei la limită din (14.21), obținem 
Af = 2 K(a-2+ b-2). Pentru a asigura şi verificarea ecuaţiei (14.21), 
se ia deei K — — a202/(a2 + 52). Prin urmare, funcţia lui Prandtl se 


scrie : 
Mle = Pg (i 2-2): (8) 

2 pe a vb 

Introducînd (8) în (14.5), obţinem 
> E HT%a, Os == - — 7 Bye (9) 
ab a + 

Pe de altă parte, ţinind seama de (8) în prima relaţie (14.23), avem 

ă 2 2 
C=2fi tz a)aD —2 ja — E — 2) dp. (10) 


2 2 
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Pentru momentele de inerție ale domeniului mărginit de elipsa (6), 
căpătăm 


PRE mal, „RE 1 mat, Îi 2 zab(at + b2), (1) 
astfel că din (10) urmează 
C = ma5b3/(a2 + b2), (12) 
Aceasta dă pentru gradul de torsiune valoarea 
7 = Malul = (la? + 0%)/rpa202] Ms (13) 
și deci formulele (9) devin în definitiv 
Oa = — (2 AMa/mab5) e, sa = (2 Malra0b) az. (14) 
Pentru modulul !g,| = |T| al vectorului tensiune avem de aci 
ITI = (2 Mehmet) Vila + zei, (15) 


Îutrucit maximul acestei funcţii este atins pe JZ, trebuie să găsim punctele de anulare 
ale derivatei tangenţiale |T|, pe JP. Ținind seama de (4.3.12), (3) şi (15), avem pe rind 


ITI, > Tla Rat Tia m = al Tia fat Tia fa) = Bla? — 0-2) 


(unde a, f sint coeficienţi de proporţionalitate), astfel că, pentru a = b, extremele sint atinse 
pe axele elipsei. Avind de ales între extremele mărimilor z,/a? şi x4/b2, deducem că mărimea 
tensiunii ia valoarea maximă pentru x, = 0, ap => + b, aşadar la capetele semiaxei mici 
ale elipsei (6): 


Ca mas = 2 Maimabi. (16) 


Acest rezultat este contrar celor ce s-ar petrece dacă ipoteza secţiunilor plane ar îi 
valabilă : am avea atunci je, = uz (22 + 22), funcţie care ia valoarea maximă pentru 
Xp = 0, ay +a. Semnificaţia acestei proprietăţi va fi mai bine înţeleasă în $ 16, pag. 266 


Pentru a calcula deplasările, este necesară determinarea funcției 
r(2 Za). Din (14.8) şi (8) obţinem ușor 


ra = — a? — 02)/(a2 +- 02)] 3, ra =—l(a2— b)/(a2+ d3)]a,, (17) 
de unde urmează 


r(2 ma) = — la? —b2)](a* + d2)] ae. (18) 
'Țiuind seama și de (13), avem în definitiv 
tis (2233 22) = — [(0? — 02)/mpa9i0] Matea. (19) 


Secţiunile normale se transformă deci în paraboloizi hiperbolici. 
Deplasările tangențiale sint cunoscute din (13.10) şi (13). 
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Secţiunea eliptică reprezintă unul din rarele cazuri în care calculele se desfășoară 
atit de simplu. În particular, acesta este unul din rarele cazuri în care funcţia lui Pranât! 
poate fi căutată sub forma unui produs de funcţii, printre care intervine ecuaţia frontierei 
sub formă implicită, ceea ce asigură verificarea condiţiei la limită din (14.21). (Vezi de ex. 
L, Leibenzon [2).) Lucrurile se petrec astfel, datorită structurii simple a funcţiei (3). 
Anume, din (14.6) și (8) deducem 

1 . 1 a2—b: a2b? 
t(2a Za) = fo 2d)+— (23 + 23) = i — 23 + i ip (20) 
2 2 ab? az + b? 


1 1 
Întrucit avem evident — za + 2 i(z2 — 2 = tă i3%, din (18) şi (20) deducem că 
soluția complexă a problemei are forma 
1 Q-—b? ab: 
(3) = 7 1) 
2 a-+b2 a+4bi 
unde termenul constant poate fi neglijat (el corespunde valorii fo = 0). 


Soluţia aceleiași probleme poate fi obținută și printr-o metodă de tip invers, considerind 
funcţii de forma h3” (unde h este o constantă complexă, iar n, un număr natural) şi deter- 
minînd domeniile corespunzătoare. Pentru n = 2, găsim elipsa. 


Să revenim asupra rigidităţii geometrice la torsiune. Notind cu 
D=mab şi k=V1L—b?ja2 (22) 


aria şi excentricitatea, şi ţinînd seama de valoarea |, din (11), putem 
transcrie (12) sub forma 


C = (Dâ4m?l,). (23) 
Mai departe, avem desigur 
E = D ( a = e) 
= V— (1 — kr Di Pa e, 24 
a EX E Pe zu 2rVi —k = 190) 
astfel că (23) devine 
C= (D:f2m) V1—R: [ —2 e), (25) 
Dezvoltind în serie această expresie, obținem 
C = (D2/2x) [ zi - Rea (26) 


unde am notat (compară mai departe cu (10.7.27)): 


ue) 1 (La). (27) 
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Prin urmare, rigiditatea geometrică la torsiune depinde de aria 
D a secţiunii eliptice, şi numai în relativ mică măsură de forma acesteia, 
caracterizată de excentricitatea k, sau de aria D și de momentul |. (Desi- 
gur, aceste relaţii își pierd sensul pentru k = 1.) 


Pentru paranteza dreaptă din (26), avem valorile de mai jos: 


k |_0 0,2 0,4 0,6 0,7 0,8 0,9 0,95 0,97 


1— Li kA (k) 1 0,9998 0,9962 0,9756 0,9458 0,8823 0,7326 0,5688 0,4590 


B. de Saint-Venant [3] a propus formula (23) ca expresie aproximativă a rigidității 
pentru orice secțiune simplu-conexă. Scriind-o sub forma 


C = (Dîllo) (28) 


unde Xelipsă = (1/4m2) = 0,02533, el a calculat valorile exacte ale lui x pentru diferite 
secțiuni (chiar secţiuni atit de îndepărtate de cea eliptică, cum sint profilele în 1), obţinind 
rezultate satisfăcătoare. (Vezi tabela la finele paragratului, pag. 260, coloana a doua.) Fără 
îndoială, valabilitatea tormulei aproximative a lui Saint-Venant este legată de rolul redus :] 
Jormei eiipsei de secţiune în valoarea lui C, evidenţiată în (26), 

OBSERVAȚIA 3. Se înţelege că de aci nu rezultă nimic în ce priveşte valorile tensiunii 
(şi în particular, ale tensiunii tangențiale maxime). Vezi de exemplu H. Muştari [1]. 


Din formula (23) rezultă că, la arie egală, cea mai avantajoasă secțiune este cea cu l 
minimal. Din (26) urmează că secțiunea optimă este cea circulară (k = 0; compară cu (5)). 
Desigur, aceasta nu reprezintă o demonstraţie, întrucit formulele au numai caracter aproxi- 
mativ (dacă 2 nu este mărginit de o elipsă). Faptul că, la arie egală, domeniul simplu-conex 
de rigiditate geometrică maximă la torsiune este discul circular, a fost demonstrat de G.Polya 
[1]; în cazul domeniilor dublu conexe, rolul de domeniu de rigiditate maximă la aceeaşi arie 
îl are coroana circulară (G. Polya și A. Weinstein [1]). O amplă analiză a problemei este 
prezentată de G. Polya şi G. Szegă [1], capitolul 5, 

OBSERVAȚIA 4. Funcţia (8) este funcţia lui Prandtl și pentru orice domeniu dublu 
conex mărginit de elipsa (6) şi de o curbă f(x, 23) = const. 


c) Triunghi echilateral 


Exemplul ce urmează (B. de Saint-Venant [1], $ 105) prezintă sugestiv modul de 
utilizare a metodei inverse din (13.11), (13.12). Fie deci 


V(3) = k%, (29) 


unde coeficientul k este indispensabil pentru a asigura dimensiunile necesare ale cantită- 
ților cu care avem de-a face (vezi $ 13, pag. 227). Scriind 4(3) sub forma (13.2), obţinem 


"(e 20) = k(zi — 3x73), tau za) = ke (3a2za— 29). (30) 


Luind funcţia r(z, 73) drept funcţie de torsiune, căpătăm din (13.11) ecuaţia curbei- 
frontieră sub forma 


a 1 ; 
k(3ziza — 20) — —(22+ 22) =, (h= const). (31) 
2 
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Asimptotele acestei cubice se obțin egalind cu zero suma termenilor de grad 3: 
3xiz, — d a — z(23+ V3z,) (Za — V3z) =0, 
Să considerăm trei drepte respectiv paralele cu aceste asimptote 


şi să determinăm k, h pentru care cubica (31) degenerează în ansamblul acestor trei drepte. 
Identiticind expresiile 


1 E] 
Aaa +a 20 + 23) — h ss c(x — a) [(z — 6) — 3zi], 
obținem 


2 
k=—1/6a, h= — —aî; b = —2a, c = — 1/6a. (33) 
3 


Pentru aceste valori, cubica (31) degenerează în ansamblul dreptelor 


za, + V3z + 2a =0, 3, +2a=0, (34) 


care definesc un triunghi echilateral cu centrul în origine. 
Avem deci 


(3) = (ba), 


r(zuza) = (L/6a) (2? — 3x73), (35) 
2 n _Î cae 2 2 
EA f(rsza) = (1/6 3zrirs—z3) — [") (zi + 23) + ra a:, 
unde constanta a caracterizează dimensiunile triunghiului. 
Expresia 


up = (si6a)z(z, — Văz) (2 + V3z (36) 
Fig. 5.151 
defineşte aspectul după deformaţie al secțiunilor iniţial 


plane. În particular, înălțimile triunghiului râmin după deformaţie în planul iniţial al secţiunii, 
Pentru a determina 7, ne rămine să calculăm, folosind de pildă (15,24), valoarea 


C = le — (442) (| (2? + 229 40. (37) 
2 
În coordonate polare, deducem (vezi 1. Rijik şi 1. Gradstein [i], formula 2.246) 


7/3 ajeca X o. 9 „,-— 
l = sț az] RAR = 330, C= E | 3as, (38) 
0 -0 


sau încă, intrucit latura triunghiului este 1 = 2 V3a, iar aria D=3 Va3a2: 
C = 0,1155 D? == 0,0222 (D*/19). (39) 
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OBSERVAȚIA 5. Folosind diferite funcţii de forma k5” şi combinaţii de astfel de funcții 
B. de Saint-Venant (loc. cit.) a rezolvat numeroase probleme de acest tip. 

OBSERVAȚIA 6. Pentru triunghiul dreptunghic isoscel, vezi B. Galerkin [2], volumul 1. 
Pentru alte triunghiuri, soluția nu este elementară. (Vezi de ex. N. Gloumakoiff și 
Yi-Yuan Yu [1]). 


d) Lunulă circulară. Concentrarea tensiunilor 


Tot în spiritul metodei inverse, să alegem 
p(3) = ka ha +l, (40) 
(&, h, l — constante reale, deocamdată nedeterminate), de unde 


mb SI. 998 SN 0 E. 
"(a 22) = ka + h 2 ERE + bn (ao Da) => kata ha i A (41) 
Este de preferat să definim ecuația curbei-frontieră a domeniului 
corespunzător sub forma (13.12), ceea ce echivalează cu a lua în (13.11) 
drept funcţie complexă de torsiune, funcţia i ț(3). Căpătăm astfel 


z 1 
ka Îl | —=—Q2 ză) = 0 42 


așadar ecuaţia unei cuartice. Să determinăm valorile k, h, 1, pentru care ea 
se descompune în ansamblul a două conice. În coordonate polare 3 = 
= R exp [i 3), căpătăm uşor 


(R2 [i ae Sa) =. 
R2—2 RR 


Luînd aci 2] = c2, h|k = —2= —c8, 
k = a, obținem 


(R2 — c2) (1 — 2a (c083)/R] = 0, (43) 


ceea ce, pentru c < 2a, este ecuaţia an- 
samblului celor două cercuri din figură, unul 
avînd centrul pe circumferința celuilalt, 


Fig. 5.15.2 


Acesta este cazul elementar al problemei lunulei circulare, considerat iniţial de C. Weber 
[1], [2]. Pentru cazul ne-elementar, cind centrul cercului de rază e nu e situat pe circumferința 
celuilalt, vezi I. Sokolnikoit [2], $ 45; 1. Sokolnikoft şi E. Sokolnikolf [1]; [.. Hamburger 
et al. [1]; 1. Ufliand [2], $$ 2.7—2.9. 


Prin urmare, pentru domeniul mărginit de cele două cercuri şi care 
nu conţine originea (punct în care funcţia (40) nu este olomortă), avem 


V(3) = în (3 — 0231) + a ie, (44) 
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PR az SE. l-a (2 + 2) + 


ai —+ 4) 
SN _2a cosz) 
rate a) [n = (45) 


(Am ales funcţia (44) în locul funcţiei ce ar rezulta direct din (40) și (13.11), 
pentru ca axa de simetrie a figurii să fie axa polară.) 


Considerind aci şi cazul-limită c —> 0, obținem funcţiile 
; 1 
V(3) iaz, (ap ze) = — PP (l — 2a(cos 7)/R], (46) 


care coincid cu funcțiile corespunzătoare pentru cazul cercului ; aceasta 
decurge din (11.28) (unde trebuie neglijat un termen de forma i3'3, cores- 
punzător unei deplasări rigide după cum rezultă ţinind seama de (8.10)), 
respectiv din (11.31) (transcriind formula (2) pentru originea aleasă nu în 
centrul, ci pe irontiera discului de rază a), 

Dar aceasta nu înseamnă că tensiunile corespunzătoare cazului, limită 
0—>0 ar coincide cu cele ce se obțin în cazul discului circular, așadar luînd 
de la început c = 0, şi căutînd funcţia (4) sub forma din (46) (funcţie 
olomorfă inclusiv în 3 = 0, sau care cel puţin poate fi prelungită prin 
continuitate în acest punct). Vom reveni mai departe asupra acestei ches- 
tiuni. 

Pentru rigiditatea geometrică la torsiune, avem din (14.23) și (45): 


(me (| (62 — R?) (1 — 2a(cosx)/R]R AR AX, (47) 
Ei 


cu limitele de integrare 
e < RS 2a cos, —x SASI; (48) 
unghiul 7" — ya fiind definit de relaţia evidentă 
cos = c]2a. (49) 
Etectuind calculele în (47), căpătăm 


Cd (E — atelaj: — = (ela | + E (ea) + 2tela)| sin e (50) 


după care din (13.15) se calculează gradul de torsiune 7 = A/uC. 
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Pentru a determina tensiunea tangenţială, putem face uz de formula 
(13.6) şi (44), sau de (14.5) şi (45), de unde 


T(3, 3) = — iur La(1 + 62/82) — a], (51) 
2. 
cm = pe [= aut ae ta] - 
a — 
mm [oara i) 


Prezintă interes deosebit examinarea a donă cazuri-limită: c—0 
(dise circular cu o mică slăbire circulară pe frontieră — caz limită al barei 
cilindrice circulare cu un canal longitudinal circular), şi c—>2a (lunulă 
circulară subţire). 


În primul din acestea, din (49) deducem 7 a x. Întrucit c/2a = 


= cos y' = sin (3+ — rar —y, deducem 


Y' Se 


(n —c/a), siny' = |: — - (ela) 1 — j (c/a)?. (53) 


»|= 


Introducînd aceste valori în (50), constatăm că termenii liniari în 
cla se reduc; neglijind pe cei cubici şi de grad superior, obținem 


C au mat [1 — 2(c/a)?]. (54) 


Prin urmare, dacă c —>0, căpătăm pentru C tocmai valoarea cunoscută 
pentru cere. O slăbire de torma considerată moditică deci numai cu puţin 
(şi anume, cu termeni patratici în c/a față de unitate) mărimile cu caracter 
global C şi +. 

Să considerăm acum tensiunile ce apar în cazul cercului (așadar să 
utilizăm funcţiile (46) în loc de (44), (45)): 


T= —iur(a —3), On = — ura Oa =ur(—a+a,). (55) 


Dacă raportul c/|3| este mic, diferența între soluţiile (51), (52) şi 
(55) este de asemenea mică, şi comparabilă cu patratul raportului c/!3| 
față de unitate. Prin urmare, influența unei slăbiri circulare pe frontieră 
asupra tensiunilor este şi ea neglijabilă la oarecare distanță. Dimpotrivă, 
la distanță mică tensiunile se modifică sensibil, întrucît raportul c/|3| 
nu mai este neglijabil. În particular, luînd 3 = c exp (i 3), caleulind din 
(51) tensiunile pe îrontieră, şi făcînd apoi e —> 0, căpătăm 


lim T(c, 7) = —iuza [1 + exp (2iy)] (56) 
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(unde notația subliniază faptul că tensiunea depinde nu numai de punct, 
ci și de direcţie), în timp ce pentru discul circular deducem 


T (0) = — iura. (57) 


După cum se vede, pentru 4 = + z/2 (punctele unghiulare ieşinde 
ale frontierei) tensiunea tangențială se anulează. Dimpotrivă, pentru 
7 = 0, ea este la limită cu 100%, mai mare decît în cazul discului circular 
fără slăbire. 

În consecinţă, o mică slăbire circulară pe frontieră (de ex., un canal 
de ungere al unui arbore) nu modifică sensibil nici parametrii globali 
(C şi +), şi nici tensiunile la distanță destul de mare; în schimb, ea duce 
locali la creșteri considerabile ale tensiunii, adică la o concentrare a tensiu- 
nilor, cu un coeticient de concentrare mergind pînă la valoarea 2. (Vezi 
şi $ 4.2, pag. 127). Exemplul simplu de faţă arată limpede primejdia 
fisurilor—chiar microscopice—în material, şi importanța realizării unor 
conture cît mai netede, fără discontinuități ale tangentei (Vezi şi exemplul 
Î, pag. 259). 

Explicaţia matematică a fenomenului în cazul considerat este le- 
gată de faptul că originea este un pol al funcţiei (44). Pentru e-—>0, ter- 
menul polar dispare din expresia ei — dar nu şi din expresia tensiunii 7, 
care depinde de derivata funcţiei (44) şi în care, pentru c —> 0, 3 —>0, obţi- 
nem termeni suplimentari faţă de soluţia corespunzătoare cazului c = 0. 

În al doilea caz-limită, avem c/2a—1, așadar 4'->0. 'Ținind seama 
de (49), transeriind (50) sub forma 


C= a" (x (1 — 8cos?2y' — 8 cost 4") + sin 7" (cos! + 14 cos2x')] = 
se ca sin di [E cos 7 + : Cos 21) — 7 (6 + 8 cos 27” + cos 0) | (58) 


şi efectuînd dezvoltările în serie, obținem 


64 
Come ATEI 28 na 59 
105 « + 3 ( ) 


unde am neglijat termenii de ordin superior. De aci rezultă că, chiar pen- 
tru valori nu prea mici ale unghiului x' (sub 15%240,3 radiani), formula 
(50) îşi pierde precizia, şi trebuie înlocuită cu (59). Asupra acestui rezultat 
vom reveni în $ 16, exemplul f, pag. 271. 


e) Dreptunghi 


În unele cazuri (mai ales dacă frontiera este alcătuită din arce de 
ecuaţii destul de simple : drepte, arce de cere) soluția problemei se poate 
obţine prin separarea variabilelor şi dezvoltări în serie, eventual după o 
schimbare convenabilă de coordonate. 
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Fie o bară de secţiune dreptunghiulară, avind laturile de ecuaţii 
D= dk Ze = 4b, unde ba. (Pentru soluția originală, vezi B. de 
Saint- Venant) [1], cap. 8.) 

Căutînd funcţia lui Prandtl sub forma - 


(9 a) = = x, (2) Ya(za), (60) 


obținem uşor din ecuația (14.2) 


Xa (2) Y, (22) + XX, (a) Ya (2) = —2. (61) Fig. 5.15.3 


Dată fiind simetria secţiunii, funcţia f(z,, z,) trebuie să fie pară. 
Să dezvoltăm membrul al doilea din (61) în serie Fourier în interva- 
lul —b <a, Sb. Pentru aceasta, considerăm funcția 


ha) =| 2 pentru —25Şa,<—bd, b<a,S25, (62) 
— 2 pentru —b<a,st, 
pentru care obţinem uşor dezvoltarea 
(— 1) în +1 
h === PP ——— 008 ——— « 63 
i. die re es amalia, SP 
Notind 
A = (2n +1), d = 25, (64) 
şi alegind în (60) 

Y, (23) = cos A za, (65) 
ceea ce asigură verificarea condiţiei f (z,, Te) la = 0 pe laturile z,=+b 
— obţinem din (61) pentru X, (,) ecuaţia 

[i (= 3 i 
Ce Cp 90300) ame me e E. 66 
(7) (2) fe gara (66) 
a cărei soluție generală are forma 
X, (2) = Auch în + Bash az i SATI aaa. (67) 


x 2n +1 
Impunind condiția f (z,, 22) = 0 şi pe laturile 2, = + b, obţinem 
din (67) 
— 1) 1 
PREA mad ea ee B, =0. 68 
m în +1 Xceha a) 
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În definitiv, am căpătat astfel funcția lui Prandtl sub forma 
3252 «e — 1) ch ch 2, 
f (a pă deh ali=S = 


așadar o serie foarte rapid convergentă. 


2: cos Aa a (69) 


Pentru componentele tensiunii obţinem din (69) şi (14.5) 
% — 1) ch 7, £ 

ua Și AP [e him 

72 so (2n + 1k ch Aa 
e O (—1)* shisz 


Ogp = A Ş, 


Tr so 2n + Ik chAa 


| A Zas (70) 


cos, Za, 


astiel că pe frontieră, unde trebuie să apară tensiunile maximale, avem : 


16 e (1) 
Oa (+ a, 2) =0, osa(-ta, za) = d —bur ————— th Aacos?, Za, (71) 
m? LE (an +1 
16 ară 1 ch 7, £ 
O (2, 2 d) = F— bu Ş ——=— po ag ea 02) 
a ao (2n + 1P ch Ad 


După cum era de aşteptat, vectorul tensiune este dirijat după tangenta la Z. 

Pentru a determina punctele în care apar tensiunile tangenţiale maximale, să considerăm 
separat seriile din (71), (72). 

Funcţia th E tinde rapid către 1 pentru E— co. Întrucit ab, avem Xa > 


3 A dan + 1) m, de unde thăja2>0,917 şithi,a 1 pentru n >1. Așadar, din (71) 
2 


obţinem cu o bună aproximaţie 
16 ra ez, e — 1) 
Os (a, 23) se — bur | th — cos — + N 25 a cos 1, 22| (73) 
m? 20 25 SI On+1k 


de unde pentru derivată: 


8 x e (—1)* 
Losa (a; z3)],, = — —ur]th ii Pi. BE € i sin A, Xa | (74) 
UL: 2b 25 Os 2n+1 


Această funcţie se anulează pentru z, — 0 (ca şi derivata valorii exacte a tensiunii), 
Maximul tensiunii pe latura x, = 4 a este deci atins pentru 2, =0: 


16 Ta o O O(—1)* 
Gaza (a, 0) = — dur E paianta 3 | (73) 
72 2b n=] (2n + Ik 


Pentru a calcula suma seriei din (75), amintim că 
co (= m 


———— = G = 0,915965... (76) 
1-0 (an + 1 
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unde G este constanta lui Catalan (vezi de ex. I. Rijik și [. Gradştein [1], formula 
0.234). Prin urmare, (75) devine 


16 a 
Gss (a, 0) = —bur | —— vast] . (77) 
m 2b 


Pe de altă parte, din (72) deducem 


3 aa 1 shĂ,r 
[Oa (> P)lu = —ur 3 See ee e 
E: 


, (78) 


așadar o expresie ne-negativă, care se anulează numai pentru x, = 0. Întrucit avem 

d 1 

Ş, Qn+ pt =—rt, (79) 
8 


(vezi loc. cit.), deducem pentru maximul corespunzător 


8 e 1 1 
Ga (0, b) = — 2bur [ SE 7, E | (80) 
me i (an + 1 chija 


Or, întrucit avem 
Ta 3 5 
ch Apă = ch—p chăa >ch—r 55, chia>ch—r = 1286, 
25 2 2 
rezultă că 


i 
20, 2) — 22 1 — ——————|: (81) 
x? ch (xa/2b) 9x* ch(3xa/2b) 


Se constată ușor — cu gradul de aproximaţie acceptat în acest calcul — că avem 
93 (0, b) > asa(a, 0). Pentru aceasta, trebuie să arătăm că 


1 1 1 Ta 
— d  —————— 3hn— — 0,084, 
8 ch (ma/2b) 9 ch (3ra/2b) 2b 


(Întrucit 1 > th (a/25) > 0,917 şi n?/8 = 1,2337, ambele cantități sint pozitive.) Obţinem 
de aci 


za 1 
D— 4 = e i 
2b ch (ma/25) 9 ch (3ra/2b) 


SS 1,3177, 


ceea ce conduce la condiţia exp(ra/20) > 4,825, sau incă ma/2b >> 1,57, aşadar a > b, ceea ce 
este asigurat prin ipoteză. 

“Tensiunea tangenţială maximă este deci atinsă în punctele (0, + b), adică la mijlocul 
laturilor mari ale dreptunghiului. (Vezi şi mai sus, pag. 241.) Valoarea tensiunii tangenţiale 
maxime este deci dată de (81)— unde se poate renunța de altfel la al treilea termen, 
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Pentru rigiditatea geometrică la torsiune obținem din (14.23) şi (69) 


% 
C=2((fzu 2) dD = aa „A024 Sale (82) 
3 m5a so (2n + 1) 
unde am ţinut seama (vezi loc. cit.) că 
ȘI (2n 1) = 24/96, (83) 


n = 


Pentru a determina componenta 4, a deplasării, este necesară cu- 
noașterea funcţiei r(x,, 42). Introducind (69) în relaţiile (14.8), deducem 
mai întîi 


165 & (—1) | ch a] | 
F4= Sere Et ———— 11 — ——— sin Ata + 2 84 
: m Sa (20 +1) eh Aa TE o 
pote Sia ARĂ A E, n 08, (85) 


n? so (2n +1) cha 

Integrind relaţia (63) în raport cu z, pentru — b < z<b, obţinem 
E cina i 3 5 E E i sa ales 
(Constanta de integrare este nulă). Utilizind (86) în (84), avem deci 
_16d e _(—1) chiz, 


n? so (20 +1)2 chA,a 


şi relațiile (85) şi (87) sau imediat 


2 i n [ 
"(2 12) = — Pfa + da y, că a Ai 
Ti uco(2n +1) chA,a 
Datorită prezenţei factorilor ch 1,a, seriile ce intervin în calcule sint atit de 
rapid convergente, incit putem reţine numai primul lor termen. 
Suma din (82) a fost calculată de Saint-Venant pentru diverse valori ale raportului 
dia. Pentru Bla<1 [3, ea nu mai depinde practic vorbind de acest raport, şi C are 
valoarea 


Ta. (86) 


sin 1, — %2, (87) 


Sin Ata. (88) 


16 
Ca —ab? [1 — 0,63 (/a)]. (89) 
3 
Pentru b < a, chiar și primii termeni din aceste serii sint neglijabili, și obținem 


16 
C E aa ab?, r(z, Xa) = 3 Tao Os 2 Vaza 2uTX3, Oa = 0, (90) 
3 
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Celălalt caz-limilă (b = a) este cel al pătratului, Din (82) urmează 


16 1 = 
Lamaie Mă h- art un + Ş, (2n + w+))- 
2 


n=] 


E 


'Ținind scama aci de valorile 


A] 
th 7/2 = 0,9172, , (2n —+ 1)-5 = 0,0046, (91) 
n-1 
obținem 
C == 2,249 aî = 0,1405 D? = 0,0234 (DY). (92) 


Î) Semicoroană circulară. Concentrarea tensiunilor 


Problema poale fi studiată în mod analog, prin metoda separării variabilelor — dar 
de data aceasta în coordonate polare. În loc de (66) se obține o ecuaţie de tip Euler, astfel 
că locul liniilor hiperbolice este luat de termeni polinomiali în raport cu raza polară. (Vezi 
de ex. YV. Novojilov [3], $ 6.15.) 2 

Vom utiliza aci variabilele complexe 3, 3. Modul de rezolvare ales trebuie să slujească 
și mai departe, în problema incovoierii barei de profil în semicoroană (vezi $ 20, exemplul g). 


Fie dată o bară de secţiune Z în formă de jumătate de coroană 
circulară, de raze R, şi Ry. Vom folosi mărimile nul-dimensionale 


R = BIR, k=1—s=RR<I, (93) 
(e fiind numită grosimea redusă) şi funcţiile nul-dimensionale 


PR, =", 3), (RR, 3) =r(R, )/R8. (94) 
Relaţiile (14.21) vor fi transcrise sub forma 


1 
fu=— 3? A 2 0, (95) 


şi vom căuta soluţia f ca sumă a unei soluţii par- 
ticulare f, a acestei ecuaţii, cu soluţia generală fe 
a ecuației omogene corespunzătoare. (Întrucît do- 
meniul este simplu conex, notaţiile f, f, nu pre- 
tează la confuzie.) 

Întrucît f, este evident armonică și uniformă, 


esțe firesc să o căutăm sub forma Fig. 5.15.4 
lp= Re Ş, d' = Ş, R'(bcosny —ds sinny), (96) 
i -] î- - 


unde am notat d, =b,+ib. 
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Întrucît 2 este simetric față de 0, ca şi ecuaţia şi condiţia la limită 
(95), putem alege fa(— x) — fo(x). Aceasta conduce la a lua d, =0; 
coeficienţii >, sînt; deci reali, şi (96) se reduce la 


fo = Și baR” cosny- (97) 
Condiţia la limită (95) pe porțiunile rectilinii ale lui Z poate fi uşor 
satisfăcută pentru fp : întrucît pentru z, = 0 avem y = + x/2, urmează că 


= pentru n =21 +1, 


= C08 [3 nr 
(—1) pentru n = 28, 


COS n z 


(98) 


z=0 
şi deci, dacă luăm b,, = 0, fe se serie sub forma 


[=] ] a : 
fp= 5, bava RP*1 cos (2h + 1)x = Z y, Dana (31 4 pr), (99) 


h= —00 h=—ao 


ceea ce asigură armonicitatea lui f, și verificarea condiției 
LA PA (100) 
Prin urmare, soluția particulară f, trebuie să se anuleze și ea pentru 
2, = 0. Este evident că funcţia — => 3 = — — R? este o soluţie particu- 


lară a ecuaţiei (95), care nu se anulează însă pentru 4, = 0. Pentru a obţine 
soluţia căutată, trebuie să adăugăm acestei funcţii, o funcție armonică şi 


astfel aleasă încît suma ei cu funcţia — = R? să se anuleze pentru x = 


=— + m[2. Aceasta sugerează să alegem 
1 - 9 = O 
în = —  R(L + cos 27) = — Ta (8 + â?). (101) 
2 2 4 
În felul acesta, sîntem conduși la a căuta f sub forma 


ha 2 


f = Bi e cos 27 + > Boa R2*1 cos (2h tz] = 


hm —0o 


pă ere + E Bariere], (402) 


unde am notat Basa = — 2baasu şi am strîns la un loc termenii armoniei 
de forma hR” cos my. | 
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Pentru a determina coeficienții B+, rămîne să ținem seama de con- 
diţia (95) pe cele două semicercuri-frontieră. Pentru R=kRy, R= Ry, 
avem deci 


RU + cos2p) + ȘI BusaRiticos(2h + 1 =0, (103) 


LD) 


relaţie valabilă în intervalul — x/2 < 7 < 7/2. 

Pentru a obține de aici prin identificare valorile coeficienţilor Bz, 
este suficient să dezvoltăm funcţia 1 + COS 21 în serie Fourier după multi- 
plii impari ai lui y. Întrucît funcţiile 1 şi cos 2y sînt funcţii coordonate ale 
sistemului trigonometric, o astfel de dezvoltare este desigur imposibilă 
în intervalul |— x, x]. Putem în schimb să considerăm funcţiile 


—1 pentru — n <a < — 5/2, x,2<7Sr, 


hay) = 104 
D= a pentra — mj2 x <rp, ala 
— 2; tru — < 1/2, n|2 
sate COS A pentru x < n], n|2<y Sr, (105) 
cos 24 pentru — r/2 < y < r/2. 


Aceste funcții pot fi dezvoltate în serii Fourier în intervalul [—z, x], 
iar suma celor două serii coincide în intervalul (— =/2, x/2] cu funcţia 
1 + cos 27. 


Pentru funcţia h(4) avem evident din (62), (63) dezvoltarea 


4 e, (— 
h =—y = = oa 2h-+l 106 
(7) pa : (2h +1). (106) 
Pentru coeficienții Fourier e, ai tuncţiei g(3) obţinem mai întîi 


n? n 
TO = 2| cos 27 cos my d4 — | cos 27 cos my dy. (107) 
-0 


rr 


Ținind seama că  2cos2% cos my = cos(m + 2) + cos(m —2)y, 
obţinem din (107) pentru m +2: 


TI =2 


[st (m + 2) „Bin (m — ps (108) 


m + 2 m —2 


1 sp 


iar pentru m= 42: 


Ja =0. (109) 
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Întrucît funcţia g(x) este pară, dezvoltarea în serie corespunzătoare 
nu conține termeni în sinus; din (108) urmează .că coeficienţii termenilor 
de indici pari sînt nuli. În definitiv avem deci 


2 e 1 1 
= — — 1 + cos (2h 4+.1)x. (110 
= Za tz +a 0) 
Cu aceasta deducem că în intervalul | — z/2, x/2] avem dezvoltarea 
1 -+ cos 27 = ȘI lansa cos (2h + 1) %, (111) 
h=9 


unde coeficienții la. se obţin din (106) şi (110): 
16 1 
loa = (1 
(2h — 1) 2h + 1) (2h + 3) 
Vom nota uneori aceşti coeficienţi şi cu 


h>0. (412) 


1 
— n=—5 
. ae ee pp au be, IE 
m (m? — 4) 
şi vom remarca că 
Id 40. (114) 


Întroducînd acum (111) în (103), obţinem prin identiticare sistemul 
de ecuaţii (valabil pentru m=2h +1>0): 


RS B, + Rs” B = — Rila, RI B+ Ri Ba = — Rila» (415) 
a cărui soluție (pentru orice m impar, negativ sau pozitiv) este 
RI+? Ea Rat: 
RE - 0-a 
Făcînd uz de parametrul nul-dimensional & din (93), această soluţie 
poate îi pusă şi sub formele echivalente 
i aaa a Roti, B,= — a Roi, (47) 


dintre care prima este convenabilă pentru m > 0 (intrucit își păstrează 
sensul pentru R,, k —> 0), iar a doua, pentru m < 0 (din acelaşi motiv). 
Cu aceasta, funcţia lui Prandtl este complet determinată : 


1 IL 2 
f (8, x) = ora PA e 008 20) +3 lun x 


B, = 


le (116) 


, ÎN la „it Rar | — hp 
x| BR +a 


+3 R-2-1 
A Cr RPR |eostan + x (118) 
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Sub formă complexă — utilă mai departe pentru determinarea tensiunii tangențiale 
complexe şi a funcției r(x,, Xa), deci a deplasării u, — ca se scrie 


f(3. 4) = — Lă 33 E îi (e Si 32) A 1 SE baza | “mai. ae RgAti x 
cr a eta | Tare 
= 14 — 21 si 
x (4 1 + gat) | i i Free RAS + ay). (119) 


În fine, folosind şi (111), deducem (vezi (94)) expresia: 


[+] 
Rp = fa pa (8%) cos (2h + 1) x, 
h=0 


(120) 


3 —1 
alia: a E Ra iei, A 


1 
* ME. Ș. 2 _ REZ PRE 
fana k ) 2 tza | — pate 1 — pre 
uțilă pentru determinarea rigidităţii geometrice la torsiune. 
Introducind expresia (119) în formula (14.4), obținem uşor 


- i 1 % 
TG, 3)= —2iurfii sl ii: Ş, Qa + 1) lana X 
h=0 i 
1 — Rh 


1 N ph t 3 . ic, i 08 
x ina i Rgt ge — IO TE Ry" +3 3 '] ? (121) 


unde desigur putem pune în evidenţă, ca şi în (120), parametrii nul-dimensionali R* şi k. 
Separind partea reală și cea imaginară, obținem componentele cs şi Oa 


Să considerăm în fiecare punct axele locale orientate după raza polară și tangenta la 
zi Ice | 


cercul R = const. şi să notăm cu R7, respectiv yz componentele tensiunii tangențiale în 
raport cu aceste axe (vezi și $ 4.1, pag. 121). Din (11.15) obţinem 


— — => 
Ra + iyz = [exp (— 017, 3). (122) 
Pentru determinarea componentei 4, este necesară cunoașterea funcției r(r,, Xa). Or, intrucit 


1 i 
din (14.6) avem f = t — — 33, conchidem că membrul al doilea din (119), cu excepţia primului 
2 


său termen, este pur și simplu t = Im 4(3). Pentru partea reală a lui V(3) deducem prin 
urmare 


.. 1 A = 1 ; “o 
"(3 8) = — (3) —i 9, lana X . 
4 4 20 
PE? cearcane a e EI ca cae Za 
>] Po PERENE e la +1 _— + a a 3 2-20 
: pana o (3 3 )+ Fa aa E (3 ă Ji (123) 
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sau încă 
Li 1: 1 — k2â+3 
r(R, 7) = — R? sin 2% — — ] Ic e ia 4 RM _ 
2 2 x 21 Ea ana 20 
sac. dia (124) 
să 24+3 p-—2A—1 . 
ai “ ina oz 


Pentru a obține funcţia de torsiune nul-dimensională din (94), vom remarca mai întti 
că din (111) urmează prin derivare 


1 Li 
sin 27 = — Ș 2h + Dl, sin (2h + 1)y. (125) 
2 «20 


Introducind această dezvoltare în serie în (124), deducem 


we 
Rp) = SI ra (80) sin QR + DD 
h=0 


1 2h +1 | — p3Â+3 

fasa (8) —l] —— P3 —— RO + (126) 
ai 2 me | a 1 Mara 

1 — RA-l 

hr 

1 = hh+2 


Pentru determinarea lui C este comodă utilizarea formulei (120). Făcind uz şi de (14.23), 
obținem 


+8 ta) a: 


1 — ka 
——R 
, PE ph +2 


w el 
c= 2 (ass 20 ap =2 3 | l20+1 ră |nr - M9u42 
h=0 dă 


—_ 2Â-—1 n/a 
ea dt ar cos (2 h + 1) dy 


de unde, după calcule elementare, 
«e —1 +6) — (2h + 32 Rh (1 + kth-2) + 16 (2h + 1) k2h+8 
îi gg DIR210 Oe — 050 tape e tea me ae 
x (2h — 1P (2h + 1 (2h + 32(1 — mt?) 


Ca și în problema lunulei circulare, prezintă interes examinarea cazurilor limită k — 0 
(semicerc cu o mică slăbire semicirculară pe frontieră, în origine) și cazul k -> 1 (semicoroană 
circulară cu pereţi subţiri), 

Soluţia problemei semicercului se obține pornind tot de la forma (96) pentru soluţia 
generală a ecuatiei omogene — luind insă aci n >0, și reţinind relația (103) numai pentru 
R = Ra, de unde deducem 


Pg Ri B_o=0 h30. (128) 


Or, aceleaşi valori se obţin drept caz limită din (117), dacă facem aci R,—0, k—0. 
Ca și în cazul lunulei, acest fapt nu permite totuşi să identificăm soluția problemei semi- 
cercului, cu cea a semicercului cu o slăbire pe frontieră — din cauza apariţiei concentrării 
tensiunilor. 
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Pentru rigiditatea geometrică, făcind k —» 0 în (127), obținem 
N 1 
C|ezo = —B8 ȘI —————— = 0,2975 RS. (129) 
TE szo(2h + Ik Q2h + 33 


Întrucit pentru semicerc avem 
—.- 2 CE scan = a PE 4 
D= —mR5, 20 = (4137) Ro Jo =—mR$, Lp = (4 — 9/87) R$ = 0,5021 R$, 
2 4 


și aceste valori sint evident valabile şi în cazul-limită al semicoroanei pentru & —0, din 
(129) deducem 


C = 0,1204 D? = 0,0245 (DY/]). (130) 


Valoarea (129) coincide cu cea care se obţine tratind direct cazul semicercului, Prin 
urmare, existența unei slăbiri semicirculare de rază R, — 0 în origine nu modifică valorile 
globale C sau 7, 


Pentru a studia problema concentrării tensiunilor în vecinătatea originii, să calculăm 
T(3, 3) în punctul 3 = R,exp(iy), şi să facem apoi R, 0. Din (121) deducem uşor 


1 1—ri 4 
lim T(R, X) =iur lim 4——0 [Ry — ———— RI Rp? exp (2i%)|l» 
RO Ryo 2 R2 


de unde (subliniind prin notație faptul că T depinde şi de x): 
T(0, 0; 7) = — (83miurRy[l+ex> Qi. (131) 


Folosind aceeași formulă pentru cazul semicereului, unde însă termenul ultim din 
paranteză nu apare, obținem valoarea (independentă de y): 
T(0, 0) = —(8/3x)iur Ry = — 2,8533 (AIR). (132) 
(Pentru calculul coeficientului, am făcut uz şi de (129).) 


Deosebirea provine din existența termenilor polari corespunzători coeficienţilor 
[(1 — 2-1 — R2%+5] R275, Pentru h > 0, aportul lor e nul; pentru h = 0, termenul 
corespunzător dispare din expresia-limită a funcţiei lui Prandti — dar nu și din cea a deri- 
vatei acesteia, 


Comparind (131) cu (132), rezultă că în timp ce pentru y = 4 1/2 (punctele unghiu- 
lare ieşinde ale frontierei) tensiunea tangențială se anulează, în schimb pentru y = 0 ca este 
cu 100% mai mare decit în cazul semicereului, 


Fenomenul are un vizibil caracter local: pentru R,—>0 şi |3| > R,, în expresia 
funcţiei T(3, 3) rămine același termen perturbator de mai sus, avind în factor raportul RI 
— care este mic, și descrește rapid. 

În celălalt caz-limită (e — 0), vom calcula aci numai valoarea lui C. În acest scop, 
vom observa că, notind numărătorul termenului general din (127) cu 

c(k) = (2 — 1 (a 4 ptr) — (2 4 3% Rt (1 pe pth=2) 4 16 (2h + 13, (133) 
obţinem pe rind 


e (0 = ce (0 = 01) = cY (1) = 0, clY (1) = 16 (2R — 18 Qh + 1) (Qn + 38. (134) 


260 PROBLEMA ANTIPLANĂ Cap. 5 


Dezvoltind expresia (127) în serie după puterile lui « (așadar în vecinătatea lui 4 = 1) 
şi făcînd uz de (79), căpătăm 


29 1 
C = (8/3 x) Ries? Ş, 2n + 0-2 = — 2 Rţe?. (135) 
20 3 


9) Tabel comparativ 


Pentru a încheia, prezentăm un tabel de rigidităţi geometrice la 
torsiune. (Vezi şi G. Polya şi G. Szegd[1], Anexe). 


Prima coloană a tabelului evaluiază rigiditatea C în funcţie de aria D — aşadar de chel- 
tuiala de material. Se remarcă scăderea catastrofală a lui C în cazul dreptunghiului îngust, 
De asemenea se vede că sectorul circular cu deschidere de 360” (disc circular cu o fisură 
radială pină în centru) rezistă cu mult mai slab solicitării decit discul nefisurat. 

A doua coloană dă valorile coeficientului x din (28), înmulţite cu 4x2. Faptul că aceste 
valori sint apropiate de 1 confirmă utilitatea formulei aproximative (23), Faptul că ele sint, 
în general subunitare arată că formula (23) dă valori mai mari decit cele reale, Aceasta se 
explică prin prezența colțurilor (unghiurilor) ieşinde, în care tensiunile sint nule (vezi $ 16, 
pag. 266). A folosi formula (23) inseamnă — printre altele — a neglija efectul acestor colțuri, 
ceea ce conduce pentru //, (și deci şi pentru C) la valori mai mari decit cele reale, Exemplul 
sectorului de 360” arată că formula nu poate fi în nici un caz folosită pentru secțiuni cu 
fisuri relativ adinci. 


Secţiune 2mCD-2 4720 |D 

Cere 1,000 1,000 
exagon regulat 0,964 0,972 
patrat 0,883 0,925 
triunghi echilateral 0,726 0,877 
triunghi dreptunghi isoscel 0,656 0,916 
triunghi dreptunghi cu un unghi de 30* 0,597 0,962 
elipsă de semi-axe 

bla = 0,5 0,800 | 1,000 

bla = 041 0,199 1,000 

bla = 0,01 0,020 1,000 
dreptunghi de laturi 

dia = 0,5 0,718 | 0,941 

bla = 0,1 0,196 1,038 

bla = 0,01 0,021 1,090 
sector circular de deschidere 

30 0,621 0,978 

180: 0,758 0,970 

360* 0,559 0,359 


Cu privire la această tabelă, a se revedea și formulele (5), (39), (92), (130). 
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$16. ANALOGII MECANICE ALE PROBLEMEI TORSIUNII. 
EXEMPLE 


Pentru indicaţii generale asupra analogiilor, vezi cele spuse în $ 4.2, 
pag. 131. Cu referire specială la problema torsiunii, vezi încă N. Arutiu- 
nian și B. Abramian [1], $$ 1.8—1.9; C. Biezeno şi R. Grammel [1], 
$ 3.6; Th. Higgins [1]; P. Papkovici [4], $$ 13.1—13.5; I. Sokolni- 
kott [2], $ 46; S. Timoshenko şi J. Goodier [1], $$ 93, 99 şi 100. 


Pentru analogiile electrice, vezi Th. Higgins [6]. Aci, indicăm numai citeva exemple: 
consacrate problemei torsiunii : E. Antonov [1]; N. Arutiunian și B. Abramian [1], $ 1.10; 
C. Biezeno şi N. Grammel [1], $ 3.7; I. Blagoveșcenski şi P. Filciakov [1]; 1. Edamoto- 
[1]; H. Nakazawa |1]; H. Nakazawa și T. Yatsuka [1]; L. Naumov şi G. Stepanov [1]; 
P. Papkovici [1], $ 13.6; RF. Rushton [1]; N. Waner și W. Soroka [1]; ]. Weiner [1]. 
Lucrările lui A, Ugodeikov [1], [2] se ocupă de determinarea electro-analogică a funcţiei ce 
realizează reprezentarea contormă a domeniului (simplu conex san dublu conex) de studiat, 
cu aplicaţie la problema torsiunii. 

Menţionăm încă metodele optice de studiu al stării de tensiune în torsiune (evident, 
nu mai e vorba de analogii, ci de metode experimentale), expuse de exemplu de M. Frocht 
[1], volumul 2, capitolul 12. (Vezi încă și cap. 9, consacrat studiului reprezentării conforme.) 
În acest sens, vezi de exemplu M. Nisida şi M. Hondo [1]. 


Punctul de plecare al oricărei analogii pentru problema torsiunii 
rezidă în faptul că funcţiile de torsiune depind numai de configuraţia 
secțiunii (vezi $ 13). Vom prezenta întîi două analogii hidrodinamice, 
după care ne vom fixa atenţia asupra analogiei membranei elastice, care 
prezintă cea mai mare importanţă. 


a) Analogia lui lord Kelvin şi P. Tait ([1], pet. 204—705) 


Să considerăm un tub cilindrice de secţiune Z, umplut cu un fluid 
ideal. Rotind tubul cu o viteză unghiulară constantă w în jurul axei 
longitudinale 0, obţinem o mişcare irotaţională a fluidului, avind fune- 
ţia de curent t,(7,, %2) care verifică ecuaţia 


At, =0 (1) 

și condiţia la limită 
ti |lp= — aţa? + 23) + const, (2) 
(vezi C. Iacob [5], $$ 7.3 şi 7.8). Alegind « = — 1, funcţia t, coincide cu 


funcţia de torsiune conjugată pentru bara de secţiune Z (vezi (13.11)). 
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b) Analogia lui J. Boussinesaq ([1], $ 1.9) 


Scurgerea laminară a unui fluid viscos incompresibil într-un tub 
cilindrie de secţiune (simplu conexă) Z este descrisă de ecuaţia 


Aus = (1/uo) 2.3, (3) 


unde u este viteza în lungul axei 0, up este coeficientul de viscozitate, 
iar p,g este căderea de presiune (constantă) în lungul tubului. (Vezi 
C. Iacob [5] $ 4.36.) 


Pe peretele tubului este satisfăcută condiţia de aderență 
us la =0. (4) 


Comparind (3), (4) cu (14.21), constatăm că aceste relaţii coincid 
dacă luăm D3= ca 2 Hg 


c) Analogia membranei elastice (L. Prandti [1]) 


Să considerăm o membrană flexibilă (așadar putind prelua sarcini 
de întindere în planul ei, dar nu și sarcini de compresiune, sau de încovo- 
iere înafara acestui plan) de grosime constantă, ocupînd în planul Oz,z, 
un domeniu simplu-conex Z. Să presupunem membrana fixată pe contu- 
rul Z, şi solicitată de o sarcină normală uniform repartizată (constantă) Q. 
Sub acţiunea acestei sarcini, în membrană apar tensiuni de întindere S 
şi deplasări normale w, acestea din urmă evident supuse condiţiei 


wlg=0. (5) 


Vom presupune că deplasările tangențiale sînt neglijabile, şi că ten- 
siunile $ sint constante în orice punct şi după orice direcţie. O astfel de 
stare este riguros realizată în membranele (filmele) de săpun, şi cu satisfă- 
cătoare precizie și în membranele de 
cauciuc, mult mai ușor utilizabile în 
practică. 

Condiţia de echilibru a unui ele- 
ment rectangular de laturi da, da se 
serie ţinind seama numai de proiecția 
forţelor pe axa 0. Notind cu « unghiul 
format de latura ab (sau cd) cu pla- 
nul Ox, conchidem că proiecția pe 
Oz, a forţei de întindere — S da, ce 
lucrează pe latura ad este egală cu 
S dz cos (7/2 — a) = — Satu (tor- 
mulă valabilă pentru deplasări suficient 
Fig. 5.16.1 de mici). 


2 Z, 
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În mod analog obţinem proiecţiile pe latura dc : S dara to + (Sdzatoa a da; 
pe latura ab: — Sdawa; 
pe latura cd: S da, wa + (Sda, wa)a dara. 
Condiţia de echilibru conduce deci la ecuaţia 
Aw = — Q/S. (6) 
Comparind (5), (6) cu (14.21), se vede că pentru Q = 2 S, soluţia w 


coincide cu funcţia lui Pranatl pentru domeniul Z. 


Așadar, pentru a rezolva problema torsiunii elastice") pentru o bară 
de secţiune simplu-conexă Z, este suficient să fixăm o membrană pe con- 
turul Z, să o supunem unei sarcini normale uniforme Q (de obicei, mărind 
presiunea. de aer într-un dispozitiv închis, cu un cadru pe care poate fi 
fixată membrana), şi să măsurăm deplasările w. Rezultă 


(5 22) = 2(8/0) was 2). (7) 
Din 414.23) și (7) deducem pentru un domeniu simplu conex, 
C = 4(8/0)V, (8) 


unde Y este volumul cuprins între planul Ox, şi membrana deformată. 


Pentru a nu trebui să măsurâm sarcina 0 și tensiunea S (necunoscută dinainte) 
este sulicient ca în aparat să existe, pe lingă conturul -Z de studiat, și un contur-etalon pentru 
care soluţia exactă este cunoscută (un cerc). Folosind membrane din același material şi asi- 
gurind aceeași presiune Q (prin comunicarea camerelor prin care se transmite presiunea), 
raportul Q/S se determină măsurind deplasările w pe membrana-etalon și comparind cu fune- 
ţia f(x. za) cunoscută pentru domeniul-etalon. 

Pentru precizia măsurătorilor, este în general util să modificăm prin omotetie secţiunea 
de studiat. Întrucit funcţia lui Prandti are dimensiunea L?, în urma transformării Ax, = Xp 
AZ; = Xa funcția f(x,x,) este înlocuită prin A-2f(X,, X2). În acest caz, (7) se va scrie 


(x Za) = (25/22 0) mă, Xa), (9) 
iar (5) va deveni 


C = 48/410)V, (10) 


Materialul, dimensiunile domeniului, precum şi presiunea trebuie alese în aşa fel încit 
pantele să nu fie prea mari. (În caz contrar, derivatele funcţiei w din (6) trebuie înlocuite 
cu inversele razelor de curbură, și fenomenul nu mai este descris de ecuaţia lui Poisson.) 

Pentru bibliografie, tehnica de lucru, și unele exemple, vezi de exemplu E. Nicolau [1]. 


Analogia membranei îşi păstrează valabilitatea în cazul unui dome- 
niu multiplu-conex. În acest caz însă, constantele lui Prandtl trebuie cu- 
noscute dinainte, pentru ca membrana să poată fi fixată la nivelul zero 


1) Analogia membranei poate [i generalizată şi pentru studiul torsiunii barelor anizo- 
trope (W. Olszak [1]), şi chiar a barelor în stare clasto-plastică (A. Nadai [1], cap.35). 
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pe conturul exterior, şi la nivelele (Q/2$) f, deasupra planului Oz, pe con- 
turele interioare Z,. 

Aceste constante se obţin, în principiu, din (14.14). Pe cale experi- 
mentală, ele pot fi determinate dacă domeniile interioare Z; sint acoperite 
cu discuri de marginea cărora este lipită membrana ; aceste discuri se de- 
plasează numai vertical, şi efectul greutăţii lor trebuie anihilat. Pentru 
această tehnică, vezi de exemplu R. Mindilin şi M. Salvadori [1]. 


În practică, se dovedeşte mai simplă o cale legată de reprezentarea (14.12) a soluției, şi 
diferind de aceasta numai prin înlocuirea măsurilor armonice b,; (2, 73) din (14.10) prin nişte 
funcţii C; (Za 7) care verifică aceleaşi condiţii la limită (14.11), dar sint soluții ale ecuației 
Poisson (6). 


Anume, să căutăm funcţia mw(z,, Xa) sub forma 


m 
wi 23) = Ş, a;c, (us a), (1) 
iZo 


ande a, sint nişte constante necunoscule, și unde 
Ac(ra+ 12) = —QIS, CAZ lg = a5,,» je Piz, fa Dora (12) 


„a fiind o constantă de care vom dispune din considerente experimentale. 

Funcţiile c;(x,, z,) pot îi determinate experimental, fixind toate conturele la nivelul 
zero, cu excepția conturului Z,, care trebuie fixat la nivelul a, (Aşadar, această constantă 
trebuie aleasă în așa fel incit pantele membranei să nu fie prea mari.) Totul revine deci 
Aa efectuarea măsurării cotelor pentru cele (m + 1) membrane auxiliare astfel considerate, 

Introducind acum (11) şi (12) în (6), conchidem mai întti că 


m 
If a=1. (13) 


i>=0 


Introducind (11) în formula lui Bredt (14.13) scrisă pentru cele m componente interioare 
ale frontierei, şi ținind seama de (7), obținem 


ni 


> a: Cn ds = — (Q15)D,, h=1,2,...m. (14) 
i Ja, 


Întrucit funcţiile c,(r,, ze) sint deja determinate experimental, derivatele lor normale 
în lungul tuturor componentelor +, şi deci și integralele din (14), pot fi de asemenea calcu- 


date. Prin urmare, relațiile (13), (14) alcătuiesc un sistem de m + 1 ecuații liniare algebrice 


pentru cele m -+ 1 constante a,. 


Din (11) şi (12) urmează deci pe frontieră 
(x, 2) |g, = a,ă, &=0,1, Des (5) 


şi problema este redusă la rezolvarea ecuaţiei (6) cu condițiile la limită (15). De altfel, noi 
măsurători nu mai sint necesare: soluția este dată efectiv de (11). 

După cum se vede din (15), pe 2, nu avem acum w = 0. Pentru a obține f p = 0, este 
suficient să scădem din toate constantele a, aceeaşi cantitate ag. 
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Pentru 2 dublu-conex, sistemul (13), (14) are forma 


Li) — a = PR “9 i Co n ds 3 ad CAS XD e (9/5) Dy (16) 
&, ie, 
de unde urmează 

[ f 

ww Cap ds4+(Q/S)D, PD Comds+(Q/S)D, 

Q = e Fi a= — ra emita 
(h  Cumds — i Con ds ţ Can ds — cb O ComUs 
la, 2, Je, | «e, 


sau încă, scâzind din a, pe ag și notind cu ai constanta oblinută : 


a, = fose, "y Cop ds + i ce] e [i Co. ds — i Cn w] (17) 
e, e, | e, z, 


Precizia rezultatului depinde În mare măsură de diferenta de la numitorul din (17): 
cu cit această diferență este mai mică, cu atit rezultatul este mai dubios. De aceea este de 
dorit ca una din integrale să fie nulă, sau cel puţin foarte mică — ceea ce se poate uneori: 
realiza prin modilicarea convenabilă a valorii a (vezi (12)), aşadar ridicind şi coborind nivelul 
discului interior pină cind constatăm că membrana este aproximativ tangentă la dise (şi deci 
derivata normală c, „20 pe £,). În acest caz, (17) devine 


a =1+ 20:]56 cate] (18) 
, 


Pentru alte indicaţii releritoare la cazul domeniilor multiplu conexe, vezi şi F. Kla- 
petek [1]; P. Nemenyi [1]. 


Importanța practică a analogiei lui Prandtl este excepţională : 
măsurători (uşor de efectuat) ale deplasării 2 permit determinarea efec- 
tivă a funcţiei f(z,, 3). Mai mult, simplul aspect al frontierei domeniului 
permite acum să tragem unele concluzii asupra solicitării barei torsionate. 

În primul rind, în $ 14 am văzut că vectorul tensiune este definit 
de tangenta la liniile f = const., și de gradientul f,. Dar liniile f = const. 
sint liniile de nivel ale membranei deformate, şi gradientul (panta maximă) 
e dat de densitatea liniilor de nivel în vecinătatea punctului considerat. 
Prin urmare, caracterul repartiţiei tensiunilor poate fi imediat sesizat. 

De exemplu, dacă curbele f = const. sint incluse unele în celelalte, 
avem întotdeauna f,, < 0, şi vectorul tensiune nu-şi poate schimba sensul. 
(Astfel, pentru un moment de torsiune pozitiv, el este intotdeauna dirijat. 
în sens direct.) Dimpotrivă, dacă apar bifurcaţii ale liniilor de nivel, vec- 
torul tensiune își schimbă sensul. (Aceasta se petrece udesea în secţiuni 
multiplu conexe. Vezi de exemplu figura 35.16.12.) 

Pentru secțiuni convexe, densitatea liniilor de nivel este de obicei 
minimă în vecinătatea unui anumit punct interior. În particular, dacă 2 
are două axe de simetrie, panta membranei este nulă la intersecţia acestora. 
Întrucit tensiunea maximă apare pe frontieră, putem conchide că de obicei 
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materialul din interiorul lui Z „nu lucrează”, şi deci este avantajos ca 
secţiunile masive să fie înlocuite cu secțiuni cu pereți subțiri. (Vezi și 
$ 6, pag. 190; $ 9, pag. 208) 

Uneori, tensiunile se anulează şi pe frontieră : de exemplu, densitatea 
liniilor de nivel pentru triunghiul echilateral tinde la zero în vecinătatea 
vîrfurilor sale. (Compară cu (15.35).) Mai general, orice punct unghiular 
ieșind este un punct de tensiune zero — căci vectorul tensiune trebuie să 
fie dirijat după tangenta la linia de nivel, iar această tangentă nu este 
aci unică. 

Tensiunea maximală apare pe frontieră (vezi $ 14, pag. 233). Este de 
aşteptat ca adesea ea să apară în punctele cele mai apropiate de zona 
centrală a secţiunii — întrucît aci densitatea liniilor de nivel trebuie să 
fie maximă. (Vezi $ 15, pag. 241 şi 251 — cazul dreptunghiului şi elipsei). 

Analogia membranei arată de asemenea că pentru dreptunghi este 
imposibil să ne așteptăm la apariția altui punct de maxim pentru 
G3a(4,7,), în afară de punctul 2, = 0. Ca şi în cazul triunghiului echilateral, 
tensiunile sint nule în virfuri. 

Caracterul general al fenomenului descris în $ 15, pag. 248 și 259 
poate fi acum cu ușurință explicat. Mici modificări ale frontierei nu alte- 
rează sensibil nici rigiditatea geometrică la torsiune (care este proporțio- 
nal cu volumul acoperit de membrană), nici tensiunile la o distanță suli- 
cientă de zona acestei modificări (întrucît liniile de nivel rămîn aci practic 
intacte). În schimb, ele pot da mari concentrări de tensiuni, pentrucă 
liniile de nivel pot fi puternic alterate local. 

Raţionamente de acelaşi tip rămin valabile şi pentru secțiuni multi- 
plu-conexe. În particular, se poate urmări efectul deplasării spre 7, a 
vreuneia din componentele interioare ale frontierei (ceea ce duce inevita- 
bil la apariția de concentrări de tensiuni), efectul apariţiei de fisuri ale 
secțiunii etc. 


Exemple 
d) Fisură rectilinie în lungul razei unei secțiuni circulare 


Să considerăm secțiunea din figura 5.16.2. 

Frontiera ei este compusă dintr-un cerc de rază a, 

plus segmentul AB de lungime c. Acesta este un 

caz particular al problemei studiate de E. Șiriaev 

A —— [1]. Măsurătorile necesare pentru analiza ce urmează 
au fost efectuate de E. Nicolau [2]. 

În figura 5.16.3 reproducem liniile de nivel 

pentru diferite adincimi ale fisurii. (Linia punctată 

Fig. 5.16.2 este „cumpăna apelor” pe suprafaţa membranei.) 


$16 ANALOGII MECANICE ALE TORSIUNII 267 


Fig. 5.16.3 


Mai departe, în figura 5.16.4 este dată variaţia rigidității geome- 
trice la torsiune (raportată la cea a secțiunii circulare C, = xat/2) ca 
funcţie de adincimea relativă c/a a fisurii. 


448 IG 448 4% 2 ce 
Fig. 5.16.4 
În tine, în figura 5.16.5 se dă valoarea pantei « în virful fisurii (ra- 


portată la panta a, pe frontiera discului circular în absența fisurii) ca 
funcţie de c/a. 
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N 


07 04 08 7124 150 1% 2 e 
Fig. 516.5 


Micşorarea nimărului de linii de nivel pe măsură ce fisura avan- 
sează, arată că volumul acoperit de membrană (şi deci și C) descreşte, 
şi deci + (pentru un //, dat) creşte. Pentru a evalua concentrarea de 
tensiuni efectivă, fenomenele descrise de figurile 5.16.4 şi 5.16.5 trebuie 
suprapuse (prin multiplicare). 

O fisură de adincimec = 0,48 a produce concentrări de tensiune 
considerabile, dar nu modifică sensibil rigiditatea C. Totuşi (vezi conti- 
guraţia în potcoavă a liniilor de nivel în fig. 5.16.3, b, şi c), bara începe 
să se comporte ca o bară în U (profil deschis en pereţi subţiri), cu o cu 
totul altă repartiție a tensiunilor decit în bara de secțiune circulară. 
(Vezi şi mai departe exemplul j şi ultima figură 5.16.19.) 

În intervalul ce ]0,48 a; 1,16 a[, rigiditatea C descrește rapid. 
Această descreștere încetează practic vorbind pentru e > 1,33 a: în tapt, 
avem acum de-a face (chiar înainte de despicarea profilului) cu două bare 
de secţiune semicirculară care rezistă separat sarcinii. Valoarea experimen- 
tală finală a lui C este de 34%, din cea inițială — și este ceva mai mică 
decit; valoarea teoretică ce decurge din (15.129). 

În ce priveşte concentrarea de tensiuni în virtul fisurii, se observă că 
pentru c—>0, rigiditatea C este aceeaşi ca pentru discul circular ; în schimb, 
&/ag—> 2. (Compară cu $ 15, exemplul d.) Pentru e = 0,6 a, raportul a«/4p 
îşi atinge maximul (egal cu 6,5), şi tensiunea tangenţială este de cca. 9 
ori mai mare decit in discul tără fisură. Panta începe acum să scadă, dar 
coeficientul de concentrare a tensiunilor îşi menține un timp valoarea, 
întrucât C continuă să scadă, Pentru e 2>1,58 a, raportul v/ag devine subu- 
nitar ; aceasta se datorește faptului că tensiunile se comportă acum ca 
în vecinătatea unui punct unghiular jeșind. 


Desigur, aceasta este numai o descriere analogică a înrăutăţirii condițiilor de rezistenţă 
în bara fisurată. Pentru a înţelege semnificația mecanică a fenomenului, să considerăm o 
secțiune longitudinală imaginară ce trece prin axa Oz, şi să separăm -— pentru claritate — 
bordurile sale, așa cum se vede în figura 5.16.6. Întrucit în bara de secţiune circulară tensiunile 
variază liniar (vezi (15.3)), teorema de reciprocitate (2.4.16) permite să obţinem repartiţia 
de tensiuni din figură. (Tensiunile tangenţiale ce apar în secţiunile longitudinale au rolul de 
a deforma secțiunile normale in conformitate cu ipoteza de deplanare a lui Saint-Venant. 
În cazul de față, ele asigură conservarea configurației plane a acestor secțiuni.) 
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Dar dacă secţiunea longitudinală este o secțiune reală, 
cele două borduri ale ei aparţin suprafeței laterale libere 
ale barei, şi tensiunile tangențiale corespunzătoare dispar. 
O parte din materialul barei încetează să lucreze, și con- 
dițiile de rezistență ale barei in ansamblu se inrăutăţesc, 
Dispariția tensiunilor tangenţiale longitudinale duce acum 
la deplanarea secţiunii circulare fisurate. Este vizibil că avem 
u; <0 în acele puncte, Înspre care se rotesc secțiunile 
normale. (Vezi și mai departe pag. 276.) 


Cazul unei secţiuni circulare cu două fisuri 
radiale egale şi opuse (pentru soluția teoretică, 
vezi E. Şiriaev [2)) a fost studiat cu ajutorul 
unei analogii electrice de către K. Rushton [1]. 


e) Secţiune dreptunghiulară îngustă 


Acesta este un caz particular al problemei Fig, 5.16.5 
din $ 15, exemplul e. Îl vom examina aci pentru 
a pune în evidență posibilitățile de calcul sugerate de 
analogia membranei, şi a compara cu soluția exactă. Ph a 


Întrucit d <& a, sub acţiunea sarcinii normale Q membrana 
va lua o formă aproape cilindrică — exceptind vecinătatea laturilor 
mici ale dreptunghiului. 


În primă aproximaţie, avem deci ww, 20, astfel că 


22 
ecuaţia (6) se reduce la 
LAT — — QI5, (19) 
de unde urmează . Y 
Fig, 5.16.7 
w = (0/25) + xx, +3. (20) 
Condiţia la limită (5), din care nu mai putem reține decit 
e), -+9 0, (21) 
permit să deducem din (20): 
ur = =— (Q/28) (ză — 63). (22) 


Prin urmare, membrana ia forma unui cilindru parabolic de curbă directoare (22) 


avind drept linii de nivel, liniile z, = const. Din (7) şi (22) avem acum soluția aproxi- 
mativă 


fr za. (23) 
Făcind uz şi de (14.26), tensiunea tangențială se obţine sub forma 
T(5)= —urf., =2uT m = cu: (24) 
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După cum se vede, sintem conduși la a neglija componenta osy — ceea ce este îngăduit 
la distanţă suficientă de laturile mici ale dreptunghiului. 


Volumul V acoperit de membrană este produsul arici A a segmentului de parabolă 
definit de (22), cu lungimea 2a. Avem 


1 LL 2 
A — 00159) tai — 2) ax, = 20075), 
bad .-d 


de unde, folosind şi (8): 


1 
V = — (Q/S) ab, C = ab, (25) 


astiel că (13,15) devine 


- 


1 
AN = = uT ab, (26) 


Formulele (24) și (25) coincid cu formulele limită (15.90). Să remarcâm că dacă am calcula 
momentul A, ținind seama de (24), am obţine numai jumătate din valoarea corectă din (26) : 


8 
YA =f( 2 LA AD = ut ab5. (27) 
2 


Explicaţia acestei nepotriviri este simplă : volumul V este bine aproximat (cu un uşor 
exces) de prima expresia (25), în care se neglijează comportarea reală a membranei într-o por- 
ţiune ce contribuie numai cu puțin la valoarea totală a volumului rea): în schimb, neglijină 
componenta os, în (27), neglijăm termeni de forma 7, Oa, în care tensiunile încetează de a îi 
neglijabile tocmai în vecinătatea laturilor mici ale dreptunghiului, așadar acolo unde variabila 
z, îa valori mari. 


Acest exemplu ne arată că analogia lui Prandti (ca orice analogie de altfel) trebuie 
folosită cu atenție. Ea va da Intotdeauna o bună aproximare a gradului de torsiune (mărime 
cu caracter integral) şi o aproximaţie mai puţin satisfăcătoare pentru componentele tensiunii 
(mărimi legate de derivatele funcţiei f(x, 12)). 


]) Bare cu pereţi subțiri 


Soluția problemei anterioare poate fi extinsă, ca primă aproximaţie, 
și la cazul altor secţiuni de formă alungită. 


Astfel, pentru secțiunea din figura 5.16.8, vom alege drept linie a, linia mediană 
(convenabil definită) a secțiunii, Soluția (23) rămine desigur — din aceleași considerente meca- 
nice — aproximativ valabilă, distanţa b fiind acum o funcţie b(z,). Întrucit coordonatele sint 
curbilinii, ecuaţia (14.21) nu mai este riguros verificată — dar analogia membranei arată că 
această abatere nu are importanță esențială. Condiţia la limită din (14.21) este verificată, cu 
excepția capetelor secțiunii, 


$ 16 ANALOGII MECANICE ALE TORSIUNII 271 


Pentru rigiditatea geometrică la torsiune obţinem din (14.23) 


si + il 
C = =Ș| f(x Za) dD2 2 | (1) du dr, — 
, -d 
a «, ta) 
«, +bte 
— d Sax, |, 
j, i A, ca Li 
% Li 
de unde urmează 
3 A] 
Ca | B*(z,) dz. (28 Fig. 5.16.8 
“1 
Pentru b(z,) = const., zi, = — aa, a! = a, aceasta coincide cu (25). 


Pentru o justificare riguroasă a formulei (28), vezi A. Martin [1]. 


Ca exemplu, să considerăm cazul unei lunule subțiri a cărei frontieră se obține prin iuter- 
sectarea a două cercuri definite prin razele lor şi prin distanța centrelor (fig. 5.16.9). Trasind 
cercul median — convenabil definit — al lunulei, determi- 
năm centrul, raza sa rp, şi unghiul de deschidere 2y* al 
lunulei, Vom nota cu a semi-lungimea medie desfășurată, 
şi cu b, semi-grosimea maximă. Cunoscind razele și dis- 
tanța centrelor, mărimile 7, a, b, pot fi determinate 
exact — și reciproc. În practică, mărimile a, b, se măsoară 
direct, iar! se calculează uşor. 

Funcția b(y) poate fi şi ea determinată exact, după 
calcule elementare, dar laborioase. O expresie aproximativă 
a ei se obține, ținind seama că b/b, este o funcţie pară în 


Fig. 5.16.9 x, nulă pentru x = x", şi egală cu 1 pentru 3 = 0. Prin ur- 
mare, avem 
a = Tok" »%) "de [1 — Gaz. (29) 


Introducind (29) în (28), unde 7, — rox, obținem 


3% 
C = — bo LL — (XIX RP ro d = 
Idu 


__256 us 


= 05 82: (30) 


În cazul particular (cercețat însă cu mijloace 
exacte) din $15,d, am obţinut pentru C expresia 
Fig. 5.16.10 (15.59) (notaţiile diferă 1). Comparind figurile 5.15.2 
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şi 5.16.10, obţinem pentru semi-lungimea medie a (în notaţiile din $ 15) valoarea 2ax, iar 
1 1 

pentru semi-grosimea maximă, valoarea bg = — (20 — c) = a(1 — cos 7) — ay%*, astfel 
2 2 


că formula (30) coincide cu (15.59). 
Exemplul confirmă desigur utilitatea lormulei aproximative (28). 


9) Secţiuni compuse 


Analogia membranei permite înţelegerea calitativă a comportării 
barelor a căror secțiune este alcătuită prin juxtapunere de domenii. Stu- 
diului exact al problemei îi este consacrată o vastă literatură. (Pentru 
detalii, vezi mai departe $ 18, pag. 301.) 


Să considerăm ca exemplu o secțiune în 1, compusă din 
dreptunghiuri înguste, Vom folosi notaţiile Z,,, pentru componentele 
dreptunghiulare ale secțiunii. Conform formulei (8), avem în primă 
aproximaţie G = Cu, “+ Ciay “+ Cum sau încă, ținind seama de (25): 

Fig. 5.16.11 Ga Ş a,b; (31) 
8. 9.10. 3 = .“? 
unde 25, sint în ălțimile dreptunghiurilor. Se vede limpede că, la oarecare distanţă de frontie- 
rele comune ale domeniilor 2 tensiunile rămîn aproximativ aceleași in Z ca în fiecare din 
subdomeniile Z uy ÎN parte (pentru același 7). Modificări se constată numai în punctele de „„li- 
pire” a dom eniilor, şi au caracterul unor concentrări locale de tensiuni. 


Din (31) rezultă că profilele deschise cu pereţi subțiri (așadar cu secţiuni simplu 
conexe şi cu pereţi subțiri, putind fi intotdeauna aproximate prin juxtapunere de 
dreptungh iuri) rezistă slab la torsiune. În fapt, tocmai pentru astfel de profile capătă 
deosebită imp ortanță fenomenul de torsiune împiedicată : tensiunile normale ce apar atunci 
constituie o importantă sursă suplimentară de rezistență a barci. 


h) Coroană circulară excentrică 


Soluţia exactă a problemei este dată în $ 18, 
exemplul e. Dacă se determină liniile de nivel corespun- 
zătoare, se vede că pe măsură ce componenta interioară a 
frontierei se deplasează spre cea exterioară, apar concentrări 
de tensiuni și numărul de linii de nivel scade. 

Un caz posibil, prezentat pe figura 5.16.12, arată 
prezenta “unei linii de nivel bifurcate. Vectorul tensiune 
are sensul indicat de săgeți. În punctele A și B, tensiunea 
schimbă, de sens pe ,, trecînd prin zero, 
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i) Secţiuni multiplu conexe cu pereți subțiri 


Determinarea constantelor lui Prandtl poate fi usor realizată în 
cazul barelor cu pereți subțiri. 

Să considerăm (pentru simplitate) o bară de secțiune dublu conexă. 
Să notăm cu 2h distanţa (variabilă) între curbele Z, şi £,, măsurată de 
exemplu după normala interioară la 24. În 
acest caz relaţia (14.18) se scrie 


a Bf di | fu, 2) dD. (32) 
2 


Întrucit grosimea 2h este mică, a- 
nalogia membranei ne permite să presu- 
punem că funcţia lui Prandtl variază liniar 
după direcţia normalei interne la 2. (0 Fig. 5.16.13 
lege parabolică nu modifică cu mult re- 
zultatul). Dacă notăm cu Z' locul geometrie (convenabil definit) al! 
punctelor egal depărtate de Z, şi £,, avem 


1 1 
île iu Ş.. la: == li (33) 


unde n este normala externă la Z'. Făcind uz de formula lui Bredt (14.13). 
pe Z', obţinem 


$ h-1 ds = 40, (34). 
e! 


unde D' =D, + A D este aria mărginită de Z'.Din (34) căpătăm astfel pe f.. 
Mai departe, ținind seama de (33) în (32), obţinem 


C=2f.D0.+f, Ș| AD =2f,0,, (35) 
Ei 
astiel că (13.15) dă pentru momentul de torsiune expresia 
N = 2urfD'. (36); 
Utilizind și (34), căpătăm astfel 
A Ă h: ds): Su(D'. (37) 


Într-un astfel de calcul nu poate fi vorba de determinarea tensiunilor 
tangenţiale, ci numai a unor valori medii ale lor, ceea ce se obţine ușor 
din (14.26), (33) și (36): 


T(s) = — purf,„ur(f, [2h) = A J4hD'. (38) 
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Pentru secțiuni de un ordin de conexiune mai inalt, raționamentul rămîne în principiu 
același. Exemple de acest fel sint date de pildă de Chi-Teh Wang [1], $5.6; A. Fopplşi L. 
Fâppl [1]. $$70—72; P. Papkovici [4], $7.11; S. Timoshenko şi J. Goodier [1], $$101, 102, 
Indicaţii bibliografice asupra puțin numeroaselor soluții exacte sînt date de 1. Sokolnikoli [2], 
$ 47. 


j) Secţiuni simplu coneze şi multiplu conexe 


Analogia membranei permite să înţelegem comportarea complet 
diferită a barelor de secţiune simplu conexă, respectiv multiplu conexă, 
supuse la torsiune liberă. Pentru a simplifica raționamentele, vom consi- 


Fig. 35.16.16 Fig. 5.16.17 


dera o coroană circulară (de raze R, < Ry) cu o fisură radială completă 
şi aceeaşi coroană circulară, fără fisură. Prima este un domeniu simplu 
conex Z', iar a doua un domeniu dublu conex Z"'(vezi îig.5.16.14—5.16.17). 
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În cazul (”), avem fl = 0. În cazul (”), avem fl, = 0, fig, =f.>0. 
Vectorul tensiune fiind dirijat după tangenta la liniile f = const., 
urmează că tensiunile pe frontieră sint dirijate după cum arată săgețile 
din figură, așadar în mod esenţial diferit în cele două cazuri. 


În figura 5.16.17 (care e similară cu 5.16,6), tensiunile tangenţiale pe secțiunile longitu- 
dinale imaginare menţin secțiunile normale în forma lor plană inițială. În schimb din figura 
5.16.16 este vizibil că trebuie să se manifeste deplanarea secţiunilor ; deplasarea longitudinală 
Hg va li negativă pe bordul superior al lisurii (în lungul semiaxei negative Ox, din fig. 5.16.14),, 
și pozitivă pe bordul ei inferior. 

Argumentele referitoare la înrăutățirea condițiilor de rezistență (pag. 269) își păstrează: 
valabilitatea. Pe lingă aceasta, din considerente evidente de continuitate, este limpede că 
tensiunile vor fi nule undeva în lungul unei linii din interiorul lui Z"— și deci materialul cores-- 
punzător nu va lucra”. (Vezi și $6, pag. 190.) 

Să calculăm acum rigiditatea C cu ajutorul formulei (14.18) — unde în primul caz avem 
m == 0, iar în al doilea, m = 1. Integrala este proporțională cu volumul acoperit de membrană ; 
aceasta din urmă satisface în primul caz condiția w|g = 0, iar în al doilea, condițiile wlg,=0, 
Wig,= W > 0. 

În cazul (), acest volum este aproximativ egal cu cel acoperit de o membrană dublu 
conexă, ce satisface însă condiţiile wlg, = wlg, =0. Îl vom determina, întegrind ecuația 
Af = — 2, și presupunind că forma membranei nu depinde de unghiul polar x. În coordonate 
polare (vezi (A.4.11) pentru 0/04 = 0), deducem 


LI 
FR) = — 7 RE vin (BIR) + 8, (39). 


unde termenul logaritmic este scris sub o formă care nu depinde de alegerea unităţii de măsură. 
(Spre deosebire de cele spuse în observaţia din $15, pag. 239, o astfel de soluție este acum: 
justificată, întrucit facem uz de ea pentru domeniul 2, care este în fapt simplu conex.) 
Impunind în general condițiile f(R) = 0, f(R,) = f,. deducem din (39): 
Pi 1 
Y = Bf — (83 — RDI: 2In (RR), = Bi (40) 
Întrucit în cazul (7) avem f, = 0, soluţia (39) se scrie 
1 
fin = re (RŞ — FR?) — [(R3 — RD/2 In (IRA) În (R/Ra). (41) 
e măi 
În cazul (”) putem face uz de formula (34), care ne dă f, = — (AŞ — R2) (ceea ce 
2 
coincide de altfel cu valoarea exactă, după cum urmează din (15.2)); astiel obținem 


(UV) ae 2 — RE), (42) 


așadar chiar funcţia lui Prandtl (soluţia exactă) pentru Z” (vezi (15.2)). 
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Trecind la calculul deplasărilor, constatăm evident că r!”! = 0. Pentru cazul (), avem 
mai întii din (14.6) 


1 + PRE 
t(xzp Za) =f + — R2 = yin (RR) + — RŞ, 
9 A “ 


şi deci 
1 SPIRE 
V0) = ra 23) + bn (BIR) + 1 


ceea ce conduce la expresiile 
1 A Li a 0) 
(38) = în In GR) + Ro NO(z, za) = — 7, = — (Ro — RID2 In (RR). (43) 


OBSERVAȚIE. Aceleași relaţii aproximative pot fi utilizate cu succes chiar şi pentru 
semicoroana circulară cu pereți subţiri. Astfel, luind Ry = 1, Rj = 0,9, din (15.123) obţinem 
r (1, + 1/2) = 27 1,41 (unde am reţinut 4 termeni ai seriei). Or, soluţia aproximativă (43) 
-dă exact același rezultat. (Subliniem că nu este vorba de o comparare numai a parametrilor plo- 


bali |) În particular, este vizibil că pentru z, > 0 şi Ma > 0, căpătăm u, < 0 — după cum era 
de aşteptat, 


Considerind mărimile nul-dimensionale R*, k, e din (15.93) și funcţia lui Prandil nul- 
dimensională (15.941). care se scrie acum 


f*(R%) = Î(BDIRE, (44) 
obținem din (11), (42) 
* i * i 3 |; 
fi, = —(U— 89) — WU — Ra Imklin R*, fim, = —(1 = R%2). (45) 
2 2 
Să calculăm pentru ambele variante integrala 
= 1 
H= | (zu 20) dD = că f"(R*%) R*dR*, (16) 
k 
3 


În cazul coroanei circulare deducem imediat 


1 1 
HP” = — RÂU — E = Ric? [1 — e + —|- (47) 
1 Ei 
'Ţinind seama că în general 
In 1 
j =" inzdr= mii = SEI = + (48) 
n+i  (n+Ik 


obţinem 


. 1 1 1 1 
| R* in R*AR* = — —[(1+RQlnk — 1) —— 1 — —.——e2]. O (49) 
Lă 4 2 3 12 . 
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Întrucit din (43) urmează 


. . 1 
Y = — RU — 49)/2ln ke] 3 RS : secții =) (50) 
6 
deducem 
= „rh SI 1 
H'=H iau a R* In R*AR* = —rRoe?| 1 — — c|. (51) 
Ă 3 2 
În definitiv, avem deci 
2 
C'=2H'= ne! — — |» 
3 
(52) 


3 
C” =2 H” + 26,0, = zone [i —— e+ e), 
2 


unde C” coincide cu valoarea exactă ce rezultă din (15.4). 


Aşadar, mărimea C” are în factor pe e*; mărimea H”, pe e?;iar C”, pe e. Prin urmare, 
profilul inchis 2” rezistă cu mult mai bine nu numai din cauză că volumul H” e mult mai 
mare decit volumul H”, ci mai ales datorită prezenței termenului f,D,. (Desigur, şi acest din urmă 
termen tinde la zero odată cu 2.) 


Lucrurile se petrec deci ca şi cum orificiul 2; participă (şi joacă 
chiar rolul esenţial) în rezistenţa la solicitare. Același orificiu, deschis spre 
exterior, încetează de a participa la rezistență, şi provoacă o redistribuire 
nefavorabilă de tensiuni în material, care face ca valoarea f, să cadă la 
zero, iar valoarea volumului H”, la H'. 


2 e a 
7 a 
-0 (] 6 2 


Fig. 5.16.15 


Secţionind volumele acoperite de membrană printr-un plan perpendicular pe Or, 
obţinem situaţia din figura 5.16.18 (unde secţiunea volumului f,D, + H” este hașurată simplu, 
iar cea a volumului H' este hașurată dublu). Întrucit materialul utilizat este proporţional cu 
m(R3— RI) = 2nRie, iar C” este proporțional cu 2mRĂ e, rezultă limpede marea economie de 
materia) realizată prin utilizarea de profile închise cu pereţi subţiri. (Vezi şi $6, pag. 190.) 
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Aceste raționamente clarifică semnificația mecanică a formulei 
(14.18) : integrala (| (224 Za) dD măsoară participarea la rezistență a mate- 


Ei m 
rialului folosit, în timp ce suma Y, f,D, măsoară, paradoxal, participarea 


iz 
la rezistență a orificiilor, aşadar a materialului economisi. 

Se înţelege că aceste raționamente își pierd sensul în cazul torsiunii 
împiedecate. 

Pentru a încheia, reproducem încă liniile de nivel obținute prin analogia membranei 


pentru o coroană circulară (cu R,/Ry = 0,2) cu o fisură exterioară radială, permițind urmărirea 
procesului de fisurare. Se pot repeta aci cele spuse relativ la exemplul d. 


Fig. 5.16.19 


$17. PROBLEMA TORSIUNII PENTRU BARE DE SECŢIUNE 
SIMPLU-CONEXĂ. METODA REPREZENTĂRII CONFORME 


În cele ce urmează, ne vom limita la cazul unei secţiuni simplu 
conexe 2 în planul 3. Problema torsiunii se reduce la determinarea funcției 
V(3), olomorte în Z, din condiţia la limită (13.3) sau (13.5). Întrucit 
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avem Z = 2, şi fg = 0, notînd cu t un punct curent pe frontiera Z, avem 
Tm (4) = tă, (1) 


___ Uneori, problema asttel formulată se rezolvă elementar cu ajutorul așa numitei „,„metod, 
33” (A. Stevenson [1]; Th. Higgins [1]). Anume, dacă ecuaţia G(z,, x) =0 a frontierei Z 
transcrisă în variabilele 3, 3, poate fi pusă sub forma 


gtt) + at) =tt + const, (2) 


unde g(.) este valoarea la limită a unei funcţii g(3) olomorte în 2, atunci soluția problemei (1) 
este direct construită sub forma 


Y(3) = î9(8) + const. (3) 


Unele exemple de acest fel vor fi date în $15, a şi b. Totuşi, metoda nu se dovedeşte 
decit rareori eficace. 


Linia principală de abordare a problemei torsiunii o constituie 
utilizarea mijloacelor teoriei funcțiilor complexe, ale căror posibilităţi 
practice sînt limitate numai de posibilitatea construirii efective a reprezen- 
tării conforme corespunzătoare (exacte sau aproximative) a domeniului Z 
pe discul unitate J7* (pe care-l vom nota aci cel mai adesea numai cu /]). 
Rezultatele şi formulele necesare în cele ce urmează sint date în $$ A.6-A.8. 
Cazul domeniului dublu conex nu este principial mai greu — dar calculele 
devin mult mai complicate. Pentru un ordin de conexiune superior, pro- 
blema își schimbă caracterul, şi rezolvarea ei este considerabil mai dificilă. 


Fie deci cunoscută funcţia 


3 = o(3) (4) 
care reprezintă contorm discul unitate /7 de frontieră y din planul î, 
pe domeniul simplu conex Z. Inversa goestei funcţii este 

E = 01(3). (5) 


Prin ipoteză, funcţia (4) este olomortă în J7, iar derivata ei nu are 
zerouri în 7] (putînd avea totuşi zerouri sau puncte singulare pe y). Pentru 
comportarea la limită a funcției o (3) şi a derivatelor sale, vezi $ A.6, 
pag. 1283—1730. 


Pe cercul unitate vom nota 
4|,= o = exp (i0), o=exp(—i0)= oc",  do=icd, (6) 


astiel că pentru orice domeniu mărginit de o curbă simplă jordaniană Z 
avem (vezi şi $ A.11, pag. 781) 


t=slg =o(0)=of, t=âly=o(0)=oj, (7) 
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Cunoaşterea funcției «(() permite determinarea efectivă a diteri- 
telor elemente ce depind de geometria domeniului (vezi $ A.7). Exemple 
de reprezentări conforme relativ simple și utile în cele ce urmează sînt 
date în $ A.8. 


În general, problema la limită (1) nu poate fi rezolvată direct. Ea 
poate îi însă abordată prin transcrierea tuturor elementelor problemei în 
coordonate naturale (vezi $ A.7) și prin rezolvarea problemei la limită 
corespunzător transformate în planul $ (vezi $ A.7, pag. 735). 

Atunci cint este cazul, vom atribui funeţiilor de ş (considerate deci 
în planul „„fizic”) indicele inferior ,,1”, păstrind aceleaşi notații, dar fără 
indice, pentru transformatele lor prin intermediul reprezentării (4). Avem 
deci (vezi (A.7.4) — (A.7.5)): 


Yu(3) = yw lo (7)] = v(3), 
Yu (3) = dyna) /d3 = F(3) = y'(0)/o'(9). 
Funcţia V(3) odată determinată, obținem imediat 
Ya (3) = blo” (3)] (9) 


ceea, ce se poate calcula efectiv dacă (5) poate fi explicitat. În caz contrar, 
funcţiile ce (3), Y(£) dau soluţia sub formă parametrică: pentru orice 
te] cunoaştem punctul e 2 care îi corespunde, și componentele depla- 
sării și tensiunii în acest punct. Anume, formulele (13.6), (13.9) devin 


(8) 


T = us(Y'(7)/a' (0) + io(0)], U=izzo(0), up=r Rey). (10) 


În aceste notații, condiţia la limită (1) se serie 
1 ei 
Im Y(0) = -Zo(0) o(o), (11) 
ceea ce trebuie să permită determinarea funcției v (3), olomorfe în J. 
Pentru găsirea rigidităţii rămîne să facem uz de (13.25), ceea ce se va scrie 
C = Je — Re, (12) 
unde J, este momentul polar de inerție |in axele ce rezultă din (4), iar 


= p rtat, Re, = 70 ratb). (13) 
x - > 


ivi 


Pentru |, dispunem de formula (A.7.32), iar pentru Re C, avem de 
introdus în (13) funcţia deja găsită (3), de ţinut seama de valorile la 
limită ce decurg din (4), și de calculat integrala corespunzătoare pe y. 
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Pentru rezolvarea acestei probleme, vom expune aici trei metode, 


a) Metoda 3; 


Ca și la începutul paragraiului, dacă produsul w (6) o (8) poate fi pus sub forma sumei 
unei funcţii de o cu funcția conjugată acesteia, și dacă această funcţie este valoarea pe y a unei 
funcții olomorte în /7, problema este rezolvată. 

În particular, metoda este intotdeauna aplicabilă dacă «a (3) este o funcţie rațională 
(în particular, un polinom). Într-adevăr, din (7) urmează că produsul «e & este valoarea la limită 
a produsului de funcţii raţionale & (3) o, (5), dintre care prima are poli numai în J7, iar a doua, 
numai în J[*. Descompunind acest produs în sumă de fracţii simple, şi notind cu R(?) suma 


tuturor termenilor corespunzători polilor din J7, rezultă — întrucit produsul w(0) w (6) este 
real — că trebuie să avem 


o (3) o, (3) = R(D)+ RR (0) (14) 

(plus eventual o constantă reală determinată). Întrucit R() este prin construcție olomorfă în 
J[*, soluţia problemei este 

V(=i RP). (15) 


În acest caz, soluția problemei se obține deci efectiv, sub o formă elementară, prin operaţii 
de descompunere a unei funcţii raționale în sumă de îracţii simple. Rezultatul rămine valabil 
dacă R(Ț) este o tuncţie olomorță în JI”, dar altfel oarecare. 


Chestiunea este examinată amănunţit, şi sub o formă mult mai generată, de C. Iacob [6]. 


b) Metoda seriilor 


Dacă soluţia nu poate fi găsită direct sub forma (15), vom ţine 
seama că e(%), V(%) sînt olomorfe în „7, şi deci au forma 


o(3)= 3, ot" (16) 
n—0 
(unde coeficienţii w, sint cunoscuţi), respectiv 
99 
(= 3 0.3, (17) 
n=0 


unde coeficienții b, urmează a fi determinaţi din (11). 
Pentru membrul al doilea din (11) obținem mai întîi : 


a 
(5) o(8) = 3 Şi or o, 
k=0 h-=09 


sau încă, scriind 4—h = n pentru k>h, şi k—h = —npentruk <h: 


w(0) a(5)=28,+ Și B+ ŞI B.„s*, (18) 
n=l nal 
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unde am notat (pentru n = 1, 2...) 


2B0 = Şi, on Ba = Şi omu B-a= Vor Guu= Ba. (19) 
k=0 


h=0 h= 


ii 


Coeficienţii B, sînt așadar cunoscuţi. În particular By este real. 
Cu aceasta, condiţia la limită (11) ia forma 


Ș bo Și Ban =2iB ti Boti Bo, (20) 
n=0 n=0 n] 


N) 


de unde, ţinînd seama de proprietatea de unicitate a coeficienţilor Fourier 
(vezi $ A.9, pag. 759) obţinem prin identificare 


bo— bo — 2i. By b, — iBy N = 1,2. .. (21) 


şi deci și soluţia problemei, sub forma 


WO=i$ Bt, (22) 


n=0 


unde termenul liber este determinat numai abstracţie făcînd de o constantă 
reală. (Alegerea. făcută aci revine la a cere Re V(0) = 0 şi fo = 0.) Dacă 
«w ($) este un polinom, calculele sînt identice cu cele cerute de metoda za. 

Ideea de a dezvolta datele la limită în serie Fourier pe y şi a obține în felul acesta 
soluţia sub forma unei dezvoltări în serie Taylor în /], este larg folosită atit în studiul problemei 
torsiunii, cât și în cel al încovoierii, și al problemei plane, 


Pentru determinarea lui C, vom face uz de formulele (12), (13). 
Momentul polar ], se calculează după formula (A.7.32) : 


E (0 — 
pa — i foto) d [o(0)k. (23) 
pui 
Or, din (16) avem evident 
lo(o)P= 3, ŞI ou o ao 
h=0 k=0 
de unde mai departe, notind h + k = şi considerind coeficienţii 
E, — 3, a-i (9,3 (24) 
1=0 
obținem 


[oo = $ E, o. 25) 
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Pentru J, avem acum 


= zid > E, o x ŞI m Ea | do. (26) 


Y |n=0 


Datorită relațiilor de ortogonalitate 


i gm-1*-1 da = 2xiâ,, 
Y 
urmează 
Je = a În BE, (27) 
n=1 


Mai departe, pentru cantitatea Re C, din (13), ținind seama de (22) 
(unde B, este o cantitate reală) și de (18), obținem 


Rec, —Zaid Î Br So]. Ș muci = 


7 Ln=t m= 29 
1 că 
= —i-2rni|— Y nB8B_„— 98,8] 
ia | > ă 
de unde în definitiv 
Re (=rnB,B,. (28) 
Li 
Cu aceasta, formula zu devine 
C= m E n(E,E, — 4B,B,), (29) 
n=l 


unde coeficienţii E, și B, sint cunoscuţi. 


OBsERVAȚIA 1. Metoda este uşor utilizabilă dacă w(5) este un polinom. Cazuri în 
care şi soluția exactă este cunoscută permit să ne facem o idee despre utilitatea metodei 
aproximative corespunzătoare (vezi $ 18, exemplul f). 


c) Metoda integralelor de tip Cauchy 


Dacă funţia w (3) este cunoscută sub formă compactă, problema (11) 
poate îi întotdeauna rezolvată — adesea chiar efectiv —cu ajutorul 
integralelor de tip Cauchy. 

În acest scop, să înmulţim ambii membri ai condiţiei la limită (11) 
cu da/2xi (6—ţ), şi să integrăm pe Y, pentru (e: 


1 £ lo) ap __1 £ Hoia = id ela) o(9) a. (30) 
2xi p o—ţ 2zi îxi |, a TRE Ta 2xi Y d 
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Întrucît funcţiile w, y sint olomorte în J7*, putem tace uz de formulele 
(4.101) şi (A.11.37), astfel că (30) devine 


V(%) = = 5 d ri 3 do + Y(0), (31) 


27 LE” e Ama 

ceea ce dă explicit soluţia sub forma unei integrale definite, de tip Cauchy. 
Dacă am introduce (16) în (31), am obţine din nou soluţia (22). (Vezi 
și finele $ A.11.) Dacă o (3) este raţională, integrala din (31) se calculează 
ușor cu ajutorul formulelor din $ A.10, 

Pentru a găsi pe C, trebuie să facem din nou uz de formulele (12) şi 
(13); dacă w (3) este funcţie raţională, aceasta conduce la utilizarea teore- 
mei reziduurilor. 


Cele trei metode expuse reduc deci dificultatea lu determinarea 
funcţiei (3). Problema torsiunii nu e deci principial mai complicată 
decit cea a reprezentării conforme a lui J]* pe Z : aceasta este de înțeles, 
intrucit ambele conduc la cite o problemă Dirichlet cu date pur geometrice 
pentru ecnaţia lui Laplace. 


OBSERVAȚIA 2, Dacă domeniul Z este dublu conex, deci reprezenlabil conform pe o 
coroană circulară, expresiile (16), (17) se înlocuiesc prin 


o()= DZ o, vD= Bat, (32) 


„—— 


iar în locul condiţiei (11) căpătăm condiţiile 
1 ii 
im VE) = Teo fe = (33) 


unde „4, sînt cele două cercuri-frontieră, iar f, — valorile constantelor lui Prandtl, 
Raţionamente de același tip cu cele de mai sus duc la determinarea efectivă a funcțici 
W(£) sub forma unor integrale definite (L. Bartels [1]) sau a unor serii Laurent (E. Deutsch 
[1]). Ne vom mărgini numai la a cerceta două exemple în $18, d şi e. 
Remarcăm că utilizarea acestei metode nu pretinde cunoaşterea prealabilă a constantelor 
ui Pranati. Aceasta era de așteptat, întrucit ele depind explicit de funcția lui Green a domeniu- 
lui (vezi (14.14)), așadar în definitiv de o (£). 


$ 18. PROBLEMA TORSIUNII PENTRU BARE DE SECȚIUNI 
SIMPLU CONEXE ŞI DUBLU CONEXE. EXEMPLE 


Vom da citeva exemple de secţiuni, eventual fără utilitate practică 
directă, dar pentru care metodele de mai sus pot fi aplicate uşor. Ele își 
păstrează valabilitatea în numeroase probleme mai complicate din punctul 
de vedere al calculului — dar nu diferite principial de acestea. 
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a) Elipsă 
Ecuația frontierei (15.6) se pune uşor sub forma 
2 (2 — be)p(a? + 52)] (t2 + 8) = tT + const, (1) 
astfel că (17.3) dă imediat soluţia sub forma (compară cu (15.21)) 
(6) = 2 Da? — BP)? + D9)]igt + const. e) 


Constanta din (2) poate îi determinată din condiţiile Re v (0) = 0, fo =0. 


OBSERVAȚIA 1. Problema triunghiului cchilateral şi a lunulei circulare (cazul elementar) 
se rezolvă tot atit de ușor prin metoda 33- Aceeași metodă poate fi folosită și pentru problema 
dreptunghiului — dar în acest caz aplicarea ei este în fond un decalc al metodei separării 
variabilelor. 


b) Cardioidă 


În $ A.S, exemplu ce, sint calculate diferitele date geometrice nece- 
sare pentru studiul secţiunii mărginite de o cardioidă — exemplu simplu 
de studiu al unei secțiuni cu funcţia w (3) polinomială. Amintim că avem 


3=o()=a(l+3, =)? —1. (3) 
Condiţia la limită (17.11) se scrie deci 
V(0) — Vo) = ia? (02 + 40 +6+41514+03). (4) 
Metoda 3 dă imediat soluția (vezi (17.15)) sub forma 
Y (7) = ia? (6 + 4ţ + ţ2)+ const. (5) 


Punind condiţia Re 4 (0) = 0, deducem că constanta din (5) este 
pur imaginară, fie ea iK (cu K real). Punind şi condiţia fg = 0, obţinem 


fo = Im y(6)— o (0) ete) = 0, 


de unde A — — 3a%. Cu aceasta, (5) devine în definitiv 
V(7) = ia2(3 + 44 + %). (6) 


Același rezultat poate fi obținut prin metoda seriilor. Constantele w, din (17.16) au valo- 
rile dag = a, 60; = 20, wa = a, toate celelalte fiind nule. Din (17.19) și (17.24) obţinem acum 
Bo = 302, B, =4a?, BB. =, Ep= E, =, E, = E = 4a?, E, = 6a?. Din (17.22) obţinem 
deci funcția de torsiune sub acecaşi formă (6). 
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Aceeaşi problemă sc rezolvă (după calcule și mai puțin laborioase) și cu ajutorul inte- 
gralelor de tip Cauchy. Anume, din (17.31) deducem 


ia? 1 * 12 
o ++) 
ri y [. i a 


Numărătorul integrandului este valoarea la limită a funcţiei (1 + 5/45, olomorfă în 
JI, cu excepția punctului $ = 0, în vecinătatea căruia ea are forma 


(1 4 PRE m 04 40-11 + f(0, f(0=6+40+%, (3) 


(a (3) fiind olomortă în J7. Din formula (A.10.20) obținem deci pentru integrala din (7) valoarea 
ia* [a (0), şi (7) devine 


da + (0). (7) 


Y (0) = îa(6 + 47 + 7) + p00). (9) 
Luind aci $ = 0 obţinem (abstracție lăcind de o constantă reală nedeterminabilă) 40) = 
= — 3ia, astiel că (9) conduce din nou la (6). 
Pentru a calcula C, din (17.29) se obţine 
C = 1Tread, (10) 


Pe de altă parte, putem utiliza formulele (17.12), (17.13). Integrala J, se 
calculează cu ajutorul teoremei reziduurilor şi are valoarea (vezi (A.8.43)) 


Jo = 35xaf. (11) 
Cantitatea Re C, se calculează utilizind (17.13), (3), (6) și teorema 
reziduurilor, de unde 
Re Cin tată [o2+40—40"1—o2]X 
"Tai pă 


x A[(1 + o*(1 + 01)2]= 18. (12) 
'Pinind seama de (17.12), regăsim deci pentru C valoarea din (10). 


Funcţia de torsiune şi constanta C (şi deci și 7) odată determinate, din (17.10), (3) şi 
(6) obținem componentele tensiunii şi deplasării. Astfel de pildă deducem 


T(&, 0) = inza LU + = 0+0U+U. (13) 
Soluţia se transcrie uşor în planul fizic. Anume, avem 


Vaf(3) = ia? [(ă/a) + 2 (3la)'2]. (14) 


Tal 3) = — tura [1 — (3la) + (la)1F]. (15) 


Deplasările — care depind numai de Y(%) și co(%) — rămin Linite în punctul singular al 
frontierei (3 = 0. sau punctul corespunzător 3 = —1). Tensiunile în schimb tind la infinit în 
acest punct, 
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OBSERVAȚIA 2. Soluţia a fost obţinută presupunind desigur că teorema de existenţă 
este valabilă, Întrucit apariţia de tensiuni infinite nu are sens mecanic, aceasta înseamnă de fapt 
că leorema de existență este pusă sub semnul întrebării (vezi $4,4, pag.735). Soluţia îşi 
păstrează totuşi utilitatea practică — dacă se indică numai faptul că în vecinătatea punctului 
singular apar tensiuni atit de mari, încit ecuaţiile elasticităţii liniare nu mai sint respectate. 

Fenomenul se manifestă întotdeauna în torsiunea barelor care prezintă pe frontiera 
secțiunii puncte unghiulare intrinde, şi conduce la apariţia de fisuri, sau de zone de deformaţie 
clasto-plastică. (Vezi şi $ 16, pag.263—266). 

OBSERVAȚIA 3. Raţionamentele relative la cazul cardioidei rămin uşor utilizabile în cazul 
oricărei funcții co(€) raționale. 


c) Lemniscata lui Bernoulli 


Acesta este un exemplu de problemă în care funcţia de reprezentare 
nu este rațională ; anume, avem (vezi $ A.8, exemplul d) 


3=a(0)=a(14+0)'%, = -—l. (16) 


Metoda ş ş nu conduce aci la soluție, Într-adevăr, obținem ușor 


a(s) a(9) = a? (Va + 1JVa), (17) 


dar funcţia 7 nu este olomoriă în /7, și deci soluția nu poate fi scrisă sub forma (17.15). 

Nici metoda seriilor nu este indicată ; ca metodă exactă, ea este depășită in eficacitate 
de metoda integralei de tip Cauchy ; ca metodă aproximativă ea nu e recomandabilă datorită 
prezenței punctului critic [ = —1 al reprezentării. (În cazul cardioidei, prezența aceluiaşi punct 
critic [ = —1 nu se făcea simțită, întrucit co(Y) era un polinom.) 


Ne rămîne la dispoziție metoda integralelor de tip Cauchy, care 
dă funcţia de torsiune sub forma ce rezultă din (17.31): 


ce > 0) că 
ic ae FORR ed (18) 
Avem evident 


Si cr Ve, Vo 


Da ii, „AS ÎL ———— 19 
Va(s—t) s-—t o(s-—t) ci 
1 fă 1 . 
SON „. PER (PL SED I  ne 20), 
o (a —(ţ) | o— i) si 
astfel încît, considerind integrala 
(3) = . _ 75 (21) 


2 ri > $— ț 
rezultă că (18) ia forma, ce depinde numai de f(£) : 


V(7) = ia (f(9) + PT 07(0) — DOI + Ș(0). (22) 
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Puneţia VZ/(Z — $) (unde Z este o valoare curentă a variabilei ţ) 
are în [+ două sigularităţi : punctul critice algebric Z = 0, şi polul simplu 
Z = 3=£0. Biectuînd o tăietură în lungul semi-axei O£, negative de la 
frontiera 7 la punctul critic Z = 0, putem aplica teorema reziduurilor re- 
lativ la domeniul astfel modificat. (Evident, şi alte tăieturi sînt posibile.) 


Pentru valoarea JE a reziduului relativ la polul Z = £, obţinem astfel 
expresia 


> 1. fe |2 E VE *_Jz 
E, ză 05 Bă dZ ţ -dZ ——— dZ 23 
[E= 10 + az ziz 9 poz + Dezz), e 
unde punctul de integrare Z parcurge conturul din prima figură A.5.2; 
“"' este arcul def; iar în integralele de pe cele două borduri ale tăieturii 
trebuie să ţinem seama de (A.5.45). 


Întrucit avem î =£ 0, integrala curbilinie pe y' tinde la zero odată 


cu ViIZI. Z.|. Obţinem deci, notind 12) Z = — T pe tăietură: 
o ijT | Ş =iVT 
ER... piece dT =|? 
I6)+3 ie gh topi cu Ve, 
de unde 
vi 2 VA A VI ar 24 
ft) Ap) sa (24) 


Făcînd substituţiile T = u?, u = 3v, avem 


N îi 1 du = 1 
AT =2 — 25 = 2|1 — tg =]; 
A TA t ii TRraie | Ve aro 7] 


întrucît are tg (1/V/£) = x/2— arctg Vf, (24) devine 
î(%) = (2/m) [1 + V6 are tg Vt]. (25) 


Amintim aci dezvoltările în serie cunoscute, valabile pentru |&| SL: 


— Ari VE _ (= e 
aretg | = i E: idea Lisi ai i € 


Ținînd seama de (25) şi (26) în (22), obținem mai întii 


V(%) = 2ia 1+t arcte / pu Al = (0), 
m Vă 


13) A nu se confunda cu tensiunea complexă! 
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de unde, luind ? = 0, obținem (abstracţie făcînd de o constantă reală) 
Y(0) = 2ia?/x, (27) 
astfel că în definitiv avem 


VE) = î- * arotg /£, (28) 
sau încă pi 
D= SI n i E (29) 
sau în fine 
2i a: = (1 a 
V(0) = 2—(1+3) Îi PTT e, (30) 


Expresia astfel determinată corespunde condițiilor Re Y(0) = 0, fe = 0. Prima din ele 
rezultă din (27). Pentru cea de a doua, se verilică uşor că V(0)—y(0)=(a%/m) (Vo +15) In (—1)= 
= ia? (Vo + 1/|o) = iw(0)w(0), unde am ţinut seama că In (—1) = ix. 


Pentru a determina rigiditatea geometrică la torsiune, avem de 
calculat mărimile jg şi Re C,. Obţinem mai întîi din (A.7.32) 


g 1 
lo = si = A (1 + s*!)do sale vinu (31) 


Pentru a face uz de formula (17.13), vom ţine seama că din (28) 
urmează 


2rlz= (o) + pla) = 21% Lt [2 aretg Jo uz], 
Te Yo 2 
şi deci, utilizînd dezvoltarea în serie (26) : 


_ie 2. A m! 0 2 
ele | pri e] (32) 


Aceasta este o funcție reală. Într-adevăr, să considerăm seria Fourier : 


1 Vs = Ş: e, ot, (33) 


N — 


de unde, inmulțind cu e-/—! şi integrind pe y: 


$ (0-î-1 a) da =, $ ol do = 2ri €,. (34) 
p Y 


Pentru integrala din (34) avem pe rind 


M, -$ (0 [Noe 2 dupa =a20ye]| za - 204 oh-1 a de, 
= -r Lă 
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unde pentru 6 = avem o = —1 și jo =i, iar pentru 0= —ravemo= —1işijo= i; 
prin urmare deducem M, = 2(—1 2i — 2h M,, ceea ce dă 


1 
m $ (9 [Vs) ame EEE IE TR: RT PR 2- PI (35) 
2h-+1 


și evident 


AM oua = Me (36) 
Prin urmare, (33) devine 


i Apa i —— d, 37) 


TE Amap 2 


astiel că dezvoltarea în serie (32) se poate pune sub forma — vizibil reală — 


1 [.-] a AA 
sic Dia+o|ă, edi urile 
h=1 Ie 


N-a | a a (3 (—1P A n parai je — 975), (38) 
i +a = PA ac 2n 1 d 
Introducind acum (16), (32) şi (35) în (17.13), obţinem 


qâ . 7 na (— 1) o 1+c 
C = — ca apte ai d ———— = — do = 
| Diiiii NTERI Pi a 


at . 1 a ii o Ca 2 
= — il — do 4 M, M 
PRR Li | T p + ne rd (4 + = 


a. 1 1 1 
= — — 2 i 16i ————————— . 
e i| iii tă sa (a 1204 3)] 


'Pinînd seama de formulele 0.234.2 şi 0.237.1 din 1. Rîjik şi 1. Gradştein [1]: 


_ 1 E. cau 2 1 1 
an, e (39) 
x, (2 h + 1)2 "9 PREIEI CI EI 3) 2 
găsim așadar 
Rt: LA a. (40) 
T 


În definitiv, din (17.12) obţinem astfel 
C = (n[/4 — 2/m) at = 0,149 at, (41) 
şi cu aceasta problema este complet rezolvată. 
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Din (28) şi (17.10) avem de exemplu: 
74 = uz ali rt FE 2 Vi [ae Ca "aro te]. (42) 


Expresiile (28) şi (12) se transcriu ușor In planul fizic cu ajutorul reprezentării inverse 
din (16). În punctul critic $ = —1 (punct unghiular ieșind), atit deplasările cit şi tensiunile 
cămin finite; mai mult, în acest punct avem chiarU == uz =T =0 (Vezi și $16, pag. 266.) 


d) Coroana eliptică. Concentrarea tensiunilor 


Să considerâm funcţia din (A.8.17) 
3=o(D=e+t) (43) 


care reprezintă conform interiorul coroanei circulare de raze pe > pp > 1 date în (A.8.18), pe 
domeniul mărginit de două elipse confocale 2, Z, (E. Deutsch [1]). Căutind funcţia de torsi- 
une sub forma seriei Laurent din (17.32) și ţinind seama de faptul că pe cercurile-frontieră avem 


Ca, es Sa, = Po (44) 


căpătăm din (17.33) următoarele două condiţii la limită (j=0, 1): 
1 
Im (7) lu, ză (pp o+ șoc 1)(e,01+pjl0)+f,. (45) 
unde fe, f, sint constantele lui Prandtl), de unde 


Ş, (ep —dep)o io ptr opt o)+2/,. (46) 


n=— 
Identiticind coeficienţii obținem din aceste două condiţii, relaţiile : 
n=0: dp— Doi (pă+eg)+2ifo, 
n=1: di Po — Da 0010, 
î- : (47) 
n=2: da pă — Deco =ict, 
n>3: db. 99 — d-uPo" = 


precum şi relaţiile analoge ce se capătă dacă înlocuim aci gg; fo cu g.. f,. (Pentru indici n <0, 
se obțin relaţii complex conjugate cu cele din (47).) 


Din a doua şi a patra relaţie (47), impreună cu relaţiile corespunzătoare lor pentru 
Pu, deducem evident 


D,=0_„=0 pentrun-£+0, +2. (48) 
Alegind f; = 0. prima relatie (47) conduce la sistemul 
bo = by =ic? (pt po O bo boi (pipi )+2ifu, 
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Cap. > 
de unde 1 9. „a 
Im bg = DE (eo + co”), (19) 
1 2 2  : DA > | 
mite (poteo'—pri-pi).. (50) 
În fine, a treia relaţie (47) conduce la sistemul! 
ba ea pe b_s Po 2 = i, bă _Ț b_api? = ică, 
de unde 
ba == icîj(ei -+ pă), b_o = ic pi ca/(pr + 90). (51) 
Prin urmare, funcţia de torsiune are expresia 
2 a —3 2 2 Pr] 1 9 2 II , 
(= (pă + po) 110 + oi pot E Îi (eo + Po) (52) 


unde am neglijat constanta reală ne-esențială Re dp, şi am ales Im b în așa fel încit fo =0. 
Constanta f, a rezultat din calcul, şi valoarea ei nu a fost necesară pentru determinarea 
eoceficienţilor. 
Pentru a calcula rigiditatea geometrică la torsiune, vom utiliza formulele (17.12), (17.13) 
— unde vom ţine seama că de data aceasta frontiera Z este alcătuiță din două componente. 
Din (A,7.32) și (43) obţinem acum (compară cu 17.23)) 


= = id ap ate (Da = — Li d dia să ie ud ÎL! dă Ce ul 
3 lu 8 ?, 


1 = i 
sa — — ie d (p-2a02+2+ 020 %)(p?a — pă a”) do = 
4 da 
1 1 
- rez 4 (pt — 97%) sana Uig — pi—pot+pi%), (59) 
4 a 


wnde am ţinut seama că i a" do=0prntu n £ — 1. 
y 


Pentru a face uz de (17.13), deducem mai întti din (52) 
1 2 (2 2-3 72 2 2-2 25-20 54 
Pit ppplerite (și + po)" 102 —(2+ pi pot —Pri pot d (54) 


Întrucît din (43) avem — pentru p = const. — 


d (33) = 22 (a — 0%) da, 
obținem acum 


1 EL) > di a cs 0 ei | 
Rec, = iai d (e? 0? — p? 0" -+pi pop 0" — 
2 A 
— pi pop" 0)(a— a" î)do = 
1 2 > 2 La 2 -2 = 

(pă e pi) 4 (— 09 + pi pop” — pt + pipa e) oda = 

A 

= 4 met (pi ++ 00)! (po — pi). (55) 
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Prin urmare, avem 
1 a a a 2 sa 
C = ]Je— Re («= di met (pă — pi) lea + pD)(1+ po prî)— (pi + po) 11. (56) 


Cu aceasta problema este rezolvată. În cazul particular ea = 1, obținem soluţia pentru 
domeniul mărginit de elipsa exterioară, cu o tăietură în lungul segmentului |—2c, 2c] pe axa 0z,. 

Un raționament simplu permite găsirea de aci a funcţiei de torsiune pentru discul elip- 
tic. Pentru aceasta, este suficient să ținem seama:că funcţia Ya (3) trebuie să fie olomorfă în 
discul eliptic, — deci cu necesitate trebuie să poată [i prelungită analitic la traversarea tăielurii 
[—2c, 2c]. Mai depakte, pentru aceasta este necesar ca ca să ia valoii egale pe cele două bor- 
duri ale tăieturii. Întrucit pentru e, = 1 avem Sl, = o = exp (10), aceasta revine la a scrie 


Y (0) = y(a). (57) 


În locul relaţiilor ce se deduc din (47) prin înlocuirea lui gg cu gy, trebuie să folosim deci 
acum eţalitățile - 


D, 22 d pe (58) 
Luind fe = 0, obţinem din (47) şi (58) | 


1 : p- 
Im be = — (Pa + pa) by pă — da pg? = ici, (59) 


toți ceilalţi coeficienţi b, fiind nuli. Trecind, în a doua relaţie (59), la cantităţi complex conju- 
gate, obiinem sistemul 


i PA Da — Da = ic? pă, d, — 04 Da = îc2gă, 
de unde | | | 
d = Bop sie? po (1 + e). (60) 


Prin urmare, tuneţia de torsiune pentru discul eliptic este 
Ve pia pp 672 + it (pă + aa?) (61) 
Ţinind seama de relaţiile (vezi (A.8.18)) 
aa cat — 52),  gă=(a+b)Ha—b), (62) 


și introducind (43) în soluţia obținută prin mijloace elementare în (15.21), căpătăm tocmai 
expresia (61) a funcţiei de torsiune. 

Soluţia dedusă în acest mod pentru problema discului eliptic nu prezintă desigur interes 
în sine, ci numai ca exemplu simplu de utilizare a prelungirii analitice. Un exemplu nebanal 
în acest sens va fi considerat în $6.18, b. 

Efectul tăieturii [—2c, 2c) se manifestă atit prin scăderea rigidităţii (efect global), cit 
și prin apariţia fenomenului de concentrare a tensiunilor (efect local). 


294 PROBLEMA ANTIPLANĂ Cap. 5 


Luind în (56) pe, =1 şi utilizind aci (62), obţinem pentru discul eliptic cu tăietura consi- 
derată 


1 1 
C = —r ab (02 + d) — — m (bla) (02 — BR, (63) 
4 4 


sau încă, ținind seama de formulele (15.24): 
C = (Dear) Vi — ki + pp). 


Comparaţia cu (15.25) arată că prezenţa fisurii micşorează rigiditatea geometrică la 
torsiune în raportul 1/(1 — k3/4) (compară de pildă cu (15.53)) — aşadar plină la cel mult 25% 
pentru k — 1, În schimb concentrările de tensiuni sint considerabile. Într-adevăr, introducind 
(43) și (61) în expresia (17.10) a tensiunii tangențiale complexe, obținem pentru discul eliptic 


2 ad 
TD -iure- E area er), (64) 


ed 


în timp ce pentru discul cu tăietura [—2c, 2c] deducem din (52), pentru p, = 1: 


ea 2 _ p2P-2 
740 = ise| - pe e 3) (65) 
1% 1=ţ* 


În acest ultim caz, tensiunile devin infinite pentru  —> +1 (așadar pentru 3 —> =: 26). 
Pentru domeniu mărginit de două elipse contocale, cea interioară corespunzind unei valori 


£, E 1, în expresia lui T ($, 7) apare la numitor același factor 1 — Ţ-?, care poate lua valori 
oricît de mici, pentru p, destul de apropiat de 1. 


Cele spuse relativ la existenţa soluţiei în cazul cardioidei (pag. 287) rămin şi aci valabile. 


e) Coroana circulară excentrică 
Să considerăm funcţia din (4.8.3) 
3= (l-a), (66) 


care reprezintă interiorul unei coroane circulare pe cel al unei coroane cir- 
culare excentrice, Date fiind razele RR, R, ale celor două cercuri, precum 
şi distanța dp dintre centrele lor, formulele (4.8.5), (A.8.6) permit să se 
determine parametrul a din (66), şi razele oo, pu. ale cercurilor concentrice 
din planul &. 

Pentru a face uz de condiţia la limită (17.33), să calculăm întîi 
produsul 


Lo (%att) = 


>= 


* Șai Și ep. (67) 
n=0 m=0 
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Pinînd seama că pe frontieră avem egalităţile (44), şi notînd n — m 
= 4 p după cum avem n F: m, obținem ușor 


Late, = 3 ee[4a + Ș4o+ ȘI 4 "| (68) 
a“ pl p>l 
unde 
A,= A =(apP/U— ap?) (69) 


Căutînd soluţia sub forma unei serii Laurent (17.32), deducem 
ba — bot (0, pt—b,pi7)o” + $ (bsi —b,pl)o? = 
- 1 
p=l P (70) 
= [i su — a 2]| + 3 dap + Sta e) d] + dif, 


Notînd cu a, abscisa centrului cercului de rază R, (j = 0,1), deducem 
din (4.3.4): 


(1 —a pi) = ala, pl —a*p)=R, | = 0,1. (71) 

Prin identiticare, obţinem mai întîi din (70) (pentru p = 0): 
Im bo = apj2a, fn = lm2a, fo=0. (72) 

Pentru p>l căpătăm sistemul 
b, e? — bei =tia,la)(ag,), j=0,1, (73) 
de unde, notind k = e,/po: 
aa do RP Mt pi, 

Ca i lea mi (74) 


Pentru p — 0 căpătăm un sistem identice cu (73). 
Prin urmare, funcţia de torsiune a problemei este 


= [za + ea e lop-tag — a (2) (15) 


sau încă, adăugind și scăzind agk”? la numărătorul primei serii din (75) 
și amintind că, Ap „_ LA ȘI — lo : . 


Y (0) = alo si ori aa + lo Si la - (at) — fi ()] (76) 


'Ținînd seama de inversa transformării (66), îi de torsiune 
poate îi uşor transcrisă şi prin intermediul variabilei 3. 

Determinarea rigidităţii geometrice la torsiune se face cu ajutorul 
formulelor (17.12), (17.13). 
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Momentul polar J, în axele corespunzătoare transformării (66) se 
poate deduce tie folosind formula (A.7.30) şi un raţionament similar celui 
din (17.23) — (17.27), fie cu ajutorul teoremei reziduurilor. Vom conveni 
să notăm cu indicele superior „0, respectiv „1, mărimile relative la 
cercul exterior, respectiv la cel interior. Asadar, avem în general 


i = i 
JR = gi Pat jo 7) 


Din (A.7.25) avem Je —l04+ aâ Do, şi o relaţie similară pentru cercul 
interior. Prin urmare (vezi (5.15.4), deducem 


ei 1 săi 
RDB +28 Ri), [= Da (Bir Bi), (78) 


Cu titlu de exercițiu dăm şi rajionamentele ce fac uz de reprezentarea (66) și de teorema 
reziduurilor. Din a doua formulă (77) avem mai întîi 


4“ E] 2 
A azur Apoi i BEER e e . 
8 p | — a 90 1—d0000 


1 4 c = 
=——i i t.ă 79) 
4 y (6 — a po (1 — a po0) 


Întrucii ag < 1 (vezi $ A.8, pag. 711), integrandul este valoarea la limită a unei funcţii 
ce posedă un pol dublu în punctul [= ag. Formula (A.5.30) dă reziduul corespunzător, şi 
astfel rezultă 


1 o a i EI 
= m el +20 pt — ed. (30) 


Ținind seama de (71), aceasta coincide cu ape formulă (78). Pentru fă rezultatul este 
similar. 
Pentru a uza de metoda seriilor, din (66) aici mai intii 


3=c0 (6) = $ 6, $?, o =aP-l, (81) 
?=l 
astfel că (intrucit up = 0): 
! L.) n-l 
ş? = $ st; E = ŞI oa = (n — E zar (82) 
R=?2 | Pi 


Din (77) avem acum 


= Sep [ot ră ae) 


1 L-] 
ae 5 n (n = E g2in=—2) A 
A nd 


şi o expresie similară pentru JA. 
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Pentru a suma seria din (83), procedăm precum urmează. Să considerăm seria 


co e „ 3 
Am = Ş nn paie = 5, (n—1) ii . (84) 


LL Rd 
PNȚ 


Pentru seria din paranteză, avem vizibil 


B (2) = Ş (n-ar =z pă (n-as aC0(a), -., (85) 


n=2 "=> 


unde 


co)= Şna - 5] -a[ a )- e, . (86) 


= 1—x (a — 7 
Introducind (85) şi (86) în (84), căpătăm imediat 
A (a) = (2200. — 202| = 20 + 20) — 0). (87) 
'Ținind seama de (84) şi (87) în (83), deducem din nou 
= An pg A (a? pg) = - mr 20 pi) (1 apă. (88) 


Să trecem acum la calculul integralei Re C, — realizabil numai 


prin metoda seriilor. 'Ținind seama de (17.13), (75), (68) și (69) avem pe 
cercul exterior : 


Bed $ Ș> ce ate a pă + în Şi ee a? sr] (ar — 9) x 
p=1 
X pă (1 —a2 p3)-1 ȘI) a? pg (go! — qo-1)do,  . (89) 
= 


şi după integrare (întrucît p şi g sînt pozitivi, numai termenii pentru 
p = g sint ne-nuli): 


2 «o a 2p 
a E mc AP + 


1 
Ha Spalat 2] (90) 
pl 
Up calcul similar dă pe cercul iodaiee 
> o E 12? 
Re C = Pi Să a >] 2 „Vp 
e ce + note e; 


(91) 


298 PROBLEMA ANTIPLANĂ Cap. 5 


Adăugind şi scăzind agk*? la numărătorul primei serii din (90) (şi 
din (91)), căpătăm factorul ag + lo k%/(1 — k%). Ținînd încă seama de for- 
mulele (71), obţinem 


L..:] 2 Lă 
Re Cu = "oa $, p(a2p5) + 2lo Def pi) n — 
p=i 


(92) 
e k? il (a* ei)” 
—— la a2 p:) +1 Ei ui. AR fe 
PE "e [ao Sp ei) ln 3 pe ta Sp] 
În (92) apare din nou seria (86), şi trei serii de forma 
D(2) = $o- = = jpe + PUIUL) 4 Și part 
= 
sil aie OTE OMU) ecua m a e Ei 
(Uz UR) 
FI RA ae "PN 
(1 — ka)? 
de unde 
[=] ap 
D(z = o 93) 
(2) = SR Xa para) ( 
'Ținînd seama în (92) de (86) și r avem deci 
Re C, = (n as/a2) [ag0 (0203) + 2loD (a203)] — 
— (ma, Ja2) [agC(a?pi) + lo D (a2k?p5) + loD (a2ei)]. 
Utilizind (86) şi (71), avem mai întîi 
C (a?pi) = apij(1—a?pi)? = a*R;, O(atpi) = ai, 
ş prin urmare 
Re C, = na Ri — naoa Ri + 2rloaaopi ŞI [k?[(1 — a? pt)2] — 
p=0 
— Plmvauitei ŞI PIC — art: php] — 
— Tod pi i) [7 /(1 — al” pi]. (94) 


Să separăm în prima şi a treia serie din (94) termenii corespunzători 
lui p = 0, şi să înlocuim în a doua serie pe (p + 1) prin p — ceea ce face 
ca limita inferioară de sumare să devină p = 1. Scăzînd suma ultimelor 
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donă serii (acum vizibil egale) din cea dintii, şi ţinind seama că a — a, = 
= Lo, se pune în evidenţă un factor 2xl;, pi, care înmulțește aceeași serie, 
sumată de la 1 la oo. Termenii rămași din prima și a treia serie pentru 
p — 0 vor fi 


(2rlodo — 7los4a) | pi/(1 — a2pi)?] = 2rloaoRi — nl Ri = 
După efectuarea tuturor acestor operaţii, (94) devine 


Re C, = zasRă — ragu Ri + 2nli,pi Ş, [EP — a2k? pi)?] + 


p=l 


+ 2 Ri + num Ri. (96) 


Cu ajutorul expresiilor J5, Ji din (78) şi al valorii Re C, din (96), 
putem calcula acum rigiditatea C = J, — Re C,. Grupind termenii ce 
provin din Jp, cu primul, al doilea, şi ultimul termen din Re C,, căpătăm 
formula finolă 


C = Ri- Ri) — 200, Rt —2rliugt ŞI [PAL — atktepi)t]. (97) 
- pl 


Formulele (76) şi (97) permit să se aprecieze gradul de precizie al 
rezultatelor experimentale obținute pentru aceeaşi problemă, cu ajutorul 
analogiei lui Prandtl (vezi $ 16, exemplul h). 


OnBsERvAȚIA 4. Cazul în care cercul interior nu cste gol, ci este ocupat de un material 
cu alte constante elastice, a fost studiat — practic vorbind, pe aceeași cale — de către 1. Vekua 
şi A. Rubadze [1], ale căror formule finale sint reproduse de N. Mushelişvili [5], $140a. 


[) Domenii reprezentabile conform pe discul unitate prin 
intermediul unor funcții polinomiale. (Soluţii aproximative) 


După cum am văzut în $ 17, soluţia se obţine uşor dacă funcţia 
w (£) este un polinom. În foarte multe cazuri, cînd funcţia w (£) nu este 
cunoscută exact, sau are o formă complicată, pot fi utilizate funcţii care 
reprezintă conform discul unitate (sau o coroană circulară) nu pe domeniul 
2 considerat, ci pe un domeniu apropiat lui. În acest sens, vezi indicaţiile 
din $$ A.6—A.8. Aci ne vom limita la a prezenta un exemplu. 


Funcţia care reprezintă conform discul-unitale pe interiorul elipsei are o structură extrem 
de complicată (vezi (A.8.24)). Să considerăm elipsa 


3 4 
—2+—=1, (98) 
4 - 
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şi funcţia care realizează reprezentarea conformă aproximativă dată In (A.8.26): 
toy ($) = 0,99 ($-+- 0,12% + 0,0375 4 0,01 ţ7). (99) 
Din (17.16), (17.19) şi (17.24) obţinem valorile 
da, = 0,99; wo, = 0,12; cop = 0,03; o =00l; 
28, = 0,99; B;=0,12; Bp = 0,03; B =001; 
Ba = 0,98; E, = 0,24; E, = 0,07; Es = 0,03, 
unde am reţinut în calcule numai primele două zecimale. Celelalte constante sint nule sau negli- 
jabile. Din (17.22) şi (17.29) deducem acum 
VW) i (0,5 + 0,12 724 0,03 40,01 4), C=161. (100) 
Pentru a evalua precizia acestei soluţii, să o comparăm cu soluția exactă. Pentru discul 
eliptic definit de frontiera (98), avem din (15.21) și (15.12) 
Vu (39 = 100.5 + 0,1254), C= 2a/Vi5 = 162. (101) 


Or, introducind în (101) funcţia de reprezentare (99), obținem exact funcția din (100). 
Pentru acelaşi disc, căpătăm din (61) soluția 


V(Q) = i (0.017 [2 + 0,017 [2 + 0,533), (102) 

în timp ce pentru discul eliptic cu e tăietură intre focare deducem, lulnd p, = 1 în (52): 
V(Ţ) =i (0,015 ŢI + 011872 +4 0,533). (103) 

Deosebirea dintre formulele (100) și (102) se datorește, evident, lupului că în cea dintli 


avem |3IS1. iar în cea de a doua 1 SI Cea = [+ -+ 5 = 2,805 (disc, respectiv co- 
roană circulară). 


Dacă frontiera 2 prezintă puncte unghiulare — aşadar dacă funcția 
w (3) are zerouri ale derivatei sau puncte singulare pe y (sau pe frontiera 
coroanei circulare), metoda pierde mult din eficacitate, sau devine chiar 
inutilizabilă. 

Astfel, în locul funeţiei 3 = a + T)I2 ce reprezintă conform discul unitate pe interiorul 
buclei de lemniscată Bernoulli, putem încerca să utilizăm reprezentarea aproximativă ce 
rezultă din (A.8.60). Înlocuind funcţia (16) cu această din urmă funcţie, coclicienţii B, vor fi 
obţinuţi numai aproximativ ; coeficienţii E, sint exacţi pină la un indice n egal cu gradul poli- 
nomului ce înlocuiește funcţia o(%). (Pentru comparaţie, valorile exacte ale tuturor acestor 
coeficienţi se pot căpâta introducind (16) în (17.18) şi (17.25).) Reţinind în polinomul din 
(A.8.60) primii 5, respectiv toți cei 7 termeni calculaţi, obţinem pentru rigiditatea C vala- 
rile aproximative 0,141 at, respectiv 0,147 at, în timp ce valoarea exactă dată în (41) este 0,149 a*. 
Prezența punctului singular [ = —1 nu alterează sensibil (în acest caz!) valoarea C; aceasta se 
datorește faptului că punctului singular îi corespunde pe JZ un punct unghiular ieșind, asttel că 
(în cazul torsiunii) calculul conduce la neglijarea unei zone în care tensiunile nu contribuie 
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substanțial la valoarea totală a lui /[3— şi deci şi a lui C. Pentru un punct unghiular intrtad, 
diferenţele pot îi considerabile. 


În ce priveşte calculul tensiunilor, el este iluzoriu în vecinătatea punctului singular : 
importanta modificare a frontierei domeniului-imagine ce rezultă din inlocuirea funcţiei exacte 
(16) prin cea aproximativă (A.8.60) (vezi fig. A.3.7) arată aceasta în mod evident. 


Observaţii asemănătoare se pot face relativ la problema torsiunii pentru domenii poli- 


gonale. Metode mai eficace pentru reprezentarea conformă aproximativă sint indicate la finele 
$ A.6, pag. 733. 


9) Alte metode şi tipuri de probleme 


O sistematizare a imensei literaturi existente asupra torsiunii nu intră In scopurile noas- 
tre. Indicăm însă aci unele probleme, metode şi articole. 


Deplin justificată pentru studiul teoretic al problemei, metoda reprezentării conforme şi 
pierde eficacitatea In multe cazuri practice. 


Pentru domenii simplu conexe, această elicacitale depinde direct de posibilitatea reali- 
zării reprezentării conforme cu ajutorul unor expresii polinomiale cu relativ puţini termeni. 
Pentru diferite dificultăţi ce se ridică în această direcție, precum şi pentru compararea posibili- 


tăților a diferite metode aproximative, vezi I1. Poritsky şi C. Dantorth [1]. Pentru alte indicaţii 
asupra acelecaşi leme, vezi linele $ A.6. 


În cazul domeniilor dublu conexe, determinarea funcţiei de reprezentare este încă mai 
complicată. Aceste dificultăţi cresc şi mai mult atunci cind componentele frontierei sint foarte 
apropiate într-o porțiune oarecare : în acest caz apar inevitabil puternice concentrări ale ten- 
siunilor, şi se constată o lentă convergenţă a seriilor Laurent ce dau soluţia în coroana circulară, 
imagine a secţiunii. Pentru astfel de probleme, au fost folosite cu succes metodele teoriei ecuaţi- 
ilor integrale : vezi $, Mihlin [1], partea a Li-a, capitolul 1; D. Şerman [7]. Vezi şi D. Serman 
[5], $2.1, (cu indicaţii critice şi bibliografice detailate) şi monografia [9] a aceluiași autor. Apli- 
carea unor astfel de metode în cazul (mai complicat) al problemei plane este schiţată mai jos, 
in $$ 6.23 şi 6.24. 

Cazul domeniilor cu puncte unghiulare pe frontieră prezintă dificultăţi suplimentare. 
Pentru anumite domenii poligonale (regulate sau nu, simplu conexe sau dublu conexe) şi mai 
ules peniru domenii uşor de descompus în citeva dreptunghiuri și triunghiuri (profile în T, 
In 1, în cruce ete.), N. Aruliunian [2] a elaborat o metodă de abordare directă a problemei 
prin suprapunere a soluțiilor corespunzind fiecăreia din componentele lui Z. Aceasta conduce 
intotdeauna la rezolvarea unor sisteme infinite de ecuaţii algebrice liniare, care se dovedesc a 
(i complet regulate. Rezultatele lui B. Abramian, E. Alexandrian, A. Bubluian, N. Gul- 
kanian, pentru dilerite domenii simplu conexe şi dublu conexe de acest Lip, sin citate şi 
expuse în monografia lui N. Arutiunian şi B. Abramian [1]. (Pentru istoricul chestiunii, vezi 
loc. cit., $3.3.) Metoda este folosită şi de A. Bojenko [1]. [2], E. Deutsch [3], [5] ete. Toate 
aceste rezultate permit compararea soluţiei exacte cu soluțiile aproximative obținute prin 
metodele schițate în $ 16, exemplele f, g şi i. și dau adesea şi concluzii privitoare la concentrarea 
tensiunilor în vecinătatea unghiurilor intrinde. 

Pentru alte tipuri de domenii, notăm aci unele soluții relativ simple, obținute de 
M. Abassi [1]; W. Bassati [1], [2]; L. Hamburger et al. [1]; A. Herzia [1]; C. lacob [2], 
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Calculele care au dus la formulele (8), (12) sînt mai simple decit 
cele ce au permis stabilirea formulelor corespunzătoare (5.8.10), (5.8.32). 
Formulele înseşi au un aspect mai simplu — dar în fapt o structură con- 
siderabil mai complicată : în locul termenilor polinominali din expresiile 
menționate, apare aci o a doua funcție necunoscută. Problema este deci 
calitativ mai complicată decît cea antiplană — beneficiind totuşi de me- 
tode de studiu apropiate. Acest paralelism constituie unul din avanta- 
jele esenţiale ale utilizării potenţialilor complecși în problemele plane şi 
antiplane. 

Funcţiile lui Kolosov şi Mushelişvili sint potenţiali de deplasare, 
şi prezintă deci în raport cu funcţia lui Airy aceleași avantaje ca cele 
ale funcţiei lui Capildeo şi Milne-Thomson față de funcţiile lui Prandtl 
şi Timoshenko (vezi $ 5.12, pag. 222, și $ 5.19, pag. 303). 


Să calculăm acum componentele vectorului e, pe un element de 
suprafaţă cilindric, avînd drept curbă directoare o curbă £& din 3, 
definită de normala sa a. Ţiniînd seama de (A.3.12) în (4.8) (relaţii valabile 
pe Z, și nu numai pe Z£) și utilizînd şi (6.13), căpătăm pe rînd 


Gu “+ 103 = [0u%2(3) — 012%: (3)] + i [ou222(3) — 022%. (3)] = 


== (op + 1012)%2(8) — (02 + i022)2, (8) = 


>= 


| NOR = i j = RR 
(Sp — S) (5) E. i (Sg + S) a, (8) = — 3! [So 3'(8)+S'(2)1, (14) 
astfel că, introducînd aci expresiile (8), urmează 
Om tida= — ile) + 9'(3) 3 (5) + 2[50(3) + V'(3)] 3(0)). (15) 


Dar întrucît avem evident 
(9'4+ 9), = (39 +) 
rezultă că expresia (15) este derivata în raport cu arcul s a unei anumite 
funcţii de 3, 3. Notind 
S, = 2(0' + $)=Kp S=2(39'+9)=ko (16) 
deducem uşor 
K(3 3) = 2(p+a39'+y) (17) 
asttel că (15) devine 
Gui + ic = — Ka (13) 


sau încă 


Ga + ic = —ile(3) + 39'(3) + V(3)]... (19) 
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$ 19. ÎNCOVOIEREA ÎN CONSOLĂ 


a) Încovoiere şi torsiune 


Vom trece acum la cazul general R =£ 0 cînd — după cum am văzut 
în $ 9 — secţiunile sînt supuse simultan la alunecare, încovoiere, şi tor- 
siune. Soluţia acestei probleme este dată în (8.3), (8.10), (8.32) şi încă 
în (8.3), (12.6). Pentru scrierea efectivă a deplasărilor şi a tensiunilor este 
deci necesară cunoaşterea funcţiilor ș sau F (ultima din ele prezentind 
dezavantajele menţionate în $ 12, pag. 222), şi a coeficienţilor a şi +. 

O bară supusă la încovoiere sub acţiunea sarcinilor tangențiale se 
numeşte bară în consolă, sau, pe scurt, consolă. 

Problema consolei duce deci la studiul problemelor la limită (11.1), 
(11.2) sau (11.3) pentru funcţia q(3), respectiv a problemei (12.7), (12.9) 
pentru funcţia F (3, 3) — aşadar al unor probleme de același tip cu cele 
ce apar în cazul torsiunii (vezi (13.3) — (13.5), respectiv (14.2), (14.3)). 
Prin urmare, problema consolei apare ca mai dificilă din punctul de vedere 
al calculului, dar principial cu nimic deosebită de cea a torsiunii, şi benefi- 
ciază deci de aceleaşi metode de cercetare. Analogia este deplină în cazul 
utilizării funcţiei lui Capildeo şi Milne-Thomson, ceea ce, împreună cu 
cele arătate la pag. 222, constituie încă un avantaj al acestei funcții faţă 
de cea a Ini Prandtl şi Timoshenko 13). 


Cu toată această asemănare de principiu, unele din caracteristicele mecanice importante 
ale stării de torsiune nu mai apar în incovoierea în consolă, Astfel, din (8.32) rezultă evident că 
frontiera Z nu rămine nemoditicată în planul ei. De asemenea, funcţia |T |? nu este în general 
sub-armonică, şi deci nu se poate afirma că maximul ei ar fi atins pe frontieră. (Vezi şi $ 20, 
pag. 331.) Rezultate semniticative în această chestiune aparţin lui G. Polojii (3). 


Vom examina în $$ 20—22 unele metode şi exemple de studiu, mult 
simplificate datorită celor deja cunoscute privitor la torsiune. 

În paragraful de faţă, ne vom opri asupra caracterizării stării elas- 
tice a consolei (completind cele spuse în $ 10), şi asupra determinării para- 
metrilor constanţi ce definesc această stare. 

Fie aşadar că sareina pe baza 2, — | este statice echivalentă cu o 
forţă de componente '2,,'2, aplicată în centrul de reducere 3,, plus un 
cuplu de moment A, în raport cu acest centru. Dacă 3, este situat în ori- 
ginea axelor în Z, atunci Aa se notează AM. 

Punctele în raport cu care avem A = 0, formează axa centrală 
a sistemului de sarcini. Notind cu 3, afixul unui punct curent pe axa 
centrală, obținem din (2.3) 


(Pati — (2, ti — Mm =0, (1) 


13) Menţionăm incă metoda clasică a lui B. de Saint-Venant (2), prezentată în toate tra- 


tatele de teoria elasticităţii (A. Love [1]. I. Sokolnikoit [2] etc.) — dar nemaiavind azi 
decit un interes pur istoric. 
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sau încă (vezi (8.12)): 
1 ,.= y 
Ms = DIR aa — RR): (2) 


Dacă valorile '2,, (Pa, AM sînt date, relaţiile (1) sau (2) pot fi privite 
ca ecuaţii ale azei centrale în 2. Dimpotrivă, dacă centrul de reducere 
este ales pe axa centrală şi deci sistemul este considerat ca redus la o forţă 
unică R aplicată în 3, şi dirijată în lungul axei, atunci (1), (2) trebuie 
privite ca definind valoarea _// a momentului față de origine, ca funcție 
de afixul 3, al punctului de aplicare a forţei R. Deplasarea acestui punct 
în lungul suportului vectorului R (care coincide acum cu axa centrală) 
nu modifică desigur momentul 0. 


b) Gradul de torsiune la încovoiere. Rigidităţi 


În $ 9 am văzut că stările de alunecare şi încovoiere sînt caracte- 
rizate prin relaţiile elementare (9.1) şi (9.3). 'Ținiînd seama și de (4.12) 
rezultă că parametrii ce definesc stările de încovoiere şi alunecare sînt 
cunoscuţi, iar valorile lor sint independente de // sau de punctul de apli- 
care al forţei R. 

Cunoaşterea, stării de torsiune, caracterizată în (9.4), necesită deter- 
minarea parametrului 7, pe care-l vom numi pe scurt (deși nu deplin 
corect dacă 3 =£ 0) grad de torsiune la încovoiere. 

Cunoaşterea lui + permite i ramiaa contribuţiei funcţiilor de tor- 
siune în funcţia de încovoiere. Într-adevăr, din (12.7), (12.9) rezultă 
(vezi şi mai jos (27)): 


F=uri+f, (3) 
unde f este funcția lui Prandtl din (14.2), (14.3), iar ? verifică 
- 1+2v , să 
AF = — i (43 — în 2 4 
213) (ag — 3) ) (4) 


RR aie (Fat — tai — ai f ti(a dt — ad) + uf, 
' 4 [d] 4 o 
(7; — constante necunoscute, dar nu arbitrare). Desigur, în cazul torsiunii 
avem F = 0. Relaţii similare se pot scrie și cu ajutorul funcţiilor e(3) 
şi V(3). 
Pentru determinarea lui +, amintim formula (8.14): 


a = . i a 40| = im 39()4D, 


Ms = po — 
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care dă pe 7 ca funcţie de //3 (și deci, în cazul unei forţe unice aplicate 
în 3,, ca funcţie de poziţia acestui punct 14)). Faptul însă că aci intervine 
funcţia q(3), la rîndul ei depinzind de z, complică natura relaţiei dintre 
Ala 8%, 

ăi n cele ce urmează, vom da formule mai simple pentru determinarea 
lui = (L. Solomon [8], [9)). În acest scop, să remarcăm că întrucît e(3) = 
p + îq, iar funcţiile p şi q sînt armonie conjugate, putem scrie 


Im [3 q'(3)] = (pa) —(Pu)- (5) 
Introducînd (5) în formula (8.14) mai sus reprodusă, şi utilizind 
formula lui Riemann (A.3.18), obținem 


—2 Ag 
- : [ (| 332 0] —u 4 P( 2 — 22) ds, (6) 
2 


A = uTJo — sv) Im 


sau încă, ținînd seama de condiţia la limită (13.4) pentru r(a, 22), şi de 
a treia formulă a lui Green (vezi mai departe (7.2.12)) pentru funcţiile 
armonice p şi r: 


A = urle za PIB, Im [a (j5%a0] — nd rP, ds, (7) 
3(14+v) e FĂ 


unde valoarea la limită a derivatei normale p „este cunoscută din (11.2). 
Să considerăm acum integralele (vezi şi (17.13)) 


C, =$ rtat, Ca = rEdt, (= i rtt dt (3) 
FA . 
şi — utilizind şi formula complexă a lui Stokes (A.4.29) —: 
"PE ţ te at = di ([a2 AD. (9) 
& 


Ei 
Introducînd acum (11.2) în (7) şi ţinînd seama și de expresia (17.12) 
a rigidităţii geometrice la torsiune, obţinem după calcule elementare 
formula 


1 i 
AY = ur C rea m (a Ca) — 
1 : 1 — 2v 
ee Doe Ca) — ———— Re (a C). 10 
ji) OC aj SEE 0 10) 


Pentru determinarea lui + este deci suficientă cunoașterea funcţiei 
V (3), şi chiar numai a valorilor la limită ale lui Re v (3). În cazul torsiunii 
(10) se reduce la (13.15). 


| 14) Amintim că R este un vector glisant. Prin urmare, cind vorbim despre un vector 
aplicat în 34, subinţelegem că suportul său trece prin due 
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Uneori este preferabil ca în locul integralelor curbilinii din (10), să 
utilizăm integrale duble în Z, în care să intervină de asemenea numai 
funcţia de torsiune. În acest scop, să considerăm funcția lui Prandtl 
extinsă la domeniul Ze : 


f( 2) în 3, 


N (1) 
Î; în Z;, 


f(zi Za) =! 
şi să introducem integralele 


îi i (Tar, Ha =frap, Ha = “40, Ha = ȘToap, (12) 
2 2 2 23 
'Ținînd seama de formula (14.18) pentru C, obținem uşor 
DZ : 
H = |faD D, =—cC. 13 
(rap + 3, = (3) 


îl 
2 


De asemenea pentru integrala H, avem 


A $' AD + $ Dia: (14) 
pe cdi 
Între integralele C, din (8) şi integralele H, din (12) există relaţii simple, 
care se explicitează utilizînd formula lui Stokes (A.4.29): 
E e id iffysad, i ii + if dD, 
în Abd (jo s3ap. 
a 
Mai departe, folosind formula (14.7) (V'(3) =2if, +3), Și din 
nou formula lui Stokes, căpătăm 
|: AD = iH — Jo), jus dD = 4i5, + î E 
2 a 
sara ” 1 
(| paăaD = zi — Cu (16) 
Ei 
astiel că în definitiv (10) devine 


AM = ul + e H, — Re(ăH,) — —— Im (ăH). (17) 
1+y 


$19 INCOVOIEREA ÎN CONSOLĂ 307 


Integralele C, şi H, depind numai de soluţia problemei torsiunii, 
mai uşor de rezolvat (exact, aproximativ sau analogic). 

Toate aceste integrale sint deci nişte constante ale domeniului, Și 
au semnificația unor rigidilăți geometrice la torsiunea de încovoiere 15) . 
Formulele (10) și (17) vor înlocui în cele ce urmează formula (8.14) pentru 
determinarea lui 7. În ce priveşte semnificaţia lor, vezi $ 6, pag. 189. 


c) Centrul de încovoiere 


Prezintă importanţă evidentă cunoașterea cazurilor în care încovo- 
ierea se produce fără torsiune, așadar fără tensiunile pe care torsiunea le 
provoacă. Acea valoare a lui 7 pentru care torsiunea dispare, se va nota 
<.; din (9,4) rezultă 


pp —— pui (a do —a« ) = —.. 29 
uTe 2B o â0 201 +) 
așadar o cantitate anic determinată. Dacă axele sînt centrale, avem 7,=0. 
Relaţiile (10) și (17) ezplicitează dependenţa dintre + și A. În par- 
ticular, vom nota cu //, acea valoare a momentului //43 care corespunde 
lui +,, şi se obţine deci introducînd (18) în (10) sau (17). Întrucât A! de- 
pinde de poziţia punctului de aplicare 3, a sarcinii R, înseamnă că valorii 
7, îi corespunde o anumită poziţie a lui 3,, sau — ceea ce este acelaşi 

lucru — a axei centrale a sarcinii. 
Privind relaţia (2) ca relaţie ce dă momentul /4 ca funcţie de i 

şi de 3,, obţinem prin derivare 


da = 2i(0.///9R), (19) 
ceea ce poate îi de asemenea privit ca ecuaţie a axei centrale. 
În particular, luînd pentru /A valoarea //,, şi notind cu 3, punctul ş, 


corespunzător, aşadar acel punct de aplicare al sarcinii R pentru care 
încovoierea se realizează fără torsiune, deducem din (19) 


Ținind seama că /, este funcţie de R (vezi (18) și (1.12)), punctul 
4,este unic determinat, şi nu depinde de sarcină, ci numai de configurația 
secţiunii, şi de v. (Se constată că z, variază foarte puţin ca funcţie de v. 
Vezi mai departe (20.95), (22.24), (22.52). Vezi şi C. Pearson [1 ].) Punctul 
3, astfel definit se numeşte centru de încovoiere. (R. Capildeo [1] — care se 
referă lu un punct de vedere al lui A. Stevenson, conducînd la (18); L. 
Leibenzon [2]; E. Trefftz [4]). 

Dacă sarcina este echivalentă cu o forță R al cărei suport trece 
prin 3,; încovoierea se produce deci fără torsiune. Întrucit acest suport 


In (2 39), (18) 


1) “Totuși fără a putea stabili, de exemplu, că 7 scade cind aceste constante cresc. 
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coincide cu axa centrală a sistemului de sarcini, este suficient să calculăm 
componentele 2, "22, AA şi să verificăm dacă punctul de coordonate 
zi, ase situat pe dreapta (1) sau nu — pentru a şti dacă încovoierea 
se produce fără, sau cu torsiune. 


Pentru centrul de incovoiere se poate da şi o definiţie bazată pe considerente variaio- 
male, de același tip cu definiţia centrului de torsiune ($ 13, pag. 231). Se obține atunci o poziţie 
îndependentă de v. Pentru detalii, vezi E. Trefitz (4), A. Weinstein [1]. 


Atit 7 cit şi 3, depind în ultimă instanță de funcţia de torsiune 
Y(3) a secţiunii. În ce priveşte poziţia centrului de încovoiere, un rezultat. 
de acest tip aparţine lui M. Berman [1]. Ela fost reluat de V. Novojilov 


[2], şi simplificat de E. Deutsch [2). Formula (10) este datorată în esenţă 
lui R. Capildeo [1]. 


Sint de indicat unele soluții exacte ale problemei torsiunii, cu determinare ulterioară 
a centrului de incovoiere. Multe din rezultatele menţionate în $ 18, pag. 301 (şi în special cele 


date sau citate de N. Arutiunian şi B. Abramian [1]) pot fi folosite pentru același scop. Indicăm 
şi rezultatele lui L.. Payne [2]. 


Introducind valoarea -, din (18) în (10) sau (17), şi făcînd uz 
de (20), se pot obţine formule generale pentru ş.. În practică, calcularea 
lui + fiind întotdeauna necesară, e mai uşor de obţinut ş. din (18) şi 
(20), după ce + a fost determinat în funcţie de R şi i. 

Faptul că + şi ş, depind de (3) numai sub formă integrală, face 
ca ele să poată fi găsite cu precizie satisfăcătoare chiar dacă această 
ultimă funcție este cunoscută numai aproximativ, sau eventual experi- 
mental (vezi $ 20, exemplul g, pag. 328—329). 


OBSERVAȚIE, Dacă are o axă de simetrie, atunci 3, este situat pe această axă. 
Într-adevăr, alegind-o drept axă Or, avem ăo = a ŞI lia = 0. Să construim funcţiile 


| 1 
rt = — rap 23) kr ra — Za) rr = — ra 2) — rap —aa)]. 
2 2 


EA 


(21) 


îl 


1 1 
tf sat 3) Er — lt” e: [t (ra za) — tz — a), 
>) * 


care, în virtutea simetriei, sint definite peste tot în 
Z, şi permit să sericm 
r=rt+r”, tattete, (22) 
Funcţiile r*, tf sint pare în a, în limp ce 
r”,t” sint impare. Dat fiind că pe Z funcţia n, 
este pară, iar n, este împară în a, din (21) şi din 
condiţiile (13.4) şi (13.5) deducem pe Z: 


(23) 
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Întrucit aceste funcții sint armonice, de aci urmează rf = t” = 0în . Funcţia de 
torsiune a lui Saint-Venant rezultă deci a fi impară, iar funcția de torsiune conjugată, şi deci 
şi funcţia lui Prandti, rezultă pare în , 

Din (12) urmează acum 


i — 
H=—CB0,H,=0,H=i fe: aD, Hs = (|rzuao. (24) 
2 
2 a 
astfel că (17) devine, pentru valoarea 7, din (18): 
N, = — ate r e dD — ata îţ îi, 40 Im &. (25) 
21 +) 14 v 
E. a; 
Întrucit lş = 0. avem şi | = ]. şi din (1.42) deducem 
x — x = (215)( + D(R—R). (26) 


Prin urmare, cantitatea âe din (20) este reală, și centrul de încovoiere este situat pe 
axa de simetrie 0a,. În particular. dacă S -are două (sau mai multe) axe de simetrie, &, este 
situat la intersecţia acestora, și coincide cu ga. 


Abstracţie făcînd de cazul particular al problemei rezolvate în axe 
centrale (3, = 0), absența torsiunii mu este caracterizată de valoarea 
= 0, ci de valoarea 7, dată în (18). Este deci firese să folosim uneori 
în loc de (3), formula 


F= (pf 7) dr ls — 796, (27) 


unde al doilea termen dă tensiunile de torsiune datorate aplicării sarcinii 
de încovoiere în afara punctului ş,. 

Aceste tensiuni pot îi uneori considerabile. Pentru determinarea 
ponderii lor, este comod să procedăm precum urmează. Valoarea rr, 
fiind cunoscută din (18), se obţine uşor din (10) sau (17) valoarea /, 
a momentului //4, aşadar valoarea sa optimală. Seriind relaţiile (10) — 
sau (17) — pentru 7/43 și =, apoi pentru //, şi =, Şi scăzîndu-le termen 
cu termen, căpătăm 

Ms — Me = ur — a (28) 
ceea ce dă imediat coeficientul termenului torsional din (27). 


Tensiunile ce apar pentru zf, pot avea efecte catastrofale 
(vezi $ 10, pag. 212—213. Ca exemplu vezi $ 20, h). 


$ 20. ÎNCOVOIEREA CONSOLEI. ANALOGII. EXEMPLE 


În paragraful de faţă, vom examina cîteva cazuri în care funcţia 
lui Capildeo și Milne-Thomson, sau funcţia lui Timoshenko, pot fi deter. 
minate cu mijloace relativ elementare. 
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a) Disc circular. Coroană circulară. Concentrarea tensiunilor 


Să considerăm o consolă avind drept secţiune Z o coroană circu- 
lară de raze R, < Re, solicitată de o sarcină statie echivalentă cu o forţă 
tangenţială R aplicată în centru. Alegind originea în centru și luînd 
drept axă Oz, suportul forţei, obținem ap =c=—0, R=— 2. Folosind 
notaţiile (15.93), avem evident 


1 1 
= la ste rod = 2 $jaaaD = 
. a 
1 4 a ! +3 Li 1 
= Bi du | RAR = — RI — 4), (1) 
2 be [N 4 
astfel că din (4.12) obţinem 
a = 0 = Pula = 4Pulr Rol — hk*), (2) 


ceea ce permite să scriem imediat componenta oa sub forma (3.3). 
Conform celor spuse la finele $ precedent, centrul de încovoiere este 
situat în origine; întrucît forţa R este aplicată în origine, rezultă şi 
= 0. După cum urmează din (11.7) și (11.9), funcţia lui Capildeo şi 
Milne-'Thomson este în acest caz uniformă. Este firese deci să o căutăm 
sub forma 
p(3) = Yi a, 3 = Rexp(iy). (3) 
n=— 
Coeficienţii a, urmează a fi determinaţi din condiţia (11.1), care 
devine 


, , | pa 1 Su 2v ing Pt, 
Im t) t'(2)] = ————— Im |țat + ———— at|tt'(s)| = 
ler to = (+ pt ati] 
22, 1)-]-,j 
i si 0 oa 2 =). 4 
azi ai a || [+ a); 6) a 
Pe orice cere de rază R avem desigur 
s = Ry 345) = iexp(ip) = iQG/R). (5) 
Introducînd acum (3) în (4), obținem pentru R= R,j=0,l: 
1 i +98 i 2R:8 A 3 
— Im |i n a, R" exp (in i Tia exp 
= | : p( »]- ada | | p(î) + 


+[ i] exp (— ip) 


$ 20 ÎNCOVOIEREA ÎN CONSOLĂ. EXEMPLE ul 


de unde, notind a, = a; + ia?, deducem relaţiile 
(3 + 2v)17 2, 
IE Ri — kA) 

Evident, toate constantele a; rezultă nule; constantele a, sint 


de asemenea nule, exceptind a; şi a',. În definitiv, din (6) obţinem 
sistemul 


i n.R" (a, Cos nz — a; sin nx) = cosx, j=0,1. (6) 


(3 + 22, : 
rE Ry (| — k4) 


(3 + 2v)k%98, 


— Rg'a', + Roa = 


— Ra! Ra = 
i 1 + nani | E RU sia, [:%) Li 
de unde 
3+2v A . + 2v ] 
1 = — QR 3 
: e i 50 Mu = RU —k (5) 
astiel că soluţia problemei este dată de 
3 + 2v 1 2 
Sp. 77) . a 9 
e(3) =B IE i, (9) 


Soluţia pentru discul circular se capătă renunțind în seria din (3) 
la rii de indici n < 0, precum şi la a doua ecuaţie (7). Deducem 
astie 


ERA 


10 
(3) CER (10) 
Introducînd (9) în (3.10), obținem după calcule elementare 
= (44 
Ti 3) et ae licee IE ad 
(8) 2 00 RU =) | PIPER 
2 
+ 233+ +2 Ba a. e] (11) 


Tensiunea pentru cazul discului circular se capătă de aci luînd 
k = 0, ceea ce se verifică şi dacă introducem (10) în (8.10). 

Tensiunea tangențială în origine este dată, în cazul discului circu- 
lar, de relaţia (11), unde luăm k=0 şi apoi 3=0: 


(3 +24 


T(0,0) = 
(0,0) 2n(1 + v)R: 


(12) 
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În cazul coroanei cu k =:0 putem calcula întîi tensiunile în 3 = 
R, exp (î7), făcînd apoi R,—>0. Obţinem astfel (compară cu $15, pag. 259) : 


(1 vB 


T(0, 0; 7) = (02 fa pi — exp (217), (3) 


astfel că, pentru 3 = + n[2, componenta a ia o valoare de două 
ori mai mare decit în cazul cercului plin. Acesta constituie un exemplu 
simplu de concentrare a tensiunilor la încovoiere (vezi şi $ 15, exemplele 
d și f). R 

Comparind această soluţie cu soluţia problemei torsiunii pentru 
același domeniu (vezi $ 15, exemplul a), se observă uşor natura dificul- 


tăților sporite pe care le întîmpinăm în studiul cazului general al sarcinii 
tangenţiale. 


b) Funcţia lui Timoshenko modificată 


Ca şi în cazul torsiunii, funcţia lui Capildeo şi Milne-Thomson se 
dovedește eficace mai ales atunci cînd este cunoscută funcţia ce realizează 
reprezentarea conformă a discului unitate sau a unei coroane circulare, 
pe domeniul considerat. Numeroase probleme pot fi însă rezolvate efectiv 
cu ajutorul funcţiei lui Prandtl şi 'Timoshenko (în cazul încovoierii o 
vom numi funcţia lui 'Timoshenko). 


Amintim aci că, F odată determinată, din (12.5), (12.6) urmează 
1 A 2 > 
Oa = Fa + ar, mei a(ză + 23), 
(14) 
asa — fat a Pe xo(2i 4-23). 
Aceste formule se simplifică dacă axele sint centrale (c=0), şi 
ge simplifică încă mai mult în.axe centrale principale, cînd din (9.6) 


avem a = (Pu]lay aa = Rajh: 
Dacă funcția lui Timoshenko se caută sub forma 


F(zs 2) = Fola Ze) + Fi(3) + Fa(2), (15) 


atunci pentru Fo(2, 2) avem (vezi (12.13)) ecuaţia, 


AFg = — 2ur + ape (ou, — 3) — Fi (22) — Fi (2), (16) 
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şi condiţia la limită (vezi (12.9)) 
1 a 
Fo le =2$ [(zi _. 13) (aydrg — &sdz,) i e(zadaz, — z4d23)] — 
“0 


— Fil(2alz — Fa(m)le, (17) 
unde putem dispune în diferite moduri de funcţiile F,(x), Fe(2). 


c) Analogia membranei elastice 


Funcţia Fo(2, z2) poate fi privită ca soluţie a problemei membranei 
flexibile (vezi $16, pag. 262— 263), avind iniţial forma secţiunii 3, solicitată 
de o sarcină neuniformă, definită de primii doi termeni din membrul al 
doilea din (16) şi avind pe contur cote de asemenea neuniforme, definite 
de primii doi termeni din al doilea membru al condiţiei la limită (17). 
Acest punct de vedere nu îngăduie însă o realizare simplă din punct de 
vedere experimental a analogiei. 

F. Vening Meinesz (vezi S. Timoshenko şi J. Goodier [1], $ 113) 
a reuşit să formuleze analogia sub o formă aproape tot atît de simplă 
ca în cazul torsiunii. Anume, pentru 2 simplu conex, să căutăm soluția 
sud forma (vezi (19.3)) 


Feliza> a) = pr faza, a) + Piz za): . (8) 
unde f(z,, 2) este funcţia lui Prandtl, soluţie a problemei (14.21) : 
At=—2, fle =o. (19) 
Introducind (18) în (16) şi (17), obţinem 
> 1 + 2vy 
AF = AP (a Za — %a2) — PF (a) — Fi(z), 
A | (20) 
Pa = 0 Di + 3) (oaze — azdei) + elada, — mda] — 
"9 
2 Fa (a) lg sei Fa (22) la 2 
Alegind acum 
1+2 142 
Fa (72) = ani a 4, Fa (7) Rae pi Xa 74, (21) 
obținem din (20): 
AF=0, 
2. (22) 


i FE ş 
fs = = | [(a zi — 2 cr.) dra —— (a ză — 2 cz.) da, ] — 
i *0 


i 3. 0 
(a, 2% — m] 


aa, 6 -p v)" 
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Integrala din condiţia la limită este o funcţie uniformă pe Z; 
într-adevăr, formula lui Riemann (A.3.19) ne dă 


i (auzi — 2e2,) da — (agzi — 2 ca) da] = 22) + apa —2c0)D =0, 
+ 


în virtutea relaţiei de definiţie (4.8) a constantei c. Prin urmare, valorile 
la limită ale lui f sînt univoc determinate și problema se reduce la pro- 
blema lui Dirichlet pentru ecuația lui Laplace. 

Pentru a o rezolva pe cale experimentală, trebuie să construim curba, 
:P, şi în fiecare punct să ridicăm o cotă proporţională cu valoarea (22). 
Membrana fixată pe această curbă în spaţiu (materializată de exemplu 
printr-un cadru de sirmă) şi nesolicitată de nici o sarcină normală — 
întrucît ecuaţia din (22) este omogenă — reprezintă analogul căutat al 
problemei. 

Menţionăm încă posibilitatea utilizării de analogii electrice (vezi 
bibliografia în Th. Higgins [6)). 


d) Domenii simetrice 


Uneori este convenabil să utilizăm funcţiile F,, F, pentru a sim- 
plifica nu ecuaţia, ci condiţia la limită. Astfel, fie că sarcina e aplicată 
în centrul de greutate al lui 2, în lungul uneia din axele centrale princi- 
pale de inerție, pe care o alegem drept axă 0z,. Întrucit în acest caz 
avem îo =0, Pa = 0, din (16) şi (17) urmează 


1+ 2% (pf) 8 — (aj, 


AF = —2ur 
] ini AN E 


(23) 


Fale = (all) fat az, + a (aul) a) — fate] » 
[1] 


unde am ales F,(2,)==0. 


Dacă 2 are o axă de simetrie, fie ea Oz, şi dacă R acționează 
central în lungul unei perpendiculare pe axa de simetrie, așadar ca mai 
sus după axa 0Oz,, atunci, punind ecuaţia frontierei sub forma 


zi = g(a2), (24) 
este firesc să alegem în (23): 
Fa) = (2/19 gtaăa, + cald], (25) 
o 6 | 


0 
ceea ce conduce la condiţia la limită 


Fo (> Palg =0. (26) 
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Această metodă (propusă de S. Timoshenko) permite să rezolvăm 
orice problemă de încovoiere pentru secțiuni cu două axe de simetrie 
perpendiculare. 


e) Elipsă (S. Timoshenhko şi J. Goodier [1], $ 108) 


Să considerăm consola de secțiune Z mărginită de elipsa 

xila? 4 = 1. (27) 
Întrucit in acest caz gg = 0, punind (27) sub forma 

zi = a2(1 — 23/63), (23) 


ne situăm în cazul general de mai sus. 
Fie că sarcina acţionează central, în lungul axei 0x,. Din (25) obținem 


1 1 
Fa (za) . (Bu o|eza + P (1 — a?/ 6?) â) (29) 


Din (23) deducem deci ecuația 
AFo(xus 22) = — 2uz + (Da) la? [02 + vl (1 + va, (30) 


care trebuie rezolvată ţinind seama de condiţia la limită (26). 
În virtutea celor spuse la finele $ 19, avem 3, > O; sarcina fiind aplicată central, rezultă 


-=0, (31) 
astfel că ecuaţia (30) devine 


AF, = (2, 13) [02] bt +- v/ (1 + ov] za. (32) 


Pentru a satisface condiţia (26), vom căuta soluţia sub forma unui produs de funcţii 
care conţine In factor ecuația implicită a frontierei (27). Întrucit membrul al doilea din (32) 
este liniar în 7, vom lua 


Fa (20 Xa) = Kazaa + zi), (33) 


Introducind acum (33) în (32), obţinem cu uşurinţă 
1 
K = = (a? 6*/ (3a? + 53) (2/13) la + (1 + v)]. (34) 


Cu aceasta, funcția F(x, 24) — şi deci şi funcţia lui Timoshenko F=Fp + F(22)— 
sint determinate. Componentele tensiunii se calculează imediat din (14) (unde e = 0). Ecuațiile 
geometrice se integrează de asemenea, după calcule elementare, întrucit componentele tensiunii 
sint polinoame. 

Pentru o sarcină aplicată central în lungul axei Ox, calculele se repetă analog. Soluţia 
pentru o sarcină centrală oarecare se obține prin suprapunere. Dacă sarcina este aplicată excen- 
tric, atunci trebuie să rezolvăm și problema de torsiune, corespunzătoare momentului sarcinii 
faţă de origine. 
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4 a ]) Dwveptunghi 


Să considerăm o consolă de secțiune dreptunghiulară, de frontieră z, > 4+a,ra= +b. 
Sarcina este aplicată central, în lungul axei 0Or,. Evident avem 7 = 0, şi încovoierea se face 
fără torsiune. Dar raţionamentul precedent nu mai poate fi utilizat, intrucit ceuația frontierei 
nu poate fi pusă sub forma (24). Din (23) obținem 


Fog = ELI (23 + 23) —F co]: d (35) 


unde, evident, pe laturile 2 = + b avem 2ş(5) = 0, Alegind funcţia F, (24) în așa fel încit 
paranteza dreaptă din (35) să se anuleze pe laturile x, = 4-a, căpătâm 


Fa) = IQ + Fe (Bali a (36) 
astiel că în definitiv (23) se reduce la 
AF = wi + w9(2,/1) aa» Fo.. lg =0, (37) 
iar formulele (14) devin 
a e feat (Bal — 20, ca = — aa: 08) 


OBSERVAȚIA 1. Teoria elementară a incovoierii barelor de secţiune dreptunghiulară 
presupune că, pentru o sarcină aplicată central în lungul uneia din axele de simetrie — fie ea 
Oz, — tensiunea tangenţială se reduce la componenta o, paralelă cu sarcina, distribuită 
după o lege parabolică, și independentă de 7. Aceasta se obține evident din (38) dacă luăm 
Fe =0: 


= (alte — zh), cm=0, (39) 


— dar o asemenea simplificare nu e în general justilicată. (Pentru un caz particular, vezi 
mai jos (50).) Totuși, formulele (39) — care poartă numele lui D. Jurawski — constituie încă 
și azi în rezistența materialelor punctul de pornire în studiul problemei încovoierii consolei de 
secțiune dreptunghiulară, şi chiar mai complicată încă. Pentru detalii, vezi de exemplu N. Be- 
liaev [2), 315.91; Filonenko-Borodici et al. [1], volumul 1, $ 5.63. 


Comparind (37) cu (16), conchidem că deter- 
minarea funcției F; echivalează cu rezolvarea pro- 
= blemei membranei fixate pe contur și solicitate de o 
d 2% sarcină normală, proporţională cu — |lv/(1 + v)] 
((2, | 3) za (vezi (16.6) şi fig. 5.20.1). De aci urmează 
că Fo(xr4» 23) trebuie să fie pară în x, și impară în z;.- 
Să o căutăm sub forma unei dezvoltări în serie 
Fig. 5.20.1 dublă Fourier 
nic E OR rand A (40) 
2b 


au m 
Fo, 23) = Ş Fm; n Cos 
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Introducind această expresie în ecuaţia (37), avem 


ri m? n? mă NT y 
> iu 2 | zi Pr i SE i me Li Ta, (41) 
miti= 0 3 Ab 2a 2b N AR 


Pentru funcţia x, oblinem uşor dezvoltarea în serie Fourier 


25 e (—1)'  nxa 
E] 


da=—— 


TE mm] n 


> — bus. (42) 


Tinind seama și de dezvoltarea în serie (15.63), de unde 


42 (—1)" 2m + 1 
im Și E arii 0 i. TI —ASuSa, (43) 
7 mg 2M+ 1 2a 
putem deci serie (42) sub forma 
35 e ma 2m +1 nn 
2a=—— Ş, Ep - ui "7, sin a. = (44) 
72 mmm 0 (2m-+ 1)n 2a b 
astiel că din (41) urmează prin identificare 
E A | (pa 


Fara 152y PE m 
? m 1+y h Qm+Dnlom++ 4 + mt] 


zu (— 1)" cos (rzaja("2*) 
LI Li 
si. E Ra 2a (45 


să zii of + În monta (2m+i)ni(2m ++ 1)2(02/4a2) + n? 


Prin urmare, din (38) deducem 


2m +1 
PR :(—1)"** cos (pr rajeos| sii 
1 16 b2 v 8 2a d 
- le E = e <a e 


mt 1 +9 m=0 n=1 (2 m + 1) ((2 m “| 1)2 (02] 4 a2) -- n2] 


2m +1 nr 
(—1)"** sin f AA sin = 
1 (2, 85 se eo 2a d 


2 în uter oa n [(2m + 1)2 (62/4a2) + n2] 


şi deci solulia este 


Fola» 23) = ) 


(46) 


În cazul limită b-—0, așadar pentru o consolă de secţiune foarte îngustă (o placă 
dreptunghiulară, acționată în lungul secţiunii sale transversale : fig. 5.20.2), sumele din (46) 
tind evident spre zero, şi soluția elementară (39) rezultă justificată. 

Analogia membranei permite studierea stării de tensiune în cazul 2u 20 
(secţiune largă ; vezi prima fig. 5.20.3). Întrucit F, reprezintă deplasarea normală a membranei 
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sub acțiunea unei sarcini proporţionale cu — [v/(1+v)] ((2,/l2)ta, se poate considera că în puncte 
mu prea apropiate de laturile mici x = 4 b, Fo este funcție liniară de x, (vezi și fig. 5.20.1). 
Fcuaţia (37) se reduce astfel la 


Fo = Iv (+ 9 (Pl) 
dle unde 


ea wi + 92] la) (209) za. (47) 
Formulele (38) devin atunci 
1 o 
Sa = ZI + IUBI — i), aaa = — DWD Ip) zuza: (48) 


În comparaţie cu (39), constatăm o micşorare a tensiunilor Cs, (paralele cu sarcina), şi 
apariţia unor tensiuni Ga, care sint importante pentru |z,| mare. 


2bala&! 
4.) 


22 XA 


Esi 


În același mod se poate examina și cazul 2b<2agl. Pentru aceleaşi motive 
ca mai sus, admitem că în puncte nu prea apropiate de laturile mici 7, = + a, membrana ia 
o formă cilindrică, astfel că de data aceasta Fo este neglijabil. Ecuația (37) dă acum 


"Fo = = ve (2, lo) a (73 — 59), (49) 
de unde 
Oy = alo le-a [vi (1 [ez 32)), za = 0. (50) 


După cum era de aşteptat, corecția faţă de soluția elementară este în acest caz foarte mică. 

Pentru detalii, vezi încă S. Timoshenko şi J. Goodier [1], $ 109. 

Dimpotrivă, în celălalt caz-limită, [ie el b—> co (placă dreptunghiulară infinită acționată 
«după înălțimea secţiunii sale transversale : figura 5.20,3), formulele (46) îşi pierd sensul. Ele nu 
pot ti restabilite nici cu ajutorul teoriei integralei Fourier, întrucit funcţia z, nu este complet 
întegrabilă pe dreapta nemărginită. 
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De altfel, în problema antiplană, însăși presupunerea > 1 nu poale [i acceptată: 
problema unei astiel de „plăci în consolă” trebuie abordată pe altă cale (vezi mai departe 
$ 6.5, pag. 375). 


2a £ | 2b 


Fig. 5.20.3 


9) Semicoroană circulară. Concentrarea tensiunilor 


Problema torsiunii pentru bare de secțiune în semicoroană a fost 
studiată în $ 15, exemplul f. Aci vom examina problema încovoierii în 
consolă a unei astfel de bare, sub acţiunea unei sarcini tangenţiale, dirijate 
perpendicular pe axa de simetrie Ox, a secţiunii (vezi fig. 5.15.4), 

Păstrind notaţiile din $ 15, f, avem evident 


1 E] o | a 
D= (3 — Ri) = a RU —), (51) 
n] , Ro . p 2 | 9 
Dîe = | exp iaz) RAR = —iexp (i3) —R| = 
"pe &, 72 E, 


2 
de unde 
4 (3 — RR) 4 1—H3 . 
sec pl ua E in nea ae 52 
e 0) a i * iau 
Pentru momentele (ne-centrale) de inerție avem, ca și în (A.7.25), 
_ Re 1 
lo=jasaD =$ azţ Ban= o m(Bi-— 8), 
"PR R, 4 
= (53) 
T2 Re 
1 = ab =( exp Cip Ran =o, 
pi —rR R, 


320 PROBLEMA ANTIPLANĂ Cap. 5 


de unde deducem 
1 1 
da ce Te MR e Rp dia 00) 


Făcind uz de teorema lui Steiner şi de valorile (51), (52), obţinem 
de aci (intrucit 2? = 0): 
Li = Ju = Jan — (22)D. (55) 
Întrucit datele la limită an expresii analitice diferite pe diferitele 
porțiuni ale frontierei, nu se vede cum s-ar putea face uz de condiţia 
la limită (11.1). În schimb, limitindu-ne la cazul unei sarcini perpendicu- 
lare pe axa de simetrie Oz,, funcţia lui 'Timoshenko poate fi găsită. 
Întrucît în acest caz avem R = i 23, din (4.12) urmează 


x = (213) (0 +DR=iay =i(2ll), e=0. (56) 


Să căutăm funcţia lui Timoshenko sub forma (15), încercînd totodată 
să ajungem la o condiţie la limită de forma simplă din (26). (Raţiona- 
mentul din (23)—(26) nu poate fi utilizat, întrucit frontiera este alcă- 
tuită din arce de expresii analitice diferite.) 

Alegînd F, (2) = 0 şi derivînd în raport cu arcul s în condiţia la 
limită (17) — unde 2, = a, =c=0 — obţinem 


1 EL) > Lă Lă 
Fog = [3 (2211) (at + 23) + Feta] zi (8). (57) 
(Comparind cu (23), se vede că intervertind z, cu z,, se schimbă şi 


semnele.) Pe porțiunile rectilinii ale frontierei avem da, = 0, astfel 
că (57) se reduce aci la 


Fo. « lao = 0, (58) 
Pentru a verifica (57) pe semicercul exterior, este suficient să alegem 
, 1 a 1 = 
Fa (7) PR . 3 (23/1.) (zi + 23) la-a= za 2 (2/1) Rh i 


de nnde 


1 
Fa (4) = — ra (2/1) Ra. (59) 
Pe semicercul interior rămîne astfel 
1 , 
Foe noa, 3 (all) (Bi — EI) ai(0). (60) 


Integrind aceste relaţii în raport cu arcul s, obținem 
| . 
Fo [1.0 =0, fo laca, =0, fo aaa = (Pal) (8 — Ri) (61) 


ceea, ce înlocuiește condiţia la limită (26). 
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Totodată, ţinînd seama de (59) în (23) (unde intervertim de ase- 
menea, semnele : vezi (16)), deducem 


AFg = — 2ur — [UI + 2 /(1 + (Bel) a. (62) 


Soluţia generală a ecuaţiei (62) poate fi căutată ca sumă a soluţiei 
generale a ecuaţiei 


AR -—— 2ur,; (63) 
cu o soluţie particulară a ecuaţiei 
AF = — LU + 29/00 + (Bah) a. (64) 


Pentru cea dinții, este firesc să alegem F! = urf, unde f este 
funcţia deja determinată în $ 15, pag. 256. Întrucit avem f(=0 pe 3, 
rămîne să căutăm acea soluţie a ecuaţiei (64), care satisface şi condiţia 
la limită (61). 

Pentru început, vom considera funcţia A, R?a,, nulă pe componentele 
rectilinii ale lui Z, şi pentru care avem A(A,R?2,) =8A,4,. Verificarea 
ecuaţiei (64) şi a primei condiţii (61) este deci asigurată, dacă alegem 

me e RR, a e a E EA n i a (65) 


Pentru a satisface şi celelalte două condiţii (61), trebuie să adăugăm 
funcţiei A, R?z, o funcţie astfel aleasă, încît ecuaţia (64) şi prima condiţie 
(61) za oara verificate — așadar o funcție armonică, și nulă pentru 
Ti =, d 


Fa = (482 + A; + AR, (66) 
căpătăm din (61) relaţiile 
At AB = — 43, 43 As Ri? — Au B+ (Ball) (BR — 5), 
de unde 
, 1 1 = 
41 —0(83+ BA — (241193, A [a + (eh) RR, (67) 
ceea, ce, ținînd seama de valorile lui A, și |, dă 


e aa 8t2v BE 
(LA (RR) aL) BIBI 


„___ În expresia finală a funcţiei F mai intervine însă şi funcţia Fa (24) 
din (59). Notind cu A, coeficientul termenului în z, căpătăm deci 


(23. (68) 


Te & 3 + 2v 1 
A = A4 —— (2 a PD 000. cm RR ” 69 
a ali ag e — DE pe 00) 
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Amintind acum expresia (15.102) a tuncţiei lui Prandtl, putem scrie 
funcţia lui Timoshenko sub forma finală 


1 
F(x, 42) = — „us| ee (1 + cos 2%) + Ş Bau R2+1 cos (2h + 1) | 
h = — oa 
FAB + A+ 48), (70) 
unde expresiile (15.117) dau 
16 (—1P_ E NR 
E TR ÎI (ORL 3I 100 Denta Ad, 
m (00 —1) (2h +1) (28+3) a o pentru h> 
Ban = = i (71) 
E. E +-- AO e RI" pentru h<O 
Laz (0R—1D)0R+ 1) (0043) km? pe <0. 


Pentru coeficienţii A,, Az, Ag dispunem de expresiile (65), (69) și 
(68), sau încă, folosind şi aci notația & = R/ Ri: 
1 + 2v (Pa 3 + 2v (Pa 
RR m same ri pmecena E e 
(Up) RU — 3) (A+) EU —2) 
Ei, La 
a (i -F ») 1 


(72) 


+ nd 


Rămîne acum de determinat numai +. În acest scop vom face uz 
de formula (19.17), așadar vom avea de calculat integralele (19.12). 
Pentru C = 2H dispunem de formula (15.127). Funcţia lui Prandtl va 
fi folosită aci sub forma ce rezultă din (15.94) şi (15.120), iar funcţia de 
torsiune a lui Saint-Venant, sub forma ce rezultă din (15.94) şi (15.126). 
În telul acesta, din a doua formulă (19.12) obținem mai întîi 


H=0 (73) 


dat fiind că funcţiile sin (2h + 1)y ce apar în r*(R*,y) sînt impare 
în intervalul [| —x/2, x/2). Mai departe, avem pe rînd 


cc sl t/2 
Ha = — Bi SI | ram (0) Re ap (sin 0 +a) exp(iâz, (1) 


h=0 —n 2 


e cl 2 = 
Ha = BB ŞI | fa (8%) R*2AR* | cos (2h + 1)3 exp (i). O (75) 


h=0Yk re 


'Pinînd seama de formulele lui Euler, avem de calculat mai întii 
integralele 
I2 ţ _ 
af 


(76) 
x pentru h=-—l, 
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şi 

0 pentru k=+£0, 
x pentru h =0. 
Întrucit în (74), (75) intervin numai exponenţi h ne-negativi, dedu- 


cem că integralele corespunzătoare valorilor k > 0 sint nule, în timp ce 
pentru h = 0 căpătăm 


( expi=iteh ++ 1) expipăz = | (17) 
— zf 


sp ui 
[ sinzexp (iaz = SPER | * cos xexp(iy) dx =. (78) 
—"a 2 “sp % 
Cu aceasta, relaţiile (74), (75) se reduc la 
1 1 
ji ae — zi Bj e (R*) Rat, H, = 28| (N) Ran". (19) 
k - k 
Utilizind aci (15.120), (15.126) şi (15.112) pentru h =0, găsim 


ţ (N) RAR" = (2/5) (1 + BRE — B42 — 5), 
+ 


(80) 
1 
| (+ (R*) RAR" = 25) (1 — D2 + DR — 5), 
E 
şi deci în definitiv 
He = — L1RŞ (1 4642 — ki — 19), Hy = R3(4 — 524 B3 — 15), (81) 
.) 


'Ținînd seama de valorile H,, Ha, Ha, relaţia (19.17) devine acum 
AR = uTC + Ba + Dhk2 — Dk3 — 5) + 
[2] 


v 
14 ov 


+ (1 — 580 + 62 — )] Tm a (82) 


(relație valabilă pentru orice sarcină tangenţială), unde C este dat de 
formula (15.127). În cazul de față, din (54)—(56) avem 
Im & = Pa], = 8 Ra | al — 4), MB = i Ba, (83) 


unde z; este abscisa punctului în care i/?] intersectează Oa, (vezi (2.3)). 


Odată cu determinarea lui + din (82), funcţia (70) este efectiv 
cunoscută, iar formulele (14) ne dau componentele tensiunii 


1] si = 
On = fa, 033 = — Fa — = (22 /1) (zi + a). (34) 
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Este adesea convenabilă transcrierea funcţiei (70) sub forma com- 
plexă 


FA 5 1 2 ai 
F(ân3) = urflân8) + 3 (Asa + Aa + 4533) (3 +3); (85) 
unde f(3, 3) este dat în (15.119). Formula (12.6) se serie acum 
: : 2 _ NI 
T (35 3) = — Zips —i LA (3 + 2a3)-+ As —Asâ 2]— -ioa3â, (86) 


unde primul termen din membrul al doilea este dat de (15.121). Din 
(14.7) avem şi 


— 2i pf = ur (Y +ia). (87) 


După cum se vede din (85), termenii ce deosebesc funcţia de înco- 
voiere de funcţia de torsiune au (în exemplul de faţă) caracter elementar. 
Seriind F din (85) sub forma (19.27), putem separa aci un termen cores- 
punzător încovoierii tără torsiune, şi un termen torsional, al cărui coefi- 
cient se determină din (19.28). 

Pentru a găsi 7, și 3., vom face uz de (19.18) şi (19.20). Avem 


pa = 2 Dl e iat (a — 3), (88) 
și deci din (82) urmează 
„e | i: 1-0 BR 3 _ 4 (1 — k5 
” Năsir) "1-2 ET Ter L iai i E 


+ 5 (3 rapa — plita). (89) 


Întrucît din (54)—(56) avem 
2(a — a)/3R = (2/3) (le + Î) = 1], = 8 Bi (1 — k), (90) 
deducem în definitiv 


5 Re 
e ai co eat [da [i = e 
; 157 (1 +») rii Ă 
10v 1—k? C 
5 (3 + 2) kR2(1 — k) — —— ——e 91 
+50 +29Hu — 2) 20 | (91) 
OBSERVAȚIA 2. În exemplul de faţă avem R = —R; coeficientul « este însă funcţie 


de cele două variabile R, R, şi derivarea trebuie efectuată în consecință ; dacă am înlocui R cu 
—R şi am deriva apoi în raport cu R, rezultatul ar fi evident eronat. 

OBSERVAȚIA 3. Condiţia ca sarcina să realizeze încovoierea fără torsiune, este ca axa cen- 
trală a sistemului (de ecuaţie (031 — (9, 23 — 9/4: = 0) să treacă prin centrul de încovoiere, 
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Întrucit aci avem z$ = 0, rezultă JM = (Pa 2?. Aceasta este o condiţie de legătură între mo- 
mentul rezultant față de origine, și componenta după 0a, a rezultantei. Componenta după 
Ox, a rezultantei poate [i oarecare — ceea ce era de aștepiat, în virtulea simetriei secțiunii 
(vezi finele $ 19). 


Soluția obţinută permite considerarea a două cazuri particulare 
importante : & —>0, şi k—1. Primul este cazul semicereului cu o slăbire 
semicirculară în origine. Soluţia corespunzătoare se obţine luînd k& ->0 
în coeficienţii calculaţi mai sus. 

Se poate obţine de aci şi soluţia problemei semicercului fără o 
astfel de slăbire. În acest caz trebuie să considerăm în (70) numai indici 
h > 0, și să luăm k = 0 şi h >0 în (71), (72). Pentru a ne convinge de 
aceasta, este suficient să reluăm raţionamentul care a condus de la (62) la 
(70), să considerăm funcţia lui Prandtl pentru semicerc, şi să luăm în (66) 
As = 0; din (61), ecuaţia pentru R = R, dispare, iar cea care cores- 
punde valorii R — Ry dă pentru A; aceeaşi valoare cu cea care rezultă 
din (68) pentru R, —>0. Tensiunea tangenţială se serie deci tot sub forma 
(86), unde însă primul termen din membrul al doilea este dat de (15.121) 
fără termenii corespunzători puterilor negative ; termenul în A, nu există, 
iar cei rămaşi se calculează ţinind seama că R, = k = 0 (vezi (54), (56), 
(72) şi (83)). 

Gradul de torsiune la încovoiere pentru semicere este dat de 
(82), (83): 


M3 = us + (8/157) [(3 + 4) (1 + v)] Ro Ba, (92) 
unde amintim că din (15.129) urmează 
C = (8/7) 0,1168 R4. (93) 


Aceste relaţii sint valabile atît în cazul k = 0, cît şi pentru &k-—>0. 
Utilizind (93) în (91), obţinem uşor pentru semicere 


âe = (8/57) Bo [1 + 0,018 v/(1 + v)], (94) 


de unde, întrucit avem 0 <vy <— „» urmează 


0,509 Ro < 3. <0,515 R. (95) 
Dat fiind că pentru k = 0, din (52) avem 
30 = (4/3 7) Ro = 0,424 Ra, (96) 


se vede că 3. =£ o. Acelaşi rezultat rămîne valabil în cazul & — 0. 

Ca și în problema torsiunii, constatăm. că funcția F pentru semicere 
(precum şi parametrii globali +,, 3. şi C) se obţine prin trecere la limită 
pentru & — 0 în soluţia pentru semicoroană. Dar, ca şi în cazul torsiunii, 
apare şi aci fenomenul de concentrare locală a tensiunilor, care deosebește 
cazurile k =—0 şi &k —0. 
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Pentru a pune acest fapt în evidenţă, vom face uz de expresiile 
(85) şi (86). Considerînd un punct 3 = R, exp (ix) şi făcînd R, —0, vom 
obţine pentru primul termen din (86) valoarea (15.131). Din (83) şi (72) 
urmează Că aa, A, Şi Aa rămîn mărginiţi pentru R, —>0, în timp ce Aş 
tinde spre zero. De aci conchidem 
exp (iz) 


lim (4489 + 2 Asa Aa — A35 9)_a, _ 
Ro 


— 


__ 3-2 Pa i o; 97 
PETREA ps | + exp (2i7)]. (97) 


Introducînd acum (15.131) şi (97) în (86), obţinem în cazul-limită 
al semicoroanei pentru R, — 0 (vezi şi $ 15, pag. 259): 


8 3+2v Ba]. za 
Tdi pi e [ec pe Ep 00 al pi 2i2)1. (98 
(0,0 ;x) | e a aji exp (2i7)]. (98) 


Introducînd aci pe uz din (92), (93), deducem 


Li] 
T (0, 0; 7) = i 2,85 e (2 + 047- za] [1 + exp 2iy)]. 


(99) 


Dacă repetăm acum același raționament pentru semicerc, ţinînd 
seama că formulele (92), (93) rămîn valabile, că (15.131) se înlocuieşte 
cu (15.132), iar termenul în A, dispare, obţinem în loc de (99): 

Mg v al 
T (0,0) =|— 2,85 — + [241 +0,17 ji, 100 
(0,0) | a +[e d) (100) 


Cele spuse în $ 15, pag. 259 pentru torsiune, rămîn deci valabile 
atit pentru componenta torsională, cît şi pentru cea de încovoiere (inde- 
pendentă de 7) a tensiunii tangenţiale complexe. 


OBSERVAȚIA 4. Apariţia persistentă a termenului exp (2i y) este legală de configurația 
ron '“*ei : în toate cazurile examinate pînă aci, punctele unghiulare ale lui Z sint intersecţii 
ale uuur arce analitice ce formează un unghi egal cu 7/2, 


Trecînd acum la celălalt caz-limită (e = 1 —k —>0: secțiune în 
semicoroană cu pereţi subţiri), şi reţinînd termeni pînă la puterea a doua 
a grosimii reduse e, obţinem mai întîi din (83): 

= 2 (Ra 


Xa = P 
m he 


(+ pere), (101) 
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iar din (72): 


A SR n pei 
„28 z (1 + v) 4 Re 


RE 

ră 

1 
A sepia), 102 
ay (102) 


Mai departe, din (15.135), (73) şi (81) avem 


C=2H = aRiet, tu aa, 


(103) 

Hp, = —2i8 [n — 28 + 3 2), Ha = Rysă, 

iar din (88) deducem 7, pentru încovoierea fără torsiune : 

2v (Pa 7 
=— 1 — e2|. (104) 
= ai i mai ii 
Formula (91) dă afixul centrului de încovoiere sub forma 

= ai = (aj) [1 — pere) (105) 


Prin urmare, pentru «e suficient de mic, avem 3. > Ros aşadar 
centrul de încovoiere este situat chiar în afara secţiunii, și anume, contrar 
centrului de greutate, spre exteriorul cercului exterior. 


'Ținînd seama de (103), formula (82) devine acum 


ru Ric? + RS le[i — 26 + sera Lv/(1 + e] Ima ; 
(106) 


pi 
3 


de unde, ţinînd seama de (101) şi (104): 
= (4/m) Ro Ra (: — îi e — Pa “) + [Br (1 + Rea + ze), 
(107) 


unde al doilea termen trebuie neglijat, iar cel dintii coincide cu produsul 
dintre sarcina 2, şi abscisa centrului de încovoiere. 
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Relaţia (19.28) devine aci 
MR — A = a Bitu — 3), (108) 


ceea ce permite determinarea lui 7 pentru orice /4 dat. 


Formulele pentru + şi 3, sin deosebit de uţile atunci cînd problema lorsiunii se rezolvă 
ușor, Astfel, soluția aproximativă a problemei torsiunii pentru secțiunea în formă de semi- 


coroană circulară (vezi $16. Observaţia de la pag. 275), va putea fi luată sub forma (16.43), 
(16.41): 


1 
(ze 2)= Ye d ad Cr Aaa  ue Aci im R. (109) 


Itroducind aceste expresii aproximative în (19.12), deducem pe rind: 
1 1 1 ra = 1 4] 
H - 0-2 (1 — R%2) ne an dx + Brj R* In ne af dz, 
2 2 & "RR . a 
E 1 TR 
Hu = = Rx | ne an *dx =0, 
[ni sp 
Lă T/2 
- nf ae: are | exp (î7) 4 dx, (110) 
Lă 


"fi 


Ha 


i - 
Ha = A n (1— RPR: ae | exp (7) d7 + 
2 k — nf 


1 x/2 
+ m j R*2 In ne ani exp (i) dy. 
k —rpP 
Or, avem evident 


x re 
( exp (iz) dy =2, | exp (ix)y dx > 2i, (111) 
.—xh "A 


şi încă, utilizind (16.48) şi notaţiile (15.93): 
1 1 1 1 
| R* in R*AR* = —— (1 + RQink—1)]= ——s|1— —e|, 
Le 4 2 3 
(112) 
L 1 1 
| R*? In RAR = —— + Int ]=——"(1-—s). 
A 9 2 
Ținind seama şi de valoarea din (16.50) a constantei y: 


1 
r=e(r-e+ e) (113) 
6 
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deducem din (110) valorile aproximative ale constantelor C, H,, Ha, Ha — care coincid cu valo- 
rile exacte deja obţinute în (103). 

Prin urmare, soluția destul de grosier aproximalivă (109) a problemei torsiunii dă pentru 
7 Şi 3, valorile exacte — dacă e este suficient de mic (e SŞ 0,2). Evident, aceasta se datorește 


faptului că < şi 3, depind de funcţia de torsiune numai sub o formă integrală (vezi $ 19, pag. 308; 
$ 16, pag. 270). 


h) Rolul tensiunilor de torsiune în încovoiere 


Să punem în evidență (cu titlu de exemplu) ponderea tensiunilor 
ce apar dacă sarcina este aplicată în afara centrului de încovoiere. 

Vom nota — numai în exemplul de față — cu T, tensiunea tangen- 
țială de încovoiere tără torsiune, şi cu T — tensiunea tangenţială totală 
dată de (8.10). 

În cazul cercului, o sarcină 2, a cărei linie de acţiune este paralelă 
cu Ox, şi trece prin (0, 23), poate fi înlocuită cu o sarcină 2, aplicată, 
în origine, plus un cuplu de moment AA = — 2,23. Întrucît avem 3, = 
= 30 = 0, 7, =0, sarcina 2, aplicată în origine dă încovoiere fără tor- 
siune, în timp ce sareina 4/3 provoacă torsiunea barei. 


Fig. 5.20.4 


În cazul semicoroanei circulare, o sarcină i/2, paralelă cu Oz, şi a 
cărei linie de acțiune trece prin (2, 0), poate fi înlocuită cu o sarcină i(2, 
ce trece prin origine plus un cuplu de moment A = Baa. 

Din această figură, este intuitiv limpede că sarcina i 2, aplicată 
în origine (care nu este centru de încovoiere) produce şi torsiune (pentru 
sarcina din figură, în sensul indicat de săgeata subţire). Cuplul de moment 
Pa ai produce (în cazul din figură, unde zi; >0) torsiune în sensul 
opus. Pentru o anumită valoare a?, torsiunea totală dispare: aceasta 
este desigur tocmai valoarea x? = at. 
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x z, 


3, 


Fig. 5.20.8 


Cazul seeţiunli elreutare. Luind A = 0 în (11), obţinem pentru o sarcină centrală 74, : 
To (3: ) = PU(3+ 29) R5— (0 + 2v)32— 233], (114) 

unde am notat 
P= PI Br +4]. (115) 


Întrucit pentru cerc avem r(r, £3) E 0 și intrucit c = 0, în cazul sarcinii (2, aplicate 
excentric avem de adăugat la această expresie numai termenul iu (vezi (8.10)). Din (19.8) 
deducem C, = Ca = Cs = 0,iar din (19.9) urmează şi C, = 0. Prin urmare, formula (19.10) se 


reduce la AP = usC, de unde 
us = —28, aglm R$. (116) 
"Tensiunea Langenţială corespunzătoare cazului genera! este deci 
T (3,3) = PUS + 2) RE — 4 (Uh v)agg — (+29)? — 2331. (117) 


Să determinăm punctul în care modulul | To| (sau pătratul său g = Te Te) işi atinge 
maximul. Pentru aceasta, din (114) avem mai întii 


g(3. 3) = P> 03 + 29 R$ — (Ur 2y) (342) R3 (33) — 
— 4(3 + 29) Rggs —2(1 + 29) (303 + 359) Gr dv 4v9a], (118) 
Prin derivare în raport cu 3 (vezi (A.4.17)), obținem de aci ecuaţia 
2(1 + 2v)(3 + 2v) Bă + 403 + 2 R55 — 604 2303 — 20042) — 
— 2(5 + 4v + 4v)g3? =0, (119) 
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care posedă soluţia evidentă 3 = 0. Pentru a găsi eventuale alte soluții, vom lua aci 3 = R 


exp (17), vom împărți la R, şi vom separa părțile reală şi imaginară. După calcule clementare, 
obţinem sistemul : 


(3 + 2y RE — R2 (5 + d kr A A AL + 2) costa] cos =0, 


120 
(1 — 29) (3 + 2v) Ra — 18 (B+ Av Av? —4(1 + 2v) sin? 7)) sin =0, aie 
Luind în prima ecuaţie cos x = 0, obținem din cea de a doua o valoare R? > RE , ceea ce 
nu are sens. Luind în cea de a doua sin ş = 0, căpătăm din cea dintii R = + Ry, aşadar tocmai 
punctele-frontieră în care axa Oz, intersectează cercul. În fine, pentru cos x 0, sin y-£0, 
deducem din nou A? > NE, ceea ce ni! are sens, 
Rămin așadar de considerat valorile 3 = 0, 3 = Ro. Făcind uz de formulele (A.4.16), 
(A.4.19) şi (118), conchidem că punctul 3 = 0 este un extrem. Din a doua formulă (A.4.20) re- 
zullă că acesta este un maximum. Din (115) și (118) obţinem valoarea sa : 


3+2v (2 


Li su PU em Se ; 


(121) 


Pe de altă parte, din (1141) se vede direct cii Ta (£ Ros + Ro) = 0, asttel că = Ro 
sînt punete de minimum pentru Tal. 


În ce privește valorile pe frontieră, din (114) avem 


Tel DD o ai So n — exp Qi, (122) 
2% (1+v) Ra 


de unde 


a 1+2y) Qi 
To! = Ei d Ri 4 sin?27. (123) 
An? (1 + vi 4 
Evident, această functie îşi atinge maximul pentru y = 4 x/2, unde 
: 1+2y 9 
[To [aa =: — e (124) 
1+vy 7% Re 


Comparind (121) cu (124), rezultă că maximum maximorum este cel din origine. 
Mai departe, din (114) — (117) avem pentru sarcina excentrică 


T (3 3) = To (3; 3) —2i (2, 3/m R93. (125) 


Nu vom relua pentru această expresie calculele de mai sus, și ne vom mărgini la a consi- 
dera tensiunile tangenţiale într-un punct-frontieră în care vectorii 74 şi T au același suport, 
cum este cazul în punctele 4 = x/2. Obţinem aci 


Isis 142 A 
% 


7 1+ Ri 


X= aja 
T, = (ai) Bi 


——. (126) 
[i 1+v% Ro] n kg 
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Dacă de pildă z; = Ry. în punctul-frontieră 3 = iRg obținem astfel 


[ă (127) 


ceea ce depăşeşte de 2,5 ori valoarea |To| tă din (124), şi de 2 ori valoarea |Tp| din (121). 


OBSERVAȚIA 5. Pentru determinarea punctului celui mai periclitat, trebuie desigur să 
ținem seama și de componenta ou (vezi (10.13) şi (10.14)), care nu depinde însă de punctul de 
aplicare al sarcinii A. 

Cazul secţiunii în formă de semicoroană eu pereţi subțiri. Soluţia problemei este dată 
în (86), unde trebuie să ţinem seama de (101)— (108). Pentru a calcula =, putem face uz de soluția 
aproximativă (109). Analogia membranei arată că această solutie rămine valabilă şi pentru cal- 
culul tensiunilor — la distanţă suficientă de porțiunile rectilinii ale lui Z, Este de preferat să 
utilizăm aci funcţia de torsiune sub forma (16.43), şi să inlocuim primul termen din (86) cu aju- 
torul relaţiei (87). În telul acesta, obținem : 


za 1 îi EA 
adanc] fi — re) | 


3 5 
A fe oma op ei 


i (Pa 2 a 
Ip 1729 P— 2331 + 
za ci ARE , du 
1 1 
mal td 1 1 3 Vi 
+ (3 + 2») - + —G+r2W]|l——c.——.]—), (128) 
2% . ( a 4 E; 


Termenul independent de + tinde la infinit ca e"! pentru e +0. 

Dacă momentul sarcinii faţă de origine este _/l, (aşadar, dacă axa centrală trece prin 3, 
şi deci = = 7), atunci din (104) conchidem că coeficientul termenului torsional (înlocuit în 
(128) prin expresia elementară provenită din soluţia aproximativă) nu creşte mai repede decit 
e”! pentru e—0, 

Pentru a evalua contribuția termenului torsional în (128), vom serie 


1 1 
4 — ne(i-e+ IL) =R : — ( —s+ ea a) exp (i%), (129) 
6 6 
unde, intrucit avem 1 — es R/RgsS 1, deducem că 
7 1 = 1 
—c[i+—c]S1—[l-—c+—c](R/RD)Seţi ——e|: (130) 
6 6 6 
Produsul iu 7 î ş, inlocuit cu primul termen din (128), rămine deci mărginit pentru e — 0, 
astlel că numai tensiunile de Incovoiere propriu-zise tind la infinit cu e”7, 


Pe de altă parte, din (108) rezultă că, dacă avem 04 A, factorul us — 7,) creşte 
ca €”3 pentru e —> 0, astfel că termenul datorat torsiunii creşte în acest caz ca e 7, prin urmare, 
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cu mult mai repede decit termenii cu caracter elementar din (86), şi de asemenea cu mult mai 
repede decit In exemplul mai sus examinat al secţiunii circulare. Din (108) obținem acum 


— Sa ARa Ro [:- cel a 2). (131) 
2 4 


t(z— ra 


Pentru 2? = 24, avem evident de aci + = +, (incovoiere fără torsiune). Să considerăm drept 
exemplu cazul 24 = 0 (sarcina aplicată în origine). Din (104) şi (131) avem acum 


ut, = ăi A R: (uree), 
E (1 + vw) Re 12 
(132) 
b 1 1 
idem msi 1 20-20), 
n Re: 2 4 


Să ne mărginim la a calcula 7 (3, 3) in punctul ş = Rg. Grupul termenilor independenţi 
de + din (128) are In acest punct suma 


2i 2 ia v esa 1—v e]. (133) 
r RE e 2(1 +») 4(1 +») 


Mai departe, din (128) obţinem pentru termenul ce are pe 7 în factor, valoarea 
iure Roc (1 — £/6), astfel că din (132) urmează 


ius, hei e]=t ze i (a e) 


6 ri(1+v) RE 6 12 
(134) 
1 12 1 2 1 
iu(7 —)Roe|l——e SR LE 1——s—— le 
6 mpi e? 3 6 
Pontru v = 0,3 şi e = 0,1, cele brei expresii din (133) și (134) au respectiv valorile 
64 î(DalR3): 0051 (RD);  —113i (IRI). (135) 


După cum se vede, tensiunea tangențială de incovoiere corespunzătoare coeficientului +, 
este neglijabilă ; în schimb, cea corespunzătoare coeficientului 7 — +, este considerabilă. 


Cele două cazuri examinate arată limpede rolul tensiunilor de torsi- 
une care apar dacă sarcina este aplicată în afara centrului de încovoiere ; 
aceste tensiuni sînt considerabil mai importante dacă avem de-a face cu 
secțiuni deschise cu pereţi subţiri, care rezistă în condiţii rele la torsiune. 
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$21. PROBLEMA ÎNCOVOIERII ÎN CONSOLĂ A BARELOR 
DE SECŢIUNE SIMPLU CONEXĂ. METODA REPREZENTĂRII 
CONFORME 


Vom studia problema încovoierii în acelaşi cadru în care am studiat 
în $17 problema torsiunii. 
ntruciît, pentru 2 simplu conex, funcţia q(3) este uniformă, pro- 
blema se reduce la determinarea unei funcţii olomorfe, din condiţia la 
limită (11.1). Aspectul celui de al doilea membru al acestei condiţii 
la, limită, sensibil mai complicat decît cel din (17.1), face imposibilă 
construirea unui echivalent al metodei 3, 3. 
Fie deci cunoscută funcţia de reprezentare şi inversa sa 
3 = o(ţ) (1) 
t = 03). (2) 
Vom considera funcţiile transformate în planul E, (compară cu 
(17.8)): 
Pa(3) = ewlo(0)] = 2(9), (3) 
D(3) = de(3)/d3 = (6) = p(0)lo'(0). 


Pentru a putea face uz de (11.1) va trebui să calculăm valorile 
la limită ale funcţiei (1) şi ale derivatei sale. Avem deci (vezi (17.7)) 
t= ale =olo0)=at, î=âls=o(0) =, () 
de unde E 
t'(5) = [da/ds]le = [do(3)/dG]|, da/ds = o'(0) do/ds, 
Y(s) = [d3/ăs]le = [do(0)/dZ]|,ds/ds= — 0 2o'(0) do/ds 
de unde, ţinînd seama de (A.11.35), urmează 
t'(8) = a'(0)do/ds, t'(8) = ao+(0)do/ds. (6) 


Aceste relaţii sînt valabile pentru frontiere Z de clasă C?. Relaţii 
analoge se pot scrie pentru valorile la limită ale funcţiei e(() și ale deri- 
vatei sale. 

Condiţia la limită (11.1) poate fi acum transerisă sub forma 


(5) 


ule'(6) + 02q(0)] = H(o), (7) 
unde am notat 
1 1 oz , 
(o) = iu — ze iei aaa a(5) ia sote) [otojarta) — 
: 1 ata 3 Ai ” “2 o(0)o'(0). (8 
— [uz + a 0 — Eee dute) — i 1 ate) e u(s)aTa). (8) 
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Este vizibil că în cazul particular al torsiunii (cînd avem « =c=0 
şi (3) = 7y(3)), atunci (7) şi (8) conduc la 


Y'(8) + s-2y'(6) =i [o(0)o'(8) — c-*a(0)o'(9)], (9) 
ceea, ce coincide cu condiţia (17.11), derivată în raport cu arcul s. 


? 


În studiul problemei (7) pulem face evident uz de metoda seriilor. Introducind 


a) = Şi o pd pat (10) 
"= 2=0 


(unde o, sint cunoscuti) în (7) şi (8), obţinem prin identificare coeficienţii a, şi deci şi funcţia 
(3) 

” Meloda își păstrează valabilitatea şi pentru domenii dublu conexe ; Intrucit însă funcţia 
Rt) are în acest caz un termen logaritmic (vezi (11.7) şi (11.9)), urmează că vom căuta soluţia 
sub forma 

--] 
Pay (3) = n 3 + Poa(3 pot) = Şt, (a) 
=> 
iar luneţia II(o) din (8) va fi modificată prin lrecerea valorii provenite din termenul logaritmic, 
în membrul al doilea al condiţiei la limită, 

Caleulele necesare pentru a determina coeficienţii a, sint în principiu aceleași, dar apar 
în practică mult mai laborioase decit în cazul torsiunii. Notăm că acum coeficienţii depind şi 
de constantele elastice ale materialului, şi de sarcină. Metoda seriilor conduce aci la expresii de 
aspect greoi. Aceasta a fost metoda folosită de R. Capildeo [1]. Ea a fost reluată de către 
E. Deutsch [4], [6]. pornind de la rezultatele (ulterioare) ale lui L. Milne-Thomson [1]. 

Încercările de a folosi aparatul reprezentării conforme în problema Incovoierii sint mai 
vechi, Astfel, menţionăm lucrările lui P. Kufarev [1] şi D. Avazaşvili [1]. Legate insă de re- 
prezentarea soluției prin functiile de incovoicre ale lui Saint-Venaut — extrem de incomode — 
aceste încercări nu uu dus prea departe. 


În cele ce urmează, vom prezenta soluţia dată ucestei probleme 
de L. Milne- Thomson [1], [3], $ 5.14. În comparaţie cu cea a lui Capildeo, 
ea este mult mai condensată — întrucît face uz de integralele de tip 
Cauchy — dar nu poate fi direct utilizată decît pentru domenii simplu 
conexe. 

În acest scop, folosind pentru ș'(a) relaţia analogă cu (6) și ţinînd 
seama de (4) şi (6) pentru «w(%), transcriem (7), (3) sub forma 


uk [o'(8) — e. (0)] = H(o), (12) 
unde 


_[: 1) 1 + 2y A = a 
H(o) = [ius = c+ Sa 2) i) aog(0) + 3 ia jzo(9)] w+( 6) o'(0) + 


1 + 2y ă w(6) — a ja oate)] &(5) o,(5). (13) 


1 
e [ie ba aa AU + v) 
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Înmulţind ambii membri din (12) cu dofzi(o — €) şi integrind 
pe v, obţinem 


a $ ETA) dc 4 2) ao = 2-4 „ele do. (14) 


2ri |, 0 —t 2ri ly o—l 2xi |» e — 


Întrucît g'(%) este olomortă în A*, iar q,(() este olomortă în /[”, 
din formulele (A.10.1) şi (A.11.37) obţinem — ca şi în (17.31) — 


filarea pe aa, te At. 


u 2xi]yo—t 


(Am ţinut seama că din (A.11.34) urmează ge, (00) = 0.) 

Integrala din membrul al doilea depinde numai de co(%), așadar 
de geometria secţiunii Z ; prin urmare, singura deosebire dintre acest caz 
şi cel al torsiunii constă în faptul că aci avem de calculat şase integrale 
cu caracter de mărimi geometrice, în loc de una singură. 

Funcţia q(() se obţine din (15) prin integrare în raport cu £ şi, 
evident, este determinată abstracţie făcînd de o constantă arbitrară, 
(vezi $ 11, pag. 216). 

Din (13) se vede că în H(o) intervin numai produse de valori la 
limită ale unor funcţii olomorte în 77+, cu valori la limită ale unor funcții 
olomorfe în A. 

În cazul particular în care w(t) este raţională — și desigur olo- 
moriă în /]* — funcţia c„(() este de asemenea raţională, şi olomortă, 
în J[. Nici una din aceste funcţii nu poate avea poli pe y, căci în acest 
caz 2 nu ar fi mărginit. Derivatele lor nu pot de asemenea avea poli 
pe y. Prin urmare, dacă o(() este o funcţie rațională, atunci H(o) este 
valoarea la limită a unei funcţii raționale în /7+, care posedă în J* numai 
un număr finit de poli, și e prelungibilă pe y. Calculul integralei din (15) 
se face deci cu ajutorul formulei (A.10.20) — și el se reduce la a scădea 
din H(o), cu c înlocuit prin &, părţile principale din vecinătatea tuturor 
polilor săi conținuţi în /[*. Rezultatul este oarecum similar celui din (17.15) 
pentru cazul torsiunii. 


la 
În particular, dacă avem H(0) = 5 H,o", atunci obţinem 
LU 


k 
ue" (î) = » I-A su (16) 


În general, dacă H(o) este destăşurabilă în serie Fourier, soluţia: 
se obţine introducînd această serie în (15) și integrînd termen cu termen 
— ceea ce conduce la o formulă de acelaşi tip cu (16), dar cu limita 
superioară de sumare k = oo. 

Toţi coeficienţii ce intervin în H(o) (ca şi constantele C, din (19.10)) 
şi care depind numai de configurația domeniului Z, pot fi explicitaţi 
prin intermediul coeficienţilor vw,. 
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Raţionamentele din paragraful de faţă arată deci că, dacă repre- 
zentarea conformă a domeniului Z pe discul unitate este cunoscută, 
atunci problema încovoierii în consolă (sau — caz particular — problema, 
torsiunii) este practice vorbind rezolvată. (Cazul domeniilor dublu-conexe 
reprezentabile conform pe o coroană circulară nu este principial mai com- 
plicat.) Prin urmare, dificultatea e redusă la găsirea reprezentării conforme 
a domeniului dat pe domeniul canonic adecvat. Metoda lui Capildeo şi 
Milne- Thomson dă aşadar o soluție completă pentru tot ceea ce ține propriu- 
zis de teoria elasticităţii în aceste chestiuni. În practică, rezolvarea acestor 
probleme devine dificilă pentru domeniile dublu conexe (tocmai datorită 
dificultății de a se construi efectiv funcţiile de reprezentare), şi mai ales 
pentru domeniile de un ordin de conexiune superior (unde nici metoda 
seriilor, nici metoda integralelor de tip Cauchy nu mai pot fi direct 
utilizate). Din punet de vedere matematic, aceste chestiuni se subsu- 
mează chestiunilor similare privind problema plană a teoriei elasticităţii. 
(Vezi și finele $ 18.) 


$ 22. PROBLEMA ÎNCOVOIERII ÎN CONSOLĂ PENTRU BARE 
DE SECȚIUNE SIMPLU CONEXĂ. EXEMPLE 


Vom da aci citeva exemple de studiu a problemei încovoierii în 
consolă cu ajutorul metodei reprezentării conforme, reluînd unele din 
secțiunile pentru care în $ 18 am studiat problema torsiunii. 


a) Discul circular 


Să considerăm funcţia 
3 = o(3) = Ro, (1) 


care reprezintă conform domeniul /[*, pe discul cu centrul în origine și 
de rază Ry. Întrucât: avem ay = 0, expresia (21.8) devine 


H(o) = [(3 + 2v)/8(1 + »] BR lac 2+a]; (2) 
ținind seama de (21.16), obținem 


ue'(7) = [(3 + 2) 81 + UR a 
de unde, utilizind (21.3) şi (1), deducem 


eu (3) = [(3 + 2v)4E] Ra. (3) 
Întrucit avem evident (vezi (20.1)): 


= = Ri, I=0, 3= 2, (4) 
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deducem din (4.12) 
a = 4RIzRi, (5) 
astfel că pentru componentele tensiunii urmează din (8.3), (8.10): 
033 = (2/nB)(3 — D(R3 + Ra), 
(3 ++ 2) Ri — 233] R — (1 + 2w) 3R 
2x(1 + v) Ri 


Pentru determinarea lui + vom face uz de (19.10). Întrucit 
(zu 22) =0, din (19.8) urmează C, =Ca = Cs =0, iar din (19.9) — unde 
t = Roexp(iy) — deducem şi GC =0. Dat fiind că din (15.4) avem 


+ iura. 


Oa + LOg2 = 


(cs i 2 Ati deducem în definitiv 


= A Riu, (7) 


i. 
ceea ce dă valoarea lui 7. Întrucît avem 7, = 0, urmează evident 
de = 0. (8) 


O sarcină excentrică R 2 0 produce în general încovoiere cu torsiune. Luind în (2.3) 
Wa=0. obţinem AMO = (Pa zi — (8, 23, asttel că din (7) urmează acum 7=%0. Făcind să 
varieze afixul 3,, variază deci în (6) termenul iu+3. Dacă însă sarcina este dirijată diametral 
(de ex. 25 = (Da = 0), atunci avem 3 = 0, şi torsiunea nu mai apare. 


Componentele deplasării se obțin direct din (8.32). 
Comparînd acest mod de a rezolva problema cu cel din $ 20, a 
rezultă limpede avantajele metodei integralelor de tip Cauchy, 


b) Cardioida 


Problema torsiunii pentru aceeaşi secţiune a fost considerată în 
$ 18, b. Să reluăm funcţia de reprezentare rațională (chiar polinomială) 
şi inversa ei (vezi $ A.8, e): 


3 = o(t) =a1 +0, (9) 
i = 01 (4) = (ape —1. (10) 


Cantităţile D, âo; Il, lo necesare în studiul problemei încovoierii 
sînt determinate în (A.8.38)—(4A.8.42). Introducînd aceste valori în (4.12), 
(4.8), obţinem imediat 


a = 2(B5R + 8R)/(21-4T mat), ce = B(R+R)/4Tna%, (11) 
astiel că componenta normală oa, a tensiunii este cunoscută. 
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Pentru a determina (3), avem mai întîi din (21.8) 


sii Azuga LELE (+ o) 1 | x 
H(c) =2a (3 E ec -+ say) aa za Peri i lj + 6) 
(14+ 9) „oua i 1 1 + 2v - 
Se Sigpre + 2a [iso sa)“ ca (| + 0) + 
E PR a a i AO Sa o) 
+ —— 
AU Ea je 2 au n 0% 
astfel că din (21.15) și (21.16) deducem 
MORE E cae ea Ă 1L+2v i 
Sa e (ip. sil“ c) (3 +3) "aa 1 aa($ + 5) + 
+ Rr alui. + 5%2 4 107 + 10) — (in = ra d TE (12) 
1 E 09 2 
Să Di 10) 4 
Ba i î » 
Utilizînd încă (21.3) şi (10), obţinem în planul fizic 
, il d +2 aa 1 4 
ua (6) =) 000 tau pe «(3]a) 
1 1 + 2v 9 - 6 = ş 
— — m 13 
+ [iu eu 1207 a SE a aja + (13) 
. 0 3. 3 A+ 4 4y [i 7 > NES 12 
+ [ina e aaa de e aa] a(gJa)"**, 


ceea ce permite calcularea componentelor oa oz. Din (13) se obţine 
imediat şi funcţia qa,(3), necesară pentru determinarea deplasărilor. 


Pentru a găsi pe 7, avem de calculat integralele (19.8), ale căror valori se obțin cu 
ajutorul teoremei reziduurilor. (Întrucit w(£) este raţională, j(£) este de asemenea rațională, 
în cazul de faţă, un polinom.) 

Din (18.6) obţinem 


; 1 
ra = e ia? (02 + 40 — 4671 — a”2), (14) 


iar din (9) urmează 
(5) = 2a (1 + o). (15) 
Amintind că pe yavemo =" 1, deducem 


cu = d (04 + 402 —46 —1)(1 + 0) o"4do, 
y 
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de unde, întrucit integrandul are un singur pol de ordin 4 în origine, deducem (vezi (A.5.28)— 
(A.5.30)) 


C, = iat:2ri(—54/31) = 18 mat, (16) 
ceea ce coincide desigur cu valoarea din (18.12). 


În mod asemănător avem 


C, = i $ (ot + 40 — 40 —1)(1 + 0) 0% do = ia5.2xi (2880/5|) =— 4A8ma5; (17) 
y 


Ce = ia | (at + 40% — 40 — 1) (1 + 0) 04 da = ia5:2xi (276/31) = 02; (18) 
Y 


ca = 2 $ (1 + 0) a tdo = 336 mias, (19) 
Y 
Utilizind valoarea lui C din (18.10), ţinind seama că avem Im C, = 0, şi introducind aci 
pe a din (11), obținem din (19.10): 
AN = matur — ((37 + 66 v)42(1 + lia(R —R). (20) 
Pentru a determina centrul de încovoiere, avem din (19.18) 
uz, = — Bv (1 + la Im a = (5v/[6.21(1 + wma i (RR —R), (21) 
şi deci din (20) deducem 
A, = — NUI + 113 5)/6-20(1 + vlia (RR —R), (22) 
astfel că formula (19.20) dă In definitiv 
3 == zf = MU + 1139)/63 (+ wa. (23) 


Centrul de încovoiere este situat pe axa de simetrie. EI nu coincide cu centrul de greutate, 
şi poziţia sa depinde foarte puţin de proprietățile mecanice ale materialului : 


0 — 1,667 a, 1,7620 <zţ<1,772a. (24) 


Dacă R =0, atunci a = c =—0, şi AM = A, astfel că problema se 
reduce la cea a torsiunii. Formula (12) devine acum 


p'(6) = 2a?/p)iuz(2 + 0), (25) 
de unde, întrucit pentru torsiune am notat eu, (3) = 7u,(3), deducem 
=V(7) = 2iato [2 + 05, 

adică 
V(0) = ia + 4%) + const. (26) 


ceea ce coincide cu (18.5) — abstracţie făcînd de termenul constant, 
care se determină ca şi în $ 18. 
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Dacă A, = 0, atunci AQ = (Pa zi — (DP, xp şi din (20)se determină valoarea lui +, 
în general ne-nulă, corespunzătoare torsiunii de incovoiere — care se manifestă chiar pentru 
A nul. Dacă afixul 3, variază, atunci + variază de asemenea, și în (12) apare un termen supli- 
mentar de forma iur (2 + î), așadar tocmai un termen de forma (25), corespunzător funcţiei de 
torsiune (26). Dacă în particular sarcina este dirijată în lungul axei de simetrie, aşadar 2ș=(Pa=0, 
atunci AM =0,R—R=0, şi (20) dă z=0, ceea ce era de așteptat (vezi finele $ 19). 


c) Lemniscata lui Bernoulli 


Problema torsiunii pentru această secţiune a fost tratată în $ 18, 
exemplul ce. Să considerăm funcţia de reprezentare (care nu este rațională ) 
şi inversa ei 


3 = o(3)=u1 4+35)5, (27) 
= o71(3) = (la — 1. (28) 


Cantităţile D, Zo Î, Ip Sint determinate în (A.8.51), (A.8.54), (A.8.58). 
Introducînd aceste valori în (4.12) şi (4.8), obținem 


(2 = at) R — (E za 
16 


LA 3 16 A m( R+- R) 
(ar a A 3 ja ka + x sudiae .*) a? 
8 318 3 6 3 


(29) 


componenta os, a tensiunii este astfel determinată. 
Pentru a găsi funcţia lui Capildeo şi Milne-Thomson, vom introduce 
mai întîi (A.8.50) în (21.8), de unde 


2H (0) __[. 1 —" 1 + 2v E =4 
a2 = (iu ca e) fi T sur aa(l + o)? 614 
+ _.. aa (| + o)? ua | ur + 0) gs + 
414») 2 
i i + 2v 


. 1 
1 12 as 12 ge 
sa 4) aă (1 + oja 32 4 a) aa(l + o)! o%?, (30) 
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astfel că în definitiv avem de calculat (vezi (21.15)) următoarele integrale 


N | Vi+o + o zaț _Vo_ 
F(s)= D= „sto —t) da, Ls) 2zi |], o(0— e) d 
Vo VoVi+e +0 VL 4+o Lo 
Fa(0) = a , o(0 — “Taj Puls) = 2mi z$ să(0—t) ta 04) 
F(8) = a Fa) = = ji + E oVoas, 


sr iati € 2xi ], 010 —t) 


Un calcul elementar de descompunere în fracţii simple ne dă (vezi 
şi (18.19), (18.20)) 


1 ia iti 1 
e e lg 32 
Aa Tatal) a 


Raţionind ca în (18.18)—(18.22), sîntem conduşi la a considera, 
integralele 


1 =3 2% He ae, f(0)= 4 bas, 
mi a — da ri ], 6 — 
(33) 
10 = $ Pee as, 
2 zi xi DE i a 

cu ajutorul cărora funeţiile introduse în (31) se pun sub forma 

F,(0) = 0740) —J40)], 
F,-a(Q) = 23 :[7,(0)—1,40)1—%f; (0), 

ceea ce reduce problema la calcularea integralelor f,, fa Ja din (33). 

Întrucit funeţia V1 + E este olomortă în J7* şi este uniformă și con- 
tinuă inclusiv pe y (punctul critic algebrice £ = —1 de pe y nu poate fi 


ocolit pe nici un drum conţinut în întregime în /7*), rezultă prin simpla 
aplicare a formulei lui Cauchy că 


Î = 2,3 (54) 


LOVITE, fl flo) Re (35) 


Funcţia f,(%) coincide cu f(%) din (18.21) ; folosind expresia ei (18.25), 
și dezvoltarea în serie (18.26), deducem 


Ja(0) = 2) a + Vtaretg VE), Ja(0) = 2/7, fi(0) = 2/7. (36) 


Ne rămîne de calculat /,(%), pentru care vom repeta raţionamentele 
din (18.21) — (18.25). Anume, întrucît funcţia VL+Z)z(z-—Y)" 
are în J]* polul simplu Z = (3&0 și punctul critic Z = 0, putem aplica 
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teorema reziduurilor la domeniul J7* cu o tăietură în lungul semi-axei 
negative. Notînd pe tăietură Z = — T şi ţinînd seama că |Z ia valorile 
+ i VT pe cele două borduri, în timp ce Vi + Z ia valoarea VI-—T pe 
ambele borduri ale tăieturii, obținem pentru valoarea reziduului în & 
expresia, 


Ra jaco + pe TUL are | ali ET ar 


27xiJj, T+$ 2 xi [7] T+$ 
de unde 
a aL VT=Ti 
== că —! e 37 
1,0) =Vă FO ed (37) 


Făcind substituţia evidentă 
VI —T2 =uT, T = 1f(u2 + 1), AT =—2udu/(u? + 1), (38) 


obținem pe rînd 


€ = ar E CE aa a FE -|- z i ă, 
o T+& E Jo (u2+1)2 (u24+-14+83) 4 o (u2+ 1) 
e du co du 1 u 
LU size di EL 8 Co e ei 203) e La 
+ i a d RO) cazi i ras 


o | 
0 


+ pare te] af Bhate tă] -- 
a o 


A 5) | rare i A Pai 
= — Dara + an 2/0, 
asttel că din (37) căpătăm 
fl tra = 2 Bld (39) 


Pentru tuneţiile detinite în (33) obţinem acum 16), făcînd uz de (34), 
expresiile : 
asa 0 2 arc te VE 
pal t$=i pa 2 otel, pa, 
TE V id 


_VI+t—1 1 i med pie Le Pa=o. 


* 


0 


(40) 


te dt AL ET Ţ. 


j 15) Integralele (A.8.53) şi (A.8.57) care intervin în studiul acestei probleme pot fi calculate 
tinind seama că 


„i 
| 
= 


i E EZ do = 2xi f,(0)=ri, ) Vis do = 2ri [,(0) = 2ri. 
> să y o 
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Toate aceste funcţii sint olomorfe în + (inclusiv în origine); 
funcţia g'(() are deci aceeaşi proprietate. Din (21.15), (30), (31) şi (40) 


obținem acum 
i o ză 19 are tg Vț  1L+2v VIE 
= (0 = p(n 0) E papat O pt 


că bor ra) Er) 


| VII 1], 
tiu aa - +) ati 


Ținînd seama de reprezentarea inversă (28), se poate scrie explicit 
funcţia q(3), ceea ce permite calcularea tensiunii tangenţiale. Funcţia, 
Pu,(3) se obţine prin integrarea expresiei deduse pentru qu,(3). 


a | no 


Pentru determinarea lui + ne vom servi de (19.10), unde ințegralele C, din (19.8) se cal- 
culează cu ajutorul valorii la limită r |, cunoscute din (18,32). Pentru aceasta, vom face uz de 
funcţiile [,($) și fa (0) (vezi (33), (35) şi (39)), precum şi de integralele 


— 2 

N, = d o 1+ a do = 4 a d(1 + 0? = 

3 
7 ? 


0=z 


2 2 — 2h 
=—A(1+ oh — = hd XI(+o)Vira do=— Nae 2) 
Întructt avem Ng = 0, urmează prin recurenţă 
N, =0,  B=0,12.. (13) 


Să inlroducem acum (21), (A.8.50) şi (18.32) în expresiile (19.8), (19.9). Prima din ele a 
fost deja calculată în (18.40): 


C = (2/2) at. (44) 
În expresia lui Ca apar integralele N, definite mai sus, asttel că 


a5 Te ce (—1p 
y Vo no 2R+ 1 [ei 


| i pp 
-Su-r$ Pe e aaa, Petele ii Pe ao] 
47 > o? 7 Li ui 


Y 


3 
a i i + 2i [— 7 f(0) — 2 fa(0) + 4 Ful0)l 
TT 


de unde 


= (4 raze: (45) 
4 
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Calculul integralei C, prezintă dificultăţi suplimentare, care pot fi însă ocolite calculin- 
du-se conjugata sa — în care intervin de asemenea termeni în N, : 


ad iai Cf |- ze ş o 3 Bara gr 
j-- tie:-a 


n i [. ii 


Bta, Via Va + 
--Zi|- -$ ae A zidi aitiaiia 
V 4 
| Pad Vito e 2 
> o 3 y oc 


a 
= a ami ri (0) — z [3(0) “Pe 4700) +a); 
T 


de unde 
7 1 
C, -(2 - aja. (46) 


În fine, pentru C, obţinem 


1 1 1 
c, -Za$ u+oVire do = = 2xi [(0). 
2 p G 2 


de unde 


C = irat. (47) 
Utilizind valoarea lui C din (18.41), şi ţinind seama că Im C, = 0, obținem acum din 


(19.10) și (29) 
10 1 
——r+[2——z]v 
e 


Moe Za aaa 
4 = » — SI (1 +») 
3 
Ca şi în cazul cardioidei. în membrul al doilea al acestei relații apare numai componenta 
(PD, — ceea ce se explică prin faptul că avem la = 0. Componenta (2, intervine însă în expresia 
momentului _/AM9. 


Pentru a determina 3, calculăm din (19.18), (29) şi (A.8.54) 


A. — m a e UR — 2), (49) 
Ss +) 2[s- 2) (1+wa 
3 


astiei că din (48) urmează 
10 1 1 
E -") [s-ar] y 
3 2 8 
N, 2. - —— ——————————— 


8 
(*-=) (1 +) 
3 


ai(R-—R), (50) 
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şi deci, din (19.20): 


20 1 
——28|-+-[|6—2——n|v 
: 3 4 0,807 + 0,823 v 
DĂ a a, (51 


Ş 
(=) (1+%) ma 
3 


Centrul de încovoiere este situat pe axa de simetrie ; el nu coincide cu centrul de greutate, 
şi poziţia sa depinde numai în mică măsură de proprietăţile mecanice ale materialului : 


20 = 0,785 a, 0,807 aa SO812a. (52) 


Dacă R = 0, atunci avem a = ec = 0 şi AM — AM, astfel că pro- 
blema. se reduce la cea a torsiunii. Din (41) obţinem acum 


2 [aretg ? aret 1 
pr = Bois 2 ete e eee 7, 69 
de unde, ţinînd seama de dezvoltarea în serie mm, obţinem 
a?. 2 —1) h cl (— hi [d 
i adr eee d 4 
TV) = Lip 5 a i A e 2 i , (54) 


de unde, abstracţie făcînd de o constantă complexă arbitrară : 


Ei e _ap[__1 E E 
i ră ” lait gis" 


Fr e ă | h La Li A+I — 
piu fe zi ali 


2 [ue (o (—1 a 
i deci T rău 2h 1 i da 2h+1 e] 
și deci 

za ze 1) Ei, Fi Pi 
V(%) = “iu +3) are i (55) 


ceea ce — abstracţie fiu de o constantă — coincide cu (18.30). 


Dacă avem A == 0 și afixul 3, variază, atunci + variază de asemenea, şi în (41) 
apare un termen suplimentar tocmai de forma (53), care conduce la o componentă torsională (55). 


d) Alte metode și probleme 


Problema încovoierii nu diferă în principiu de cea a torsiunii. Totuși, soluţiile efective 
sint mult mai puţin numeroase. 

O analiză a rezultatelor clasice este datorată lui J. Geckeler [1], capitolul 3. Menţionăm 
încă soluţiile lui R. Capildeo [1] (melcul lui Pascal, coroana circulară excentrică) ; B. Galerkin 
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2], volumul 1 (obţinute cu ajutorul funcţiilor lui Saint-Venant pentru problema încovoierii) ; 
A. Stevenson [1] (sector circular, triunghi dreptunghi isoscel). Printre profilele laminate, amin- 
tim cazul celui în dublu T, studiat de M. Sarkisian [1]. Încovoierea (și Lorsiunea) pentru sec- 
ţiuni dreptunghiulare şi pentru unele secţiuni reprezentabile conform pe acestea sînt studiate de 
către G. Wozniak [1]. Secţiuni dublu conexe sint considerate de L.. Kapanian [1], M. Naiman 
[1], 1. Serebrennikova [1] (cu utilizarea funcţiei lui Timoshenko, sau cu ajutorul metodei 
reprezentării conforme). Vezi şi D. Topolianski [1] (secţiune eliptică, prin intermediul unei 
reprezentări conforme aproximative). 


Metodele lui Schwarz-Mihlin și Şerman (vezi $ 5.18, pag. 301) îşi păstrează şi aci întreg 
interesul. (Aplicaţii efective aparţin și lui 1. Amenzade : vezi D. Şerman [$], [9].) Pentru folosi- 
rea metodelor variaționale, vezi L. Leibenzon [2]. Unele analogii electrice sint utilizate de 
B. Azimov et al. [1]; I. Blagoveşcenski şi P. Filciakov [1). 


CAPITOLUL 6 


PROBLEMA PLANĂ 


Ş1. GENERALITĂŢI 


Tehnica folosește adesea corpuri elastice care nu sînt masive, ci au 
una din dimensiuni (grosimea) mică în raport cu celelalte două. Fusela- 
jul de avion, corpul de navă, acoperişurile autoportante, profilele laminate, 
rezervoarele — iată citeva exemple. Studiul acestor corpuri constituie 
azi o teorie cu probleme și metode proprii : teoria plăcilor curbe. Din bogata, 
literatură consacrată ei, menţionăm : A. Goldenveizer [1], [4]; V. Novo- 
jilov [4]; 5. Timoshenko şi S. Woinowsky-Krieger [1]; V. Visarion [1], 
[2]; V. Z. Vlasov [3]. Vezi şi P. Naghdi [2]; lu. Rabotnov [1]. Pen- 
tru originile teoriei, vezi A. Love [1], capitolele 22—24. Pentru plăci 
curbe anizotrope, vezi $. Ambarţumian [1]. 

Un caz particular important de astfel de corpuri îl prezintă cele ce 
pot fi privite ca elemente plane materializate, numite pe scurt plăci. 

Problema matematică corespunzătoare este — în primă aproxi- 
maţie — identică cu cea a echilibrului corpurilor cilindrice foarte lungi, 
solicitate de sarcini ce nu variază în lungul generatoarelor — aşadar 
aflate într-o stare oarecum complementară celor antiplane. 

Pentru astfel de corpuri, ecuaţiile se simplifică (deși nu atit de mult 
ca pentru starea antiplană), şi sîntem conduşi la probleme bidimensio- 
nale : avem de-a face cu funcţii de două variabile, definite — ca şi în 
problema antiplană — în secţiunea, normală a cilindrului. Problema cores- 
punzătoare se numește problema plană a teoriei elasticității. 

În acest cadru, problemele la limită fundamentale sînt azi rezolvate, cel puţin în princi- 
piu. Dimpotrivă, probleme ca cea a cilindrului solicitat de sarcini oarecari pe suprafața laterală ; 
a încovoierii plăcilor groase ; a teoriei neliniare a plăcilor etc. — sint încă departe de o soluție 
definitivă. 

Dacă în problema antiplană soluţia depinde în ultimă instanță 
de determinarea unei funcţii de o variabilă complexă — în problema plană 
avem de-a face cu două astfel de funcţii. 

Ca şi problema antiplană, problema plană constituie un model 
clasic (deși mai puţin simplu) de utilizare a metodei semi-inverse. 

Ideile fundamentale în studiul cu mijloace moderne al problemei 
plane își au originea în lucrările lui G. Kolosov [1] — [8], și și-au găsit 
o dezvoltare importantă în lucrările lui N. Mushelişvili [1] — [5] şi ale 
şcolii sale. O expunere detaliată a acestui cerc de idei este dată de I. Sokol- 
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= 


nikoft [2),capitolul 6. Rezultate noi aparţin lui 5. Belonosov [2]; A. Green 
şi W. Zerna [1], capitolele 6 şi 8; G. Grioli [3], capitolul 8; L. Milne- 
Thomson [2]; G. Savin [1]. Vezi de asemenea I. Babuska et al. [1]. 
Vezi încă articolele de analiză ale lui J. Goodier [3], [4]; N. Mushelişvili 
[5], capitolul 8 (probleme recente), şi [5]; 1. Sneddon şi D. Berry [1]; 
D. Serman [6], [8]; P. P. Teodorescu [3]; L. Vekua și N. Mushelişvili [1]. 

În cazul corpurilor neomogene sau anizotrope, dilicultățile cresc considerabil. Pentru 
rezultatele fundamentale în cazul corpurilor anizotrope, vezi J. Brilla [1]; A. Green și W. 
Zerna [1], capitolul 9; S$. Lehniţki [1], [2] (eap. 3 şi 4); L. Milne-Thomson [2], capitolul 7. 

Pentru teoria neliniară, vezi J. Ericksen și C. Truesdell [1]; A. Green şi J. Adkins [1], 
capitolele 3, 4 şi 6; C. Truesdell și R. Toupin [1], $$60—64. 

Pentru unele probleme dinamice, vezi J]. Miklowitz [2]; W. Nowacki [1], capitolele 9 
şi 10; R. Rosenfeld şi J. Miklowitz [1]. 


$ 2. STAREA DE DEFORMAŢIE PLANĂ. (CILINDRU ELASTIC 
FOARTE LUNG) 


Să considerăm un cilindru elastie omogen și izotrop. Vom nota, 
secţiunea sa cu Z, şi trontiera acesteia cu 2 (vezi $ 5.2, pag. 167). Origi- 
nea O va îi aleasă arbitrar într-o secţiune oarecare, iar axele Oz, vor fi 
alese în 2 în aşa fel încît sistemul Oz,az, (unde axa Oz, este paralelă cu 
generatoarele) să fie un sistem trirectangular drept. 

Vom utiliza ecuaţiile de echilibru neomogene (4.1.2): 


Gus +F, = 0 (1) 
şi ecuațiile de compatibilitate neomogene din (4.9.6): 
1 v 
A —— 9, = — —— dydivF —F.; — Fi. 2 
sr „îi > VI [Fi LEE i.i (2) 
„Întrucît — ea și în problema antiplană — vom integra ecuaţiile în 
tensiuni, ne vor fi necesare relaţiile Ini Hooke sub forma (3.4.19): 


1 1 ) 
su = Dlou —vloy + 9;)] (111); = a = ao au: (3) 


9 
au 
„Amintim încă ecuaţiile geometrice (4.1.1), expresiile componentelor 
rotației locale (1.5.5), şi relaţiile lui Cauchy (2.3.3): 


1 
E = 3 (îi. + 4.) (4) 


Ş 
O = i CU 2 4i.:), (5) 
[ri 


6 = 9,,hpe (6) 
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Să presupunem că forțele de volum şi datele la limită sint de aşa 
natură, încît nimic să nu modifice starea elastică în trecerea de la o sec- 
ţiune 4 = const. la alta (monotonie după 03). Pentru aceasta, vom lua 

PF = Pi (o 2); Pa => Fola aa); P3=0. (7) 

Spre deosebire de capitolul 5, cuvîntul „cilindru” are deocamdată 
accepțiunea, corectă : nu este vorba despre baze”, şi condiţii la limită 
se pot formula numai pe suprafața laterală. Liniile care separă porțiunile 
în care datele sînt formulate în deplasări, de porțiunile în care ele sînt 
formulate în tensiuni, sînt deci nişte generatoare ; ele definesc pe Z o 
porţiune Z' pe care este dat u, şi o porţiune 2”, pe care este dat a,. Astfel, 
este suficientă cunoaşterea datelor la limită numai pe curba directoare Z. 
Ca şi în (7), trebuie să presupunem că 


Un lg, = flu ta), Ha lg, = Ja 2 a), U3 le = 0; 


(8) 


Ga ar = Fu Pa) N PR = aa 2), size = 0. 

Întrucît ecuaţiile elasticităţii nu depind explicit; de variabila a, 

urmează că, dacă ipoteza (7), (8) este respectată, nici soluţia lor nu va de- 
pinde de 2, şi că putem lua în general 

2|âx? =0, (9) 


ceea ce înseamnă că toate funcțiile ce descriu starea elastică sînt funcții 
de două variabile z,, a, definite într-o secţiune oarecare Z. 
Introducînd acum (9) în (4) şi (3), obţinem 


Gas = MUs,19  Oa2 = Ma2p (10) 

astfel că a treia ecuaţie — în care PF, = 0 — devine 
(Usa —- a,22) = 0. (11) 
Întrucit pe suprafața laterală avem na = 0, din (6) şi (3) deducem 
Usla: = 0  Usnlgr =0: (12) 


Din (9), (11) şi (12) conchidem că în Z avem 4 = const. dacă 2Z=7", 
Şi ua = 0 dacă Z'2£+0. Neglijind o eventuală deplasare rigidă, vom putea 
lua și 


Ma — 0. (13) 
'Ținînd seama de (9) şi (13) în (4), sîntem conduși la relațiile 
ai = Esa = Ep =0, (14) 


oarecum complementare relaţiei (5.3.9) care stă la baza studiului proble- 
mei antiplane. Întrucit tensorul E se reduce la forma 


cu cp 0 
Ei: Esi u (15) 


9 
9 0 9 
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rezultă că avem de-a face cu o stare de deformaţie plană (vezi (1.8.8)). 
O astfel de stare poate exista și în altfel de corpuri. dacă sînt satistăcute condiţiile (9), 
(13). Plecind direct de la (15), vom avea tag + Usa = 0; eat aa = 0, ta = 0, de unde 


= — Za (ao 22) + uo( 2,5 Xa), 
a = — PoWoaltas 23) + (a 22), (16) 
Ug = Mo (3 Xa). 


În particular, dacă wo, Xa) = 0, de aci urmează 
i, = Oare Da Uau ah us=0, (17) 


ceea ce echivalează cu (9), (13). 
Întrucît avem ex = 0, din (3) deducem 


Gas = V(Ow + 022). (18) 
Starea de tensiune nu variază cu 2, dar ea nu eo stare plană: 
Oa = 09 = 0, 033 = V(on + 02) 320. (19) 


| Componenta os poate fi astfel eliminată din consideraţiile ulte- 
rioare. 


Ţinînd seama de (7), (8) şi de (9), (13), și introducînd notația 


Sp = Gu “+ Ga2p (20) 
de unde urmează 
0 = (1 + ) Sa (21) 
obținem acum ecuaţiile de echilibru sub forma 
Oua Fr Oa tr Fi =0, Giza t Goa + Pa =0, (22) 
şi ecuaţiile de compatibilitate sub forma 
Acu + Son = —[v/(L-+v)l divE —2F,, 
A oz E So, 22 —— [v/(1 + v)] div aj — 2P,,2, (23) 
Aos2 e So.2 == = Fa iti Fa 


„unde A și div sînt operatori în două variabile. Ecuațiile corespunzătoare 
indicilor (2,3) și (3,1) se reduc la identități, iar cea corespunzătoare indi- 
cilor (3,3) se obţine prin adunarea primelor două ecuaţii (23). 
Legea lui Hooke (3) se scrie acum sub forma 


en = (1/E) (ou — vo — So), so = (1/E) (cae — vu — So), 
2 = [(1 + v)/E] ou (24) 
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iar ecuațiile geometrice şi rotația locală se reduc la 


1 
En = Vu Cao = ap Ca = 2 (a a), (25) 
] i] 
Oa = 3 (2a ii. Ma) 30] 


Condiţiile la limită se scriu (întrucît avem ns = 0): 


11 = Ja (Po Pay Ma = Ja (us Za) pe £, (27) 

Gu + Giaha = fi (25 Za); Oua + Gashs =fa(u 22) pe 2". (28) 

Celelalte componente ale stării elastice, în afară de os, sint nule. 

Cele 9 ecuaţii în tensiuni pentru funcţii de a, a, 23 se reduc 

astfel la numai 5 ecuaţii, pentru funcţii de z,, za. Odată determinate 

componentele o; Gaza; Oa, Componenta og rezultă din (18), iar legea lui 
Hooke (24) şi ecuaţiile (25) permit găsirea componentelor deplasării. 


Funcţiile de studiat sînt definite în domeniul plan Z, de frontieră 2. 
Dar în timp ce în starea antiplană vectorul tensiune este detinit pe ele- 
mente de normală paralelă cu 04, în starea de deformaţie plană el este 
definit pe elemente cilindrice, de normală perpendiculară pe 0. În locul 
tensiunilor pe astfel de elemente, vom considera tensiuni pe elemente 
de are — curbele directoare ale acestor elemente de suprafață. De aceea 
nu mai putem vorbi — ca în cazul problemei antiplane — despre „ten- 
siunea într-un punct”. Tensiunile se măsoară acum în kgf/cm, subinţe- 
legindu-se că este vorba de tensiuni pe elemente de suprafaţă cilindrice, 
avind înălțimea de 1 cm (forţă pe unitatea de lungime pe curba direc- 
toare). Pentru a calcula tensiunile pe alte elemente de suprafață, vom 
ține seama de (19) şi (6). 


Să presupunem acum că avem de-a face cu un cilindru de lungime 
finită, cu bazele libere. Rezolvind problema ca mai sus, obținem o soluţie 
valabilă pentru cilindrul dat, dar cu bazele solicitate de tensiunile cas zz 0 
din (18). Aceasta conduce la a rezolva o problemă antiplană elemen- 
tară (vezi $$ 5.5—5.6). Scăzind soluţia ei din soluţia problemei pentru 
cilindrul infinit, obţinem soluția problemei date. 

Cu aceasta, putem studia pină la capăt problema cilindrului lung 
solicitat; de forţe oarecare pe baze, și acţionat de forţe de volum şi de forţe 
superficiale (sau cu deplasări la limită) pe suprafaţa laterală, independente 
de 3, şi fără componente după axa Oaza. 


Problema cilindrului scurt, ca și cea a cilindrului acționat de sarcini oarecare, pe suprafaţa 

sa laterală, nu vor fi abordate aci. Pentru aceste probleme dificile, vezi de exemplu A. Lurie [4], 
capitolul 7, şi 1. Sneddon [1], capitolul 10. 

Menţionăm totuși problema lui Michel! şi Almansi, înrudită cu problema antiplană și 

cu cea plană (vezi E, Almansi [3]). Este vorba de cazul cilindrului zvelt, supus pe suprafața 
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sa laterală la sarcini reprezentabile prin polinoame in x. O analiză detailată este datorată lui G. 
Dijanelidze [4] (corpuri izotrope) şi [5] (corpuri anizotrope). Raționamentul se bazează pe un 
procedeu de recurenţă care permite să se reducă chestiunea la studiul unui șir de probleme simi- 
lare celei plane, în număr egal cu gradul polinomului, plus unu. 


OBSERVAȚIE, Toate aceste raționamente își pierd valabilitatea în cazul corpurilor anizo- 
trope sau neomogene, cu proprietăţi mecanice care nu sint independente de z,. 


$ 3. STAREA DE TENSIUNE PLANĂ GENERALIZATĂ 
ȘI STAREA DE ÎNCOVOIERE A PLĂCII SUBŢIRI 
(ECUAȚIILE LUI V. MANEA) 


Să considerăm acum un cilindru elastie de înălţime foarte mică în 
raport cu d(2). Un astfel de cilindru se numeşte placă. Planul situat la 
jumătatea distanţei dintre baze se nu- 
meşște plan median, şi este ales drept 
plan Oz, 2. Ţinînd seama de rolul spe- 
cial al coordonatei 4, vom scrie acum 
ta = 7 Va =, Şi vom atribui indicilor 
literali numai valorile 1, 2. Bazele z= + h 
se numesc feţele plăcii, iar distanţa 2h 
între fețe — grosimea ei, (Se pot defini 
şi plăci de grosime variabilă.) 

Chiar dacă F, =f, = 0, nu mai 
putem afirma acum că componentele 
stării elastice sint independente de z;. Fig. 6.3.1 


În schimb, faptul că înălțimea 2h este mică a sugerat (lui Cauchy şi Poisson) 
ideea de a căuta soluţia sub forma unei dezvoltări în serie după puterile lui z,. 

Menţionăm şi soluţia lui A. Lurie [4], capitolul 4, în serii divergente (de altfel ușor de 
manevrat), și lucrările asupra metodelor simbolice care i-au urmat (vezi A. Agarev [1]; U. Nigul 
[1]; V. Prokopov [2]; V. V. Vlasov [1]), 


Problema plăcii poate îi studiată desigur ca problemă tridimensio- 
nală. Pentru o grosime destul de mică (10 h < d(2)) prezintă însă avan- 
ta) construirea unui model simplificat, adaptat problemei. Această teorie 
aproximativă nu este lipsită de contradicții : nu toate ecuaţiile elastici- 
tății sînt verificate, și nu toate consecințele relaţiilor aproximative 
sint utilizabile. 

Scopul raționamentelor ce urmează este de a reprezenta starea 
elastică prin funcţii de două variabile a, &,, definite în Z. Subliniem 
aci — ȘI nu 0 vom mai repeta — că expresiile ce se obţin sînt de 
aspect mult mai complicat; decît cele din teoria generală, dar în fapt 
au o structură mult mai simplă, datorită caracterului lor bidimensional. 
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a) Componente plane şi componente de încovoiere 


Nu vom face uz de dezvoltări în serii după puterile lui 2, ci vom reţine 
numai cîţiva termeni din astfel de dezvoltări, şi vom căuta să verificăm 
cu ajutorul lor ecuaţiile şi condiţiile la limită (metodă semi-inversă). 

Remarcăm că orice mărime a(2) (funcţie eventual şi de z,, ze) poate 
fi serisă sub forma unei sume de componente pară şi împară !) 


a(2) = a" (2) +a (2), (1) 
unde 


a'() = 2-a) ral-) cela) 6) 


astfel că S 
a'(—2)=a"(2), a (—2)=—a (2). (3) 

Dacă descompunem în acest mod componentele stării elastice — fie 
ele a(,, Za, 2) — se constată uşor că unele din ele descriu o stare ce nu 
îndepărtează placa de la configuraţia ei plană, în timp ce altele tind să 
îndepărteze planul median de la poziţia sa iniţială. Cele dintii vor cores- 
punde unei stări numite — provizoriu — stare plană; celelalte, unei 
stări de încovoiere. 

Din figura 6.3.2 se înţelege că starea plană este descrisă de compo- 
nente a* , dacă a este componenta după Oa, sau Oa, a deplasării, vecto- 
rului tensiune, sau a unei forțe exterioare, — și de componente a”, dacă 
a este componenta după 02 a unei astfel de mărimi. 


Fig. 6.3.2 


Dacă a (2) este un polinom, componentele a', a vor conține pute- 
rile pare, respectiv cele impare ale lui 2. 

Derivarea în raport cu 4, z, conservă indicii +, —, în timp ce 
derivarea în raport cu 2 îi interverteşte : 


(a.,3)* acer (4,3, (4,3) = (a*),a. (4) 

Este vizibil că starea plană trebuie să fie caracterizată de mărimile 

ut, 4”. 'Ținind seama de ecuaţiile geometrice, de legea lui Hooke, şi de 

cele spuse în legătură cu derivarea în raport cu z,, 2, — conchidem că 

starea plană trebuie să fie caracterizată de componentele c;., 03: 033» 
ale tensiunii. 

1) Acest punct de vedere a fost amănunţit dezvoltat de către K. Friedrichs şi R. Dressler [1]. 

În aceeași lucrare se propune o teorie a plăcilor bazată pe o idee analogă celei de strat-limită. 
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Pentru a înţelege aceasta intuitiv, să considerăm de pildă tensiunile og: (x, Za, Zo) 
acționind asupra unui element de normală dirijată paralel cu Oz, şi tensiunile oa; (Zi, Ta, —2o), 
acționind asupra elementului simetric cu el, şi avind normala paralelă de asemenea 
cu Oz. Dacă aceste mârimi ar fi egale (componentă +), pe elementul z = —z, de normală 
dirijată paralel cu sensul negativ al axei Oz ar apare o tensiune egală şi de semn opus 
lui Gat (7 Za Zo) şi placa ar fi supusă la încovoiere. Pentru a obține starea plană, este 
necesar să reținem deci componente (—) ale lui o. 

Tot astiel, conchidem că avem de-a face cu o stare plană dacă og (zi, Za, 2) = 
= — O_aug (E Za —2), așadar dacă oz se reduce la componenta sa (+). 


Aceste raționamente permit să notăm în mod potrivit componentele 
forţelor superficiale pe feţele plăcii. Anume, vom scrie 


Cu |u-za = + (qi? (Da 2); Oas |: = A 0 (2a Ta), (5) 


unde indicii superiori s, j şi semnele -|-, — corespund valorilor 2 =— -+- h 

(fața de sus, şi fața de jos). (Dublul semn din membrul al doilea dispare, 

dacă în primul membru indicele 3 este 

înlocuit cu indicele normalei n.) Da pt 
Mai departe, în spiritul notaţiei =: 

din (2), vom serie 


03:30 


1 l | 
4 =ziuzo) e = ale xe).6) 


ag dag 
După cum am arătat mai sus, 
starea plană este caracterizată de pre- Fig. 6.3.3 
zența componentelor os, os; prin ur- 
mare, trebuie să avem în acest caz q'=— —qi, şi q! = qi, sau încă 


q' —q; =0 (ceea ce corespunde cu al patrulea şi primul caz din fig. 6.3.2, 
şi — pentru sarcina normală — cu primul caz din fig. 6.3.3). Pentru 
starea de încovoiere, raționamentele sînt complementare celor de aci. 

Separarea părţii pare de cea impară se poate realiza cu ajutorul 
operatorului ce face să corespundă oricărei funcții — media ei pe grosimea 
plăcii (care se va nota, numai în acesti paragraf, cu o bară aşezată 
superior) : 


a(z, 22) =a(2, 22) = (1/2h)| a(z, za, 2)dz. (7) 
—A 


Într-adevăr, pentru orice funcţie a(z,, za, 2) avem evident 


a' =ă, d =0, a'a=0, az=az. (8) 


Se înţelege că cunoaşterea celor donă funcţii de 2 variabile ă şi az, 
nu echivalează cu cunoașterea funcţiei de 3 variabile a. Dar pentru funcții 
ce variază liniar pe grosimea plăcii : 


a(z,; 23,2) = a(2, 23) + za'(z,, 23), (9) 
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avem imediat 


at = (2, Da) =, a =2 a'(au, 2) = 3h2a az. (10) 
În cazul unor funcţii cu variaţie parabolică : 
a (2, 73, 2) = a (a, 23) + za (i 02) + 220" (a, 2), (11) 
căpătăm 
de ha; (12) 


astfel că (11) se mai poate scrie (a' păstrând expresia din (10)) sub forma 
a(2, ta, 2) =a+za' + (et — 1) a". (13) 


Integrarea în raport cu z permută cu derivarea în z, sau Za. În 
schimb, avem 


(a.) = (112%) i] a, de = (1/h) an), (14) 


—h 


(în timp ce, evident, (a),3 = 0), şi tot astfel 
h 


(2 4,3) = (25) [(a2),3 — a]dz = a* (2, ea, h) — a (a 22). (15) 


—h 


Teoria clasică caută soluţia problemei sub o formă liniară în z. Aceasta conduce la contra- 
dicţii ce vor fi explicitate mai jos, la pag. 368, Mărind gradul polinoamelor în z alese, se poate 
realiza — cu prețul unei ridicări a ordinului ecuaţiilor — o mai bună satisfacere a condiţiilor 
la limită. 

Pionierul cercetării în această problemă (cu accent asupra chestiunii, mai dificile, a înco- 
voierii plăcilor) este E. Reissner [1]— [3]. Ecuaţii analoge au lost stabilite de L. Bolle [1]. 
Asupra acestor ecuații — ce au avantajul de a conduce la soluţii în care apare soluţia clasică, plus 
termeni de corecție — vezi încă I. Babuska şi M. Prager [1]; A. Goldenveizer [2]; B.F. Vlasov 
[1]. Aceeaşi problemă a mai fost abordată de către O. Aksentian și I. Vorovici [1]; K. Friedrichs 
[2]; A. Goldenveizer [3]; A. Goldenveizer și A. Kolos [1]; T. Haciaturian [1], [2]; A. Kolos 
[1], [2]: D. Morgenstern [1], [2]; EH. Muștari [2]; M. Șeremetiev și B. Peleh [1]; R. Tiffen 
[1]; 1. Vekua [2] etc. 


În cele ce urmează, vom expune un rezultat al lui V. Manea [2], 
[3], [4], [7], interesant prin simplitatea sa, prin posibilitatea utilizării 
aproape imediate a teoriei funcţiilor complexe (vezi $ 12), şi uşor genera- 
lizabil la cazul plăcilor de grosime medie (V. Manea [6]). 

Vom începe prin a căuta componentele deplasării ca expresii liniare 
în 2. Diferite încercări au condus la a alege 


MU, UP Zi, = (a), î=1,2, (16) 
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unde u!, u, sînt patru funcții de variabilele z,, za. Ecuațiile (2.4) devin 


zi 1 A 7 
E = Tue + 49.) + 2 (ua + (17009 Pi 


(17) 
E = dul + 10, 33 = Was 
astfel că pentru dilatarea de volum urmează 
6=—09+20'+wa3, (18) 
unde am notat 
9 = 00 PM (19) 


Să acceptăm încă — cu titlu provizoriu — legea lui Hooke, de unde 
Gu = A (00 4+ 2 0' + 3) Bu hu [ud tt) PF 2 (ut ul 
Oa = pt, + 104); 033 = A(004+20)+ (A+ 24) %0.3- 


Să ne ocupăm de satisfacerea condiţiilor la limită în tensiuni pe 
feţele plăcii. Dacă oz, variază liniar pe grosimea plăcii, deducem imediat 


(20) 


1 
Oi (a Pas 2) = e [03 (Za Za h) + Ga (25 Za, — h)] + 


E. 
a gr (2/h) [oa (25 Cos h) — Gas (Zi Pas — h)], 


de unde, ţinînd seama de notaţiile (5), (6) : 


Oa = qi —r (2/h) qi, 033 = dq + (2/h)q*. (21) 


Condiţiile pe teţe rămîn verificate chiar dacă în componentele ten- 
siunii apar termeni de ordin superior, nuli însă pe fețe : 


Oa = Qi + (2/h) qi + (| — 22/h2) V, (Zu o), 
O33 = 9 + (2/h)qt + (1 — 22/h2) V (ar a). 


Desigur, aceasta revine la a preciza într-o anumită măsură funcţia %. 


(22) 


b) Eforturi şi momente 


Pentru a determina, pe u0 ui, 10, urmează să ţinem seama acum de 
ecuaţiile de echilibru, încă nefolosite. Introducînd (20), (22) în (2.1), am 
obţine — prin identificarea coeficienţilor puterilor lui 2 — un număr de 
ecuaţii superior celui al tuncţiilor necunoscute. De aceea, sintem obligați 
să separăm numai termenii pari şi cei impari în 2, ceea ce se poate realiza 
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cu ajutorul integrării pe grosime. În felul acesta, se introduc mediile pe 
grosime ale cantităților cu care operăm, precum şi termeni ce caracteri- 
zează liniar abaterea lor de la valoarea medie — ceea ce este acceptabil, 
întrucât h este mic, şi o evaluare exactă a componentelor stării elastice ca 
funcţii de z nu ar avea sens. 


3 aa, componentele tensiunii, aceasta conduce la a introduce can- 
ităţile 


Sf, Su dz, Sa =f 


—h 


Lă 
Oa (2, Sas = | Os dz; (23) 


—h 


—h 


h 
ou 2 dz, Nas = | Gap 2 dz. (24) 


—nh 


h 
Nu = 


—h 


h 
Oy 2 02, Na = | 
—h 

'Ținînd seama de definiţia (7) şi de relaţiile (8), avem de pildă 
Se = 90.9 = 2% is. Nu 2% Gat = 04% (25) 
Pentru a înţelege semnificaţia mecanică a cantităților Si, Nu să considerăm un element 


de suprafaţă cilindric de generatoare paralele cu Oz, avind înălţimea 2%, și normala paralelă de 
pildă cu axa Ox. 


Fig. 6.3.4 


Forţele o, o; o; din figură lormează sisteme echivalente cu cite o forță unică. For- 
ţele o;;, a; formează sisteme echivalente cu cite un cuplu de moment dirijat după Oz, respec- 
tiv Ox. Forţele cj formează un sistem echivalent cu zero. 

Prin urmare, mărimile S4; Sas (şi similar Sa) sint rezultante ale componentelor, paralele cu 
Ox, ale tensiunilor pe generatoarele unor elemente de suprafață cilindrice. Mărimile Sp See 
se numesc eforturi de întindere (sau de compresiune), iar S,a este un efort de alunecare. Mărimile 
Ss Și Saa sint rezultante ale componentelor tangenţiale ale tensiunii pe aceleaşi elemente cilin- 
drice ; ele se numesc forțe tăietoare. (Apariţia lor, obligatorie și în teoria elementară a plăcilor, 
contrazice flagrant relaţiile ce ar trebui să decurgă — vezi mai jos — din (84).) 

Tot astfel, N,, (şi analog Na) sint momente rezultante ale tensiunilor o, (respectiv ap); 
efectul lor este acela de a încovoia elementul cilindric considerat, silindu-l să se rotească în jurul 
unei axe paralele cu Oz, (respectiv 0z,), aşadar în afara planului său ; din acest motiv, ele se 
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numese momente încovoietoare. În tine, N, este momentul rezultant al tensiunilor o,ş. și el tinde 
să rotească elementul considerat în jurul unei axe paralele cu Ox,, aşadar in planul său ; de aceea 
el se numește momeni de torsiune. 

Mărimile Sag și Nag nu au o semnificație mecanică. Mărimile N, vor dispare şi ele din 
considerațiile ulterioare (vezi mai jos pp. 351 şi 364). Remarcăm totodatţă că din figura 6.3.4, e), 
urmează că componenta după Oz a momentului rezultant al tensiunilor o, este nulă. 


Considerind în planul median o curbă oarecare £ de normală n, 
drept curbă directoare a unui element cilindric, și calculind torsorul 
tensiunilor o, (21; Za 2) faţă de punctul z,, e, 0 de pe generatoarea 


acestui element, obţinem : 
rezultanta : 2h oma  2h up,  2h oua; (26) 
momentul rezultant :  2h op 2, —2h ou 0. 


Prin urmare, rezultanta şi n omentul rezultant al tensiunilor pe un 
astiel de element se calculează introducînd relaţiile lui Cauchy (2.6) în 
(26), şi ţinînd apoi seama de (23), (24). Dacă axele locale (n, s) sînt orien- 
tate la fel cu axele (a, 2), putem defini eforturile și momentele (23), 
(24), făcînd uz de formulele de transformare (2.5.5). Noile componente 
se vor nota evident S$,,, Sp Sus Suc Sue Num Nas Nas ete. 

În felul acesta, formulele (23), (24) înlocuiesc studiul celor 6 com- 
ponente ale tensiunii 6, funcţii de 3 variabile, prin studiul a 5 eforturi 
și 3 momente, funcţii de numai 2 variabile, şi privite ea reduse” la pla- 
nul median. 

Pentru a putea face uz de (20) şi (22) în (23) și (24), vom mai 
observa că 


E] 9 h 4 
| 2202 = 5, | (1 — 22/h2) dz = -— h. (27) 
3 i 3 


—h 


Cu aceasta, introduciînd (20) în (23), (24) şi păstrînd pentru integrala, 
derivatei w,3 notația 2hw,s, obţinem acum 


Sia = 2h A (00 + 0,3) 9 + ue (0, + ut), 


za 28 
Sa; = 2h (4 + W..), Sa = 2h [49% + (A + 2u) wa], au 
şi tot astfel: 
1 A —— 2 
Ni = 2h [3 0" A 20.) Su + radă Re (ua Fr ud 
(29) 


Na = 2huzwuy Na = 20| A 9" + (A + 2u) ze.s]; 


Remarcăm aci prezența mărimilor medii 35 (care va fi păstrată, ca 
avind o evidentă semnificaţie mecanică), şi 40.3 Şi 2 10.3, care trebuie eli- 
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minate : vezi (14), (15). În acest scop, vom remarca mai întîi că forțele 
tăietoare 84, pot fi calculate şi cu ajutorul expresiilor (22). Utilizind şi 
(27), obţinem astfel: 


Sa = 2h q7 i hd (30) 
şi deci, comparind cu (28): 
Y, = = [n (us +75.) —q] (31) 
În telul acesta, componentele tangenţiale din (22) ale tensiunii devin 
cui =q7 (e) qi ++ (U — 2010) lu tu, + 3) — il (92) 
Un raţionament analog pentru componenta normală o, dă întîi 
Sas = 2hq + = hy, (33) 
şi deci, prin comparaţie cu (283): 
APA 2) a (34) 


Să presupunem pentru moment că cele 3 componente ale deplasări 
ar fi polinoame de grad 2 în 2. După cum rezultă din (12), media 0 s-ar 


înlocui prin 90 + — h2 0”, şi am avea wa = w'. Prin urmare, (3t)ar 
deveni 
1 2 
AO = 0) AA) wi. (35) 


Lă 


Dar pentru o aproximaţie liniară a lui os, deducem (vezi şi (21)) 
29 + (1 + 2p)w' =, (36) 


astfel că funcţia de corecție y depinde în întregime de termenii patratici 
în expreșsiile u,, prin intermediul lui 0” = w;,, (spre deosebire de v, care 
depind de termenii liniari u;). În spiritul aproximaţiei adoptate, V trebuie 
deci neglijată, astfel că rămîne 


Gas = q + (2/h) q*. (37) 
Să comparăm această expresie cu cea care rezultă din (29): 


03 = A(00 +2 0) + (A+ 2u) wo. (38) 
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Integriînd ambele expresii în raport cu 2, deducem 
2 [A 0% + (A + 2p) oa] =2hg. (39) 
Înmalţindu-le cu z şi integriînd, deducem de asemenea 


9 zac 2 
- R3A 0 + (A + 2p)2hawa= n h? gt. (40) 


Prin urmare, avem 
—- 1 —— h 
== T— Ă 90 2W o PRE TI CE E 
4.3 2 (q ID 3 3 zl 


ceea ce permite să eliminăm termenii corespunzători din (28), (29). 


+ —hA0'), (41) 


După calcule elementare, sîntem conduși la relaţiile 


2 A 
Su = 2h Pra 0% 5, + (2, - ui.«) E q | P 
A+ 2u A+ 2u (42) 
Ss = 2h u(u; +05); Sa =2hq, 
şi respectiv 
Ni = — h3——— 9 3a + Mat 4: 2? du 
ile 3 3 Fa E u | 3 + 9 | 3(A 4 2) Li 
Na == 2h u 2W., Nos ai = h2 q* (43) 


Relaţiile (42), (43) sînt ecuaţiile fizico-geometrice ale teoriei plăcilor 
subțiri, transcrise în eforturi și momente. Acestea din urmă depind la 
rîndul lor de 5 funcţii de 2 variabile : 40, w;, şi 35. 

Ținînd seama de cele spuse la pag. 354, precum şi de relaţiile (25), 
rezultă că starea plană va fi caracterizată de cantităţile Su, Na: și Sao 
— în timp ce starea de încovoiere va fi caracterizată de cantitățile Wa, 
Sai Și Naa. 


Putem trece acum la ecuaţiile (2.1) pe care le vom scrie sub forma 


? Giseh + 0;3,3 -- F, — 0, Cs: k - Caa,3 - Fs — 0. (44) 


Ținînd seama de definițiile eforturilor şi momentelor (23), (24), 
geriind forţele de volum sub forma ce rezultă din (7), (8) şi tăcînd în fine 
uz de (14), (15), obţinem prin integrarea ecuaţiilor (44) în raport cu z: 


Sax + 2oă (h) + 2hF, =0, 


asi (45) 
Sau + 20 (4) + 2hF, =0. 
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Înmulțind în (44) cu z şi integrînd în raport cu z, deducem şi 
Na + 2h o, (h) — Ss: + 2h Pa =0, 


Na + 2h o (h) — Sas + 2hPa2 = 0. 
Dar din condiţiile la limită (5), (6) pe feţele plăcii urmează că 
Ss (h) = qi, os(h) = 9"; oi, (h) = qi, că (h) =”. (47) 
În definitiv, cele 6 ecuaţii (45), (46) se separă în două grupuri de 


cîte 3 ecuaţii, primele relative la starea plană, iar celelalte, la starea de 
încovoiere : 


(46) 


Si + 2h F, + 29+ =0, (48) 
gi Ba, + 2hq +2h Fs2 =0, (49) 
Nat— Sp + 2h Piz + 2h qi =0, (50) 
tra 2h 73 + 2qt* =0. (51) 


Să încercăm acum să realizăm o separare analogă în condiţiile la 
limită pe suprafaţa laterală ; prin integrare pe grosime, din relaţiile (2.8) 
— unde g,, f, depind de data aceasta şi de 2 — obţinem din nou condiţii 
relative la frontiera Z a domeniului Z. 

'Ținînd seama de expresiile (16), de formula (10), şi de valorile din 
(27), căpătăm imediat pentru datele la limită în deplasări 


=, Tg, w=3hga pe. (52) 


Pentru condiţiile la limită în tensiuni obţinem — ţinînd seama că 
pe suprafaţa laterală avem n = 0 — 


Sun, =2hf,, Sa n, = 2h i A 
pe 2". (53) 
Nes he = 2h if 2, Nan, = 2hfgz 


Cantităţile fe fe și fa f, 2 sint componentele torsorului pe grosimea plăcii a forţelor 
superficiale aplicate în lungul generatoarelor. Dată fiind grosimea mică a plăcii, este greu să 
măsurăm cantităţile f,, f, ca funcţii de z, asttel că folosirea rumai a torsorului lor corespunde 
informației de care dispunem în fapt. Tot din cauza micii grosimi a plăcii, putem face uz de 
principiul lui Saint-Venant, și afirma că înlocuirea sistemului real de sarcini f,, f, printr-un 
sistem statie echivalent lui, este admisibilă, (Aceasta se confirmă la cercetare exactă: 
vezi A.  Goldenveizer [3].) 


Din (52), (53) se vede că o separare similară a celor două stări este 
realizabilă. Sistemul (48), (49) trebuie deci rezolvat cu datele 


Mm = 9, pe Z,, 


si _— (54) 
San = 2h fi Nas n = 2h fa 2 pe 2, 


$3 STAREA DE TENSIUNE PLANA GENERALIZATĂ ŞI STAREA DE INCOVOIERE 363 


iar sistemul (50), (51) va fi însoţit Ge datele la limită 
WU = 93» m =3h 9,2 pe £, 
(55) 
Ney = 28j.z, Ssun, = 20, pe 2". 

Accastă separare totală a ecuaţiilor și datelor la limită reprezintă principala simplificare 
de atins. Dar totodată această separare a celor două stări ce apar în placă reprezintă marele 
dezavantaj al utilizării lor — în comparaţie cu plăcile curbe subțiri (corpuri de mică grosime, 
dar a căror suprafaţă mediană nu mai e un plan): în acestea din urmă, componentele stării 
„„plane” (în acest caz : situate în planul tangent la suprafața mediană) și cele ale stării de înco- 
voiere sint intrinsec legate, şi asigură o mult mai bună repartizare a tensiunilor în material, 


c) Starea de tensiune plană generalizată 


Să presupunem că forțele de volum şi datele la limită sînt de 
așa natură, încît fenomenul de încovoiere nu apare. Vom alege 
(vezi pag. 354 —355) 


Fa=Fs=0, gz=g=0 pe 2. 
O (56) 
Îi =]y =0 pe >", q'=9 =0. 


Sistemul (50), (51) cu datele (55) va fi un sistem omogen. Ținind 
seoma şi de ecuaţiile (42), (43), acest sistem admite soluţia identic nulă. 
(Nu dispunem de o teoremă de unicitate, și deci nu se poate afirma că 
aceasta este singura soluţie a problemei cu date nule pentru forţe și depla- 
sări la limită.) 

Rămine deci de rezolvat sistemul (18), (49), cu datele la limită din 
(54) pe suprafaţa laterală, şi cele ce decurg din (22) pe feţe : 


Gu (+ h)= qi ox(+h)=q. (57) 

Ţinind seama în (22) de funcţia de corecție y, din (31), şi observînd 

că aceasta este nulă în virtutea relaţiei a doua din (56), şi a faptului că 

componenta Ș,, din (42) este acum nulă, amintind că V = 0, şi ţinînd 
seama şi de ultimele relaţii (56), sîntem conduşi la a scrie 

63, (21 Za 2) = (2/h) qi, sa (a Ta; 2)=0> (58) 


astfel că componentele de indice 3 ale tensiunii sint determinate elemen- 
tar, în funcţie de sarcina pe fețe. De acum încolo, ne putem limita la cazul 
în care fețele plăcii sînt libere. | 
Să examinăm ecuaţia (49). Întrucît Ss, = 2h g” (vezi (42)), rezultă 
că — chiar pentru placa ale cărei feţe nu sînt libere — (49) devine 
Na+ 2h Fşz=0. (59) 
Introducind (29) în (59), căpătăm acum 


Azi + Fyz=0. (60) 
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Presupunind deplasarea normală w scrisă de asemenea sub formă polinomială în z, rezultă 
că în (60) va apare laplasianul componentei sale impare w' — aşadar al unei mărimi greu de eva- 
luat cu precizie pentru o placă subțire. Ținind seama de acest fapt, de faptul că mărimile Na, 
nu au semnificație mecanică, de faptul că cantitatea 7 nu intervine în datele la limită, conchi- 
dem că (60) este o relaţie incertă între mărimi de al doilea ordin, pe carc o vom neglija. (Raţic- 
namente mai precise confirmă acest mod de a proceda.) 


Drept sistem de ecuaţii de echilibru vom reține deci numai ecuaţiile 
(48) care, întrucît feţele sînt libere, devin acum 


Sas + 2h F, =0. (61) 
Datele la limită (54) devin la rîndul lor 
We = 9 Bunule = 2hj,, (62) 
iar ecuaţiile fizico-geometrice (42) se reduc la 
Su = 2h LA” % du + yu (42.4 + ul (63) 
unde s-a notat 
2” = 20 (A + 2y). (64) 


Formulele (63) pot fi evident privite ca reprezentînd legea lui Hooke 
pentru un corp aflat în stare de deformaţie plană, cu constanta ? înlocuită 
prin 1*. Relaţiile (61) şi (62) coincid cu (2.22), (2.27) şi (2.28) — scrise 
însă pentru mediile pe grosime ale deplasărilor, tensiunilor, forțelor de 
volum, şi datelor la limită. 

Condiţiei (2.14) îi corespunde aci (vezi (58), cazul teţelor libere): 


Sa >= Baa Zi Sasa = 0. (65) 


Prin analogie cu (2.5.15), o astfel de stare va fi numită stare de ten- 
siune plană generalizată — căci nu tensorul tensiune, ci numai cel al ten- 
siunilor medii are (aproximativ) proprietatea ce ne interesează : compo- 
nente independente de 2, şi orientate în plane paralele cu planul 2 =0. 

Întrucît sistemul format de ecuaţiile de echilibru şi de ecuaţiile 
de compatibilitate constituie un echivalent al sistemului complet de 
ecuații, urmează că problema stării plane de tensiune generalizate 
este rezolvată prin studiul aceloraşi ecuaţii (2.22), (2.23) ca în starea plană 
de deformaţie scrise însă pentru valorile medii 40, (1/2h) Su, pentru 
mediile datelor la limită, şi pentru același domeniu, dar pentru constan- 
tele modificate ?*, vu. 


Din (3.4.6), (3.4.7), (3.4.16) urmează, ţinînd seama de (64): 


FE a 21u u*=u, gi ca RE. Pe Y ; [e = a ai 
A + 2u 34+2u 1+v (1 +») (66) 
* + 
ina RL Î cmcpnena ce ÎI me iai 


it n l—w Lt 
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Cu aceasta, problema plăcii solicitate în condiţiile ce rezultă din 
(56) şi avînd feţele libere se reduce la studiul stării plane de deformație, 
şi nu vom avea a ne mai ocupa de ea. Sub o formă mai elementară, 
aceeași concluzie decurge din raţionameniele lui N. Mushelişvili [3], $ 26. 


OBSERVAȚIA 1. Legea lui Hooke pentru starea de tensiune plană generalizată este o con- 
secinţă a legii lui Hooke (2.3) în care se ia ay = 0 — astfel că domeniul ei de valabilitate este 
mai larg decit ar părea. Într-adevăr, în acest caz avem 


tu= ( IE) (Gu — VOa), E2a = (1/E) (Gaza ia VGu). ; (67) 


"Ținind seama de (3.4.7) şi încercînd să separăm, de pildă, un termen de forma 2uey, obținem 
uşor 


234 
(Cu. $ £x9) + 2ucu+ 
pi 


E 
g;i= => = (Eu + VEaa) = (Exa + VEa) = 


ac —v 


asttel incit constanta modificată din (64) apare şi aci. Pentru oyp găsim o expresie simi- 
jară. Constanta u rămîne nealterată. 


Presupunerea 0sg = 0 este frecvent utilizabilă. Într-adevăr, sarcina normală pe feţele 
plăcii nu depăşeşte de obicei citeva tone pe m? (planșee încărcate cu utilaj greu). Din formula 
liniară (37) urmează că os, variază între 0 (pe faţa inferioară, nesolicitată) și valoarea sar- 
cinii pe unitatea de suprafață de pe faţa superioară, aşadar este de ordinul a citeva kgt/cm?, 
În fond, placa plană joacă rolul unei adevărat „,transformator” al tensiunilor : sarcinile nor- 
male, cărora (din cauza micii grosimi) ea nu le poate rezista, sint transformate în tensiuni 
dirijate în planul median. 

OBSERVAȚIA 2. Ca şi în cazul stării plane de deformaţie, ecuaţiile (61), (63) formează un 
sistem de 5 ecuații de primul ordin pentru 5 funcții necunoscute. Introducind (63) în (61), 
obţinem imediat 


Au? + 09 + p)00, + Fe =0, (68) 


aşadar un sistem de 2 ecuaţii de ordinul al doilea pentru 2 funcţii necunoscute de 2 variabile. 
Desigur, acesta este un sistem de ecuaţii Lame bidimensionale (vezi şi $ 4.8). 


Pentru studiul stării de tensiune plană generalizată, vezi încă şi lucrările lui E. Reiss şi 
S. Locke [1]; R. Salganik [1]; E. Vorovici [1]. 


d) Starea de încovoiere a plăcii subțiri 


Să presupunem acum că forţele de volum şi datele la limită sînt 
de aşa natură, încît să nu apară starea de tensiune plană generalizată. 
Pentru aceasta, vom face ipotezele complementare celor din (56), aşadar 
vom. presupune 


Pipera ae d Ge Dat 0 pe &,, (69) 
ji =JR=0 pe 2, 9 =qr=0. 
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Sistemul (18), (19) cu datele (54) va admite deci (vezi (42), (43)) 
soluţia identic rulă. Rămine de rezolvat sistemul (50), (51), cu datele 
(55) pe supiafața laterală, şi cele ce decurg din (22) pe feţe: 


Gui (th) = q7; oa (th) = + qf. (70) 
Cu aceasta, ecuațiile de echilibru ale problemei capătă forma 

Ni — Sa + 2hPa + 2h gr =0, 

Sana + 2h Fa + 29* =0, 


de rezolvat impreună cu ecuaţiile fizico-geometrice ce ne rămin din (42), 
(43): 


(71) 


i 


2 <A Li [i 1 o A 
Xa = 3 hă [A*0 3, + ului + i) + 3 h (2*/p) q' 3u 
Ss; —2h u(u; + 15); Nas = 3 h> qi. 
Introducînd valorile din (72) în (71), obţinem 

= 10 Dudu + 00 +) 00) — lui + 2) + 

— | 
+Fa+ qi + h(A*lu) qi = 
6 » 
(73) 


pÂD + pd + Fs+q'/h=0, 
așadar un sistem de 3 ecuaţii de al doilea ordin, pentru cele 3 funcţii 
necunoscute 44, 35. Primele două ecuaţii din (73) prezintă o asemănare 
vizibilă cu ecuaţiile (68) ale stării plane. În același timp, este evident 
gradul sporit de dificultate al problemei încovoierii. 

Trecînd la condiţiile la limită, constatăm că datele de tip Dirichlet 
din (55) conţin valorile pe frontieră ale celor trei funcţii necunoscute. 
Poate prezenta utilitate înlocuirea componentelor 4, 4; prin componente 
ce se vor nota w,, 4, (proiecţii ale aceleiaşi mărimi cu caracter vecto- 
rial, pe axele locale (n, s) în fiecare punct al frontierei), 

n ce priveşte datele de tip Neumann din (55), ele pot fi de ase- 
menea transcrise, cu ajutorul relaţiilor (72), prin intermediul Imi u/, 5— 
ceea ce conduce însă la 3 expresii foarte complicate de al doilea ordin. 
Semnificaţia mărimilor ce apar în aceste condiţii este aceea a unor mo- 
mente N, „N, şi a unei forţe tăietoare S,a. Ca și mai sus, este preferabil 
să trecem în fiecare punct de pe frontiera laterală la axele locale (n, s), 
şi să înlocuim — în urma unei rotații de axe — momentele W,,, Nu prin 
No Şi N, (moment de încovoiere, respectiv de torsiune, pe elementul 
frontieră de normală n). Condiţiile de tip Neumann din (55) devin atunci 


N an |sen —— N a(S), A, sem za N„(8), Ss |een = Su(5), (74) 
unde funcţiile din al doilea membru sînt funcţii cunoscute de arcul s. 


$3 STAREA DE TENS:UNE PLANĂ GENERALIZATĂ ȘI STAREA DE ÎNCOVOIERE 367 


După cum se vede, atît condiţiile de tip Dirichlet, cît şi cele de tip 
Neumann, sint în număr de 3 pe fiecare porțiune a frontierei. 

Odată rezolvat sistemul (71), se pot determina şi componentele 
tensiunii ; anume, din (9), (10) şi (24) avem imediat 


o, = na N. (75) 


Pentru componentele o; nu putem face uz de formulele (9), (10) 
şi (23): acestea sînt liniare în z, ceea ce este infirmat în (32). Ținind 
seama de faptul că la încovoiere avem g,' = 0, precum și de expresia (72) 
a forței tăietoare, căpătăm din (32): 

cae = 2 BI (1 — 2002) Sa, ++ [ i — 2119) gr. (16) 


Dacă se rezolvă sistemul în deplasări (73), componentele tensiunii 
se deduc introducînd (72) în (75), şi făcînd uz de (32) pentru g; = 0. 

Să ne fixăm atenţia asupra sistemului (73). 

Derivînd prima sa ecuaţie în raport cu z, şi sumind, obținem 


2-20 2) A0/— (0 Ai) ziar Op) gt = 0, (17) 


Să introducem aci valoarea lui u(0' + A%) din ultima ecuaţie (73); 
să înmulțim expresia obținută cu 24, și să introducem notaţiile 


D = 2h Sa î*) (3% + 2u) = = 1 BL — v), (78) 


Q = 21 >: + Pa tari + (ep) de + ai] (79) 


Mărimea D (a nu se confunda cu aria !) se numește rigiditate la înco- 

voiere a plăcii. Q este sarcina normală redusă. Cu aceasta, (77) devine 
A0' = —Q/D, (80) 

așadar o ecuație Poisson pentru dilatarea 0'. (Compară cu (4.9.5).) 

Izolind Aw în ultima ecuaţie (73), aplicînd în ambii membri opera- 
torul lui Laplace, şi ţinind seama de (80), deducem (vezi şi (4.10.9)): 
AAb = Q/D — ui" APS + q*/h). (81) 
În fine, prima ecuaţie (73) (pentru i = 1,2) se poate serie sub forma, 


[2 e Au —u) ia A (A%-Fp) 07, — pă, 


(82) 
+ Ea + ai + R00]p) a] =0, 


368 PROBLEMA PLANĂ Cap. 6 


aşadar o ccnație de ordinni al doilea pentru fiecare din componentele u;, 
dacă 0 şi 4 sint cunosente. Aplicind operatorul biarmonic şi ţinînd 
seama de (80), (31), se obţin două ecuaţii de ordinul al șaselea : 


Ea 2 AAAu! — Asi) Dima, det (83) 


unde sarcinile reduse Q, se determină elementar din termenii liberi 
din (80)—(82). 

Determinarea componentelor u; conduce deci la studiul unor ecua- 
ţii de ordin superior celei pentru w, și chiar a ecuaţiilor lui Lame în 
cazul tridimensional. În schimb, numărul variabilelor se reduce de la 
3 la 2. 


e) Teoria clasică 


Varianta clasică a teoriei este bazată pe anumite ipoteze simpli- 
ficatoare, numite ale lui Love și Kirchhoff. În esență, acestea tind să 
reducă problema la determinarea unei singure funcţii necunoscute. Pentru 
aceasta, să presupunem că 


ca = 0, cxh-zn =0, 033 =0. (84) 


Prima din aceste relații exprimă presupunerea că contracția transversală este neglija- 
bilă, şi revine laa lua w=uw0 (z,, Z2), deci la a neglija termenii de forma ww,y. Cea de-a doua 
— valabilă numai în cazul fețelor libere — este o consecinţă a teoremei de reciprocitate (vezi 
finele $ 2.4). Împreună cu ipoteza de liniaritate în raport cu z, ea conduce la concluzia 
Cu, S 6; = Su; = 0, ceea ce ar contrazice flagrant condiţiile de echilibru. În line, cea de-a 
treia ipoteză (84) — justificată în spiritul celor de la pag. 365 — este evident în contradicție 
cu cea dintii (vezi pag. 351). 

O imagine intuitivă a acestui ansamblu de ipoteze se realizează dacă presupunem că — 
dată fiind mica grosime a plăcii — deplasarea w nu variază pe grosime, iar componentele 
u; apar numai datorită incovoierii planului median, 
așa cum se vede în figura 6.3.5 (unde sina tga = 
a 40,). Aceasta revine la a lua u” = — sul, ceea 
ce conduce din nou la primele două relații (84) 
(vezi și (2.16)). 

Pentru a restabili valabilitatea ecua- 
ției a treia de echilibru, teoria clasică intro- 
duce totuși pe o cale ocolită componen- 
tele $4,. Întrucît w nu depinde de z, a doua 
ipoteză (84) conduce la relația (vezi (17)): 


Fig.6.3.5 
u +, =0. (85) 


„Să observăm că (85) nu are un sens fizic, ci este numai o relaţie 
de simplificare a ecuaţiilor; de aceea ea trebuie folosită cît mai tîrziu 
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posibil. (Dacă (85) se introduce în ultima ecuaţie (73), aceasta dispare 
pur şi simplu — ceea ce nu e acceptabil.) Pentru acest motiv, păstrăm 
ecuaţiile (80), (81), şi introducem (85) numai în (82), care se reduce la : 


2 12 Lubug + (0) + |P2 +a + Oe) ai] =0, (86) 


așadar un sistem similar sistemului (68) care descrie starea plană. Compo- 
nentele u,;, w sintdeci acum soluţii ale unor probleme cu caracter bi-ar- 
monic. 

Din (85) urmează că toate mărimile cu care avem de-a face pot fi 
exprimate prin intermediul funcţiei 0. Anume, avem 


u = — w,, 9' = — A, LR ici Uz E —— Wu Ş (87) 
Din (72) deducem așadar 
| 
Na = — D900 Fr 1002) + 3 h2 (A*/u) q*, 
* [i 1 ) 
Nae = — D(w'aa +v Wu) + 3 he (2%) 9, (88) 
Na -— DU Da v) 1400 9 


în timp ce forţele tăietoare rezultă nule. Din (75) şi (88) avem acum 
Su = A A3 Na (89) 


în timp ce o, trebuie determinate pe altă cale. Anume, ecuaţiile de echi- 
libru (44) dau derivatele os, prin intermediul componentelor s,, 
așadar, făcînd uz de (88) şi (89), prin intermediul lui w0. Integrînd în 
raport cu z, şi presupuniînd F, =; = (ipoteze provenind din teoria 
clasică), deducem 


a = - (DR) (A — 2272) Am, (90) 


și printr-o nouă integrare : 
Sa = — DAw',, (91) 
ceea ce nu se poate obţine prin particularizare din (72). 


Faptul că acum atit numărul funcţiilor necunoscute, cît şi ordinul 
ecuaţiilor se micșorează, obligă la reconsiderarea condiţiilor la limită, 

Introducind (87) în condiţiile de tip Dirichlet din (55), rezultă 
că sînt date valorile la limită ale lui 40 i w9,. 
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Dar întrucît avem 
10, = — What 02 nu 90, = tf, Nut 0 Na, (92) 


şi întrucit cunoașterea valorilor funcţiei 2 pe o curbă permite să se cal- 
culeze derivata sa tangenţială, rezultă că condiţiile (55) echivalează cu 


100|: = w0(5), wa =whl(s). (93) 


Astfel de condiţii pot fi într-adevăr puse pentru ecuaţia bi-armonică 
(81),  Pobiete are sens. 
schimb, condiţiile de tip Neumann din (74) conduc la un număr 
prea mare de condiţii, în general incompatibile. Dificultatea este ocolită 
în teoria clasică cu ajutorul următorului raționament 
al lui G. Kirehhoft[1]. 
Se observă că efectul de rotire în planul 
elementului-frontieră, caracteristice pentru acţiunea 
7. momentului N, poate fi obţinut și cu ajutorul unui 
sistem de forţe tăietoare. Într-adevăr, acțiunea 
cuplului de moment N,, ds aplicat pe elementul de 
lungime ds depe Z” poate fi înlocuită prin acţiu- 
7 nea a două forţe paralele N,, şi — N,,. Considerind 
şi segmentul alăturat acestuia (în sensul de >0), 
acţionat de forțele N, + AN, şi — (A, + AN), şi 
Fig. 6.3.6. continuînd din aproape în aproape această operație 
de înlocuire, obţinem un sistem de forţe tăietoare de 
intensitate N,, „, distribuite pe Z”. Momentele de torsiune din (74) pot 
fi deci înlocuite prin nişte forţe tăietoare, care se adaugă forțelor tăie- 
toare S,,(s) date. Pentru forţa tăietoare sumară, vom scrie (evident, s nu 
este un indice numeric, de sumare) : 


Z 


Nes _ Sa + Na. (94) 
astfel că (74) conduce la numai două condiţii 
AR ave = Nu„(8), N,s PR - N(8), (95) 


în acord cu ordinul ecuaţiei de studiat. 

Această ecuaţie nu păstrează totuşi forma (81). Anume, întrucît 
în teoria clasică ea este obţinută pe o altă cale, cel de-al doilea termen 
din membrul al doilea nu apare, şi avem numai 


AA m = Q/D, (96) 
unde D are aceeași valoare ca în (78), iar Q se reduce la 
Q = 20 F, + 2q*. (97) 


Ecuația (96) este ecuația lui Sophie Germain şi J. Lagrange. (În 
(88) termenii în q* trebuie de asemenea neglijaţi în teoria ce porneşte de 
la ecuația (96).) 
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Deosebirea esenţială între ecuațiile (50)—(53) şi ecuaţia (96) constă tocmai în ordinul mai 
înalt al celor dintii — așadar in posibilitatea de a include soluţii pe care ecuaţia (96) nu le 
poate pune În evidenţă, şi de a satisface mai corect condiţiile la limită cu semnificaţie mecanică. 

Calculele efectuate pină în prezent par totuși să arate că în general (pentru plăci sufi- 
cient de subțiri), ecuaţia (96) conduce la soluţii ce nu se deosebesc prea mult de cele ale 
ecuațiilor mai exacte, de ordin superior. Aceasta se explică prin configurația cu totul specială 
a plăcii plane subţiri. Dimpotrivă, pentru teoria plăcilor curbe subţiri, o astfel de coborire 
a ordinului ecuațiilor și micșorare a numărului de condiții la limită utilizabile poate duce 
la neglijarea unor factori cu efect catastroial. 


Raţionamentele din paragraful de față conduc la concluzia că 
problema stării de deformaţie plană, cea a stării de tensiune plană gene- 
ralizată, și cea a încovoierii plăcilor subțiri, sînt echivalente din punct 
de vedere matematic. Acest fapt permite să ne mărginim la studiul uneia 
singure din aceste probleme, soluţia obținută transferîndu-se cu uşurinţă 
şi asupra celorlalte două. 


$4, SISTEMUL COMPLET DE ECUAŢII AL ELASTICITĂŢII 
PLANE. FUNCŢIA LUI AIRY 


a) Sistemul de ecuaţii 


Ne vom fixa atenţia asupra sistemului de ecuaţii obţinut în $ 2. 
Recapitulăm datele problemei. Avem de studiat ecuaţiile 


Oua F Oa + Fi =0, oa toat Fa =0; (1) 
Acu + Son = — [v/(l + v]div P— 2 Fi 
Ada + Sos = — [vi + v]div FP—2 32» (2) 


Acg + Soaa = — Fra — Fan 
unde am folosit notația 

So = Gu + Oas: (3) 
Odată tensiunile o; Goa Ga» determinate, componentele deforma- 

ției şi deplasările se calculează din relaţiile 
cu = (1/£) (oua — voga — V250), Ea =(1/E) (033 — von — So), 

ese = [UL + v)/E] oa; 
Via = Ey Maz = Eaap Maat Ma 23: (5) 


Toate iuncţiile din (1)—(5) sînt funcţii de z,, za, definite în domeniul 
2. Componentele deplasării sint funcţii de clasă C? (2), 


(4) 
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Acestea sint ecuaţii exacte pentru starea de deformaţie plană, şi ecuaţii aproximative, 
obţinute prin integrare pe grosime, pentru starea de tensiune plană generalizată (constantele 
elastice trebuind să fie înlocuite prin cele din (3.66)). Menţionăm că în această ultimă problemă, 
apar dificultăţi suplimentare dacă se încearcă integrarea pe grosime a ecuaţiilor de compati- 
bilitate. Vezi în acest sens şi lucrările indicate la pag. 365. 


Problemele la limită fundamentale și teorema de unicitate decurg 
printr-un simplu decale al rezultatelor din capitolul 4. Prin urmare, 
problema lui Dirichlei va îi caracterizată prin darea valorilor : 


Ul = 9(2s 22); (6) 
problema lui Neumann — prin darea valorilor 


e, (u) lg = flo za), (7) 
unde 


Ga = Gu MF Gia hay On = Gia tr Oa hai (8) 


problema miaztă — prin darea valorilor 
ul, =9 (29 o) e.(u)lg» =f (2 2), (9) 


unde 2'Uz'= 2, 2'N2"' =60. Aceasta din urmă cuprinde drept 
cazuri particulare problemele Dirichlet și Neumann, și teorema de uni- 
citate corespunzătoare se obține ca şi în $ 4.5. 


În ce priveşte a patra problemă fundamentală, menţionăm cazul 
u “Nlg, = hi %3), o„(u) " Slae 22 k (x Xa), (10) 


(vezi de ex. L. Milne-Thomson [2|, $ 3.50; N. Mushelișvili [5), $ 115). 
Evident, toţi vectorii din (6)—(10) au numai cîte două componente. 
Reproducînd calculele din $ 4.8, se obţine sistemul lui Lame 


Au + (1 —2y-1 grad divu+p!F=0. (11) 


Aceste două ecuaţii sînt evident analoge ecuaţiilor (4.8.7). Ca şi în cazul 
problemei antiplane, este însă mai comod să abordăm studiul problemei 
plane pornind de la cele cinci ecuaţii în tensiuni (1), (2). 

După cum am arătat în $ 4.10, putem face în general abstracţie 
de forţele de volum. Întrucît însă raționamentele necesare nu sînt aci 
esenţial mai complicate, şi întrucît în problema încovoierii plăcilor este 
util să considerăm ecuaţiile neomogene, vom presupune totuși deocam- 
dată F=+0. 
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b) Funcţia lui Airy 


Să considerăm funcţiile G,, G, definite prin relaţiile 


Ga = Fu Gaa = Fa. (12) 
Ecuațiile (1) se scriu acum sub forma 
(on +). = — Caaa2 Ga = — (02 +Ga)a, (13) 


și ele vor fi identic satisfăcute, dacă putem găsi două funcţii A,, Aa astfel 
încât 


du +. = Aa Oua = — Ana Ora = Aaa aa + Ga = Asa. (14) 
De aci urmează relația A, = — Ag. la rîndul ei satisfăcută dacă 
există o funcţie A(z,, 2) astfel ca 
A = Aa As= —Au. (15) 
Introducind (15) în (14), obținem 
“= A, aa — Gu Ga = An — Gap Ga = — Anne (16) 


Orice tuncţie A(z,, 22) e C%2) permite, cu ajutorul relaţiilor (16), 
să asigurăm verificarea identică a ecuaţiilor de echilibru. Funcţia astfel 
introdusă se numeşte funcția lui G. Airy [1]. Ea este un potențial de 
tensiune. 

J. Maxwell [1] a observat însă că funcția lui Airy trebuie să satis- 
facă şi ecuaţiile ce derivă din condiţiile de compatibilitate. Introducînd 
(16) în (2), a treia ecuație rezultă identic verificată, în timp ce primele 
două se reduc la o aceeaşi ecuaţie 


AAA = Giza + Gau — [v/(1—v)) (Gun + Gasas)- (17) 
Dacă există o funcţie de forță G, așadar dacă 
F.=9. Fa =, (18) 
urmează G, = Ga, =, şi ecuaţia (17) devine 
AAA =((1 — 2v)/(1 —v)]AG. (19) 
În fine, în cazul absenței forțelor de volum, din (16) căpătăm 
Cu=A,22 Oa =Au Ca =—A a (20) 
iar funcţia ni Airy verifică ecuația biarmonică 
AAA =0, (21) 


Problema a fost astfel redusă la integrarea unei singure ecuaţii 
(17) (san (21)), cu condiţii la limită ce rezultă din (6)—(10). Ecuația (17) 
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este identică cu ecuaţia lui Sophie Germain şi Lagrange (3.96). În $ 12 
vom vedea că şi condiţiile la limită concordă. 

Dacă F = 0, ecuaţiile considerate conduc la ecuaţia biarmonică. i- 
nînd seama de teorema lui E. Almansi şi M. Nicolescu (vezi $4.10, pag. 156), 
rezultă că soluţia problemei depinde de determinarea a două funcţii ar- 
monice (independente), sau (ceea ce e acelaşi lucru) a două funcţii anali- 
tice de o variabilă compleză definite în 4, — în timp ce solnția problemei 
antiplane depinde de determinarea unei singure astfel de funcţii. 


OBSERVAȚIE. Pentru unele încercări de extindere a rezultatului lui Airy la cazul 
tridimensional, vezi începutul $ 7.3. 


$ 5. UTILIZAREA FUNCȚIEI LUI AIRY. EXEMPLE 


Utilizarea funcţiei lui Airy a mers în general pe linia unei metode 
de tip invers : dîndu-se funcţii biarmonice în domenii Z, se determinau 
apoi condiţiile la limită mecanice corespunzătoare. Sint puţin numeroase 
domeniile pentru care problema a putut fi studiată direct sub o formă 
efectivă. 


G. Airy [1] şi A. Masnager [1] au căutat soluţii pentru anumite domenii simple, sub 
forma unor polinoame biarmonice. Numeroase exemple de acest tip sînt expuse de către M, Filo- 
nenko-Borodici [1], capitolele 6 şi 7; P. Papkovici [4], capitolele 9-11; S. Timoshenko şi 
J. Goodier [1], capitolele 3, 4 şi 7. Vezi de asemenea lucrările lui Th. von Karman [3] 
și E, Scewald [1] pentru domeniul dreptunghiular, comportind comparații între soluțiile 
exacte și cele aproximative. Vezi încă P.P. "Teodorescu [2], privitor la acelaşi domeniu. 


a) Soluţii polinomiale 
Componentele stării elastice nu depind de eventuali termeni liniari din funcția lui Airy. 
Să incepem deci cu considerarea polinomului 


- IE i aâ 
A (a, ere Da Pta Pai (1) 


unde p, q, 7 sint niște constante. Introducind (1) în (4.20), obţinem 
03 > f3 Oops = P; Ojg= —g, (2) 


astfel că funcţia (1) caracterizează o stare de tensiune omogenă a corpului, oricare ar fi confi- 
gurația sa. Constantelor p, r le corespund stări de întindere (compresiune), iar constantei g, 
o stare de alunecare pură. 

Luind mai departe drept funcţie a lui Airy un polinom de grad 3 


E cea. Da 1 7 
A (ast) = —pPEO +0 gt — raz34+—st, (3) 
6 2 2 6 


avem de asemenea A2A = 0. 
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Introducind (3) în (4.20), deducem 
Curt Stas Oa = Pa + (Xa: Op > — 0 — FI: (4) 


De aci obținem cele patru stări de tensiune posibile : 


p%o: Ss; =0, Oas = PT ou >=0; (5) 
g40: Gu =0, Oas = QXa Oa = —qhi; (6) 
ro: Gu =fIw 9 =0, a i îi (7) 
s+0: Guy = Sp Ops =0,. Os =0. (8) 


Primul caz rezolvă problema domeniului dreptunghiular de laturi 2, = ta, rp= tb, 
supus la Incovoiere pură (plană !) de către tensiuni normale aplicate pe laturile zș = + b, şi variind 


MIRE 


— 
— 


Z, Z. 


Fig. 6.5.1 


liniar pe aceste laturi (compară cu (5.6.17)), Al doilea caz rezolvă problema aceluiaşi domeniu, 
supus la o combinaţie «le întinderi şi alunecări. Ultimele două cazuri se deduc din cele dintii 
prin intervertirea axelor. În figură sint redate primele două cazuri, pentru p>0, q>0. 


b) Placa dreptunghiulară în consolă 


Să trecem la studiul analogului plan al problemei consolei de secțiune dreptunghiulară, 
cercelată în $ 5.20, exemplul f. 

Pentru aceasta, fie că consola de axă Ox, este plană în raport cu Ox, — înţelegind prin 
aceasta Lie că ea are forma unei plăci plane de grosime 2h pe direcția Oz, (stare de tensiune 
plană generalizată), fie forma unui cilindru infinit de gencratoare paralele cu Oz, (stare plană 
de deformaţie). În primul caz este vorba de o placă subțire dispusă vertical; în cel de-al doilea, 
de o placă intinită (eventual groasă) dispusă orizontal. (A se revedea figurile 5.20.2 și 5.20.3.) 

Prima din aceste probleme a putut fi rezolvată ca problemă anti-plană, soluţia fiind 
dată cu o bună aproximaţie chiar de formulele lui Jurawski (520.39); dimpotrivă, cea de a 
doua nu a putul fi examinată (vezi $ 5.20, pag. 318). Cea de-a doua problemă poate fi la rindu-i 
studiată în două moduri ; ca stare plană de deformaţie, şi ca problemă de placă Incovoiată. 

Să reducem chestiunea la studiul problemei plane pentru domeniul din figura 6.5.2, 
unde avem —a SŞ z, S 0,0 SS 1, SI, sareina fiind echivalentă cu o forță (2, (măsurată în kgt/cm). 
Domeniul Z considerat este o secţiune longitudinală a consolei, ce trece prin axele Or, şi Ox: 
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Axa Oz, este axă centrală principală de inerție, Întrucit planul Oz, din paragrafele anterioare 
“este aci înlocuit cu planul Oz,za, vom avea de făcut modificările corespunzătoare de notații. 


Avem de rezolvat ecuația (4.21) cu condiţiile la limită 
| pe frontiera domeniului Z, condiţii care, în spiritul prinei- 


| piului lui Saint-Venant, trebuie scrise sub forma : 
; O =0,  033=0 pentru x, = +a, (9) 
z a 
î 033 = 0, | Osdr =, pentru 2, =l, (10) 
Fig. 6.5.2 E. 


ele exprimind faptul că supraiaţa laterală a consolei (aşadar, 
feţele „„superioară”! și „interioară”” ale paralelipipedului) este liberă, iar baza x, = | este su- 
pusă la o sarcină tangenţială de rezultantă (A. 
Vom începe prin a căuta soluția problemei tot cu ajutorul unei funcții Airy poli- 
nomiale, de grad 3 (aşadar evident biarmonică) : 


Ala 2) paza zi + sa p'ai + ga tra, (11) 
de unde, cu ajutorul relaţiilor (4.20), deducem 
Ga => 2ră + 6S%3 + 27, Ga = 6Ppt + 2073 +2p', Oa = — 2Qx — 2ră—q9'. (12) 
Din (9) și din prima condiţie (10), obținem 
A 2ra -- 6 sa +2r' = -k 290 — 2răg — q' = 6pr,+291 + 2p' =0, 
ceea ce este posibil dacă și numai dacă luăm 
=r=38=0, r'= ra, gq' = 4+2g0, p = —ql, 
așadar dacă toate constantele din (11) sint nule. Prin urmare, forma aleasă pentru funcţia 


lui Airy este prea elementară pentru a permite satisfacea tuturor condiţiilor la limită. Adău- 


gindu-i un termen de grad 4, de forma s' să Ta; obținem în loc de (12), expresiile 


Oa => 2r2, + 6sx + 27%, 
Oas = 6pr, + 2923 + 2p' + 6s' 2 2 (13) 
O = — 2q — 2 ra — q — 352; 


condiţiile la limită mai sus considerate dau acum +2 ra+-6 szta+2r'= 0, 4+-2gqa — 2răza— q' — 
— 3s'a2 =0, 6pz,+2 ql+ 2p'+ 6s'zl = 0, ceea ce conduce la 


Q=r=s=p'=r=0, psi, q'=—3s'at. (14) 
Introducind (13) în a doua condiţie (10), obţinem acum 
s = Rua, (15) 
astiel că în definitiv funcţia lui Airy se scrie 
A (5 23) = (BA 09) (ai 2 — li — 30 2, 2), (16) 
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iar componentele (13) ale tensiunii au valorile 
Gu =0, op = —(3Biabazl(l—2), oua = (3Pia(t — zi). (17) 


Să calculăm acum momentul de inerție |, al secțiunii (normale) a consolei. Pentru drept- 
unghiul de laturi 2 a, 2b avem din (5.7.7) 


= 2 4D = E i (18) 
3 
2 


Raportind acest moment de inerție la unitatea de lungime pe direcţia Oz, — aşa cum 
procedăm cu toate mărimile cu care avem de-a face în problema plană — vom obține pentru 
momentul de inerție unitar 14/26, pe care îl notăm din nou cu /,, valoarea 


2 
la =—aă, (19) 
3 


Cu aceasta, formulele (17) devin 


Gu =0, Gu = — ((2,/la) Zu (€ — 23), Os = (2,21) (at — 73). (20) 


Valoarea componentei sg coincide cu cea rezultind din (5.9.7). Componenta o, are va- 
loarea din (5.20.39). În fine, componentele sc, și d, (în particular, 04) sint nule, ca şi în cazul 
problemei consolei tratate cu formulele lui Jurawski. 

Formulele (20) nu depind de constantele elastice, și deci conduc la aceleaşi valori ale 
tensiunii, atit pentru starea de deformația plană, celt și pentru cea de tensiune plană generalizată. 
Spre deosebire da soluția elementară din $ 5.20, cea de aci se dovedește însă valabilă şi dacă 
2bh'> > 2a. 

Dimpotrivă, deplasările diferă între ele. Pentru a le calcula, pulem face uz de (1.9.8), 
transeriind deformația cu ajutorul legii lui Hooke în cele două variante distinele ce rezulță din 
(3.07) pentru primul caz, respectiv (2.24) pentru cel de-al doilea (unde trebuie să intervertim 
și variabilele 2, și 24), și Lăcind uz de (17) sau (20), Integrarea se poate face pe orice drum, de 
pildă pe un drum compus din segmente paralele cu axele. 

Tot atit de ușor se pol integra direct ecuaţiile fizico-geometrice. Asttel, din (3.67) şi (20) 
se obțin valorile 4, ş+ Wa Și Us +a. Integrind primele două expresii, apar două funcţii 
necunoscute, care se determină ținind seama de cea de-a treia expresie considerată. Obţinem 
astiel : 


1 4 1 4 
= 2 (RE) | cir ue e ie. Bia în: e] 


1 a 1 
n. Ta o (REL) [ac — 2 x) — — 2420 — Ba — »| 
E 3 


unde A, B, C, D sint constante, legate prin relația A—B = 2(1+v) a. 
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în cazul stării plane de deformaţie, ecuaţiile (3.67) se înlocuiesc cu (2.21). Rezultatul 
final se poate obține direct din (21), inlocuind constantele v, E prin valorile din a doua linie din 
(3.66), şi apoi revenind la notaţiile y, E. 

Tratind problema ca problemă de încopoiere a unei plăci infinite, avem de integrat (3.96) 
cu condiţiile (3.93), (3.95). De data aceasta, trebuie să intervertim z, cu z, și u, cu up, și 
să înlocuim 2h cu 2a. Întrucit componentele stării elastice nu depind de Za, sintem conduși 
la a integra ecuatia 


at uz = 0. (22) 


În ce privește condiţiile la limită, vom presupune că placa este rigid fixată (încastrată) 
în lungul liniei z, = 0: această linie nu se poate deplasa, şi planul tangent în lungul ei de 
asemenea nu se deplasează în procesul de deformaţie. Dimpotrivă, marginea x — [ se roteşte 
liber, astfel că aci nu pot fi aplicate momente încovoieloare, ci numai o forță tăietoare. Avem 
deci 


u laj=0 = du, /dralz,=0 =0, Naola=i =0: Nu lega = (9 (23 


Făcind uz de formulele (3.88), (3.91) și (3.78), obţinem imediat 


1 "N. i cea : 
uj= E (2,10) iz — a x |, D= = Ec — 2). (24) 


Ținind acum seama de presupunerea că componenta o, (care inlocuicşte aci pe oa) este 
neglijabilă, precum şi de relaţiile (3.88) —(3.90), obţinem componentele tensiunii 


3 3 
Gu = 0, Oy = — i (Pula?) zi (| — 23) cu = Fi (Bla?) (a ri), (25) 


ceea ce coincide cu (17), sau — ceea ce este acelaşi lucru — cu (20). 

Rezultatul privind starea de tensiune este deci identic în cele trei variante. Pentru deter- 
minarea deplasărilor în ultima variantă, dispunem de u, din (24), unde putem introduce valo- 
rile |, şi D din (19)şi(24). Componenta u, este nulă, iar din (3.16) și (3.85) căpătăm u, = 
= — Tuşa. Prin urmare, avem : 


1 a 1 

HU =— (BE la) (1 — 2) (ni Czăecti ) ui 
2 3 

u,=0 (26) 
1 

e (ZEI) — 2) zu (23 — 21). 


Formulele (21) cu constantele elastice înlocuite așa cum am arătat mai sus, conțin 
încă şi alţi termeni — a căror prezenţă se explică prin aceea că soluţia în cazul stării plane de 
deformaţie este soluția exactă, în timp ce în starea de încovoiere a plăcii intervin ipoteze 
suplimentare. (De unde obligaţia de a satisface primele două condiţii (23).) Expresiile ce depind 
de A, B, C, D descriu o deplasare rigidă, eliminată în (26) prin condiţiile de încastrare. 
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c) Grinda pe două reazime 


Să considerăm acelaşi paralelipiped de muchii 2a, 2b, [, solicitat de o sarcină repartizată 
de intensitate constantă Q pe fața sa superioară. Dacă 2b €2ag!, avem de-a face cu o 
placă dispusă în planul vertical, și aşezată pe două reazime cvasi-punctuale (fig. 5.20.2). Dacă 
2b > 3 2a, placa este aşezată orizontal şi e sprijinită pe două linii de rezemare (lig. 5.20.3). 


În primul caz, Q măsoară intensitatea liniară a sarcinii pe grosimea plăcii ; în cel de-al 
doilea, intensitalea liniară a sarcinii pe o flşie de lăţime unitară a feţei superioare a plăcii. 


În ambele cazuri, secţiunea normală a cilindru- 
iui (de ax Oz), sau planul median al plăcii subțiri, 
sint solicitate după schema din figura 6.5.3. Probleme E 
de acest tip (sarcină pe suprafata laterală a barei cilin- 
drice, eventual funcție de x) se rezolvă curent cu 
mijloacele rezistenţei materialelor — cu toate că soluţiile 
exacte nu sint încă în general cunoscute, 

În cazul secţiunii dreptunghiulare, problema 
poate fi rezolvată aproape la lel ca în cazul plăcii în 
consolă. Este însă adesea util să folosim eventuale soluții 
aproximative ale problemei — dacă dispunem de ele — Fig. 6.5.3 
pentru a ușura căutarea functiei lui Airy. 


da, 


' 


=0f 
Ip j 


Să abordăm problema de față cu mijloacele rezistenței materialelor, așadar utilizind 
(53.20.39). Ținind seama și de (5.9.7), vom lua ca punct de plecare 


1 ă 
dp = > (Ball (at — 2), 6 0, o = (Pal) ala, — 0 (27) 


Să considerăm că componentele normale 6; apar ca efect al acțiunii momentului încovo- 
ietor corespunzător în fiecare secţiune (vezi $ 5.9, pag. 207). Componentele o; sint produse de 
forţele dirijate tangenţial, după direcţia axei Ox,. Soluţia se va obţine deci suprapunind efec- 
tele forțelor Q dz, distribuite în lungul barei, precum și efectul momentelor corespunzătoare, 
considerind secțiunea x, acționată de toate forţele ce lucrează la dreapta ei (principiul secţiuni- 
lor imaginare), 


Sarcina globală Q! provoacă apariţia în reazime a două reacţiuni egale cu —Q1/2. Mo- 


mentul sarcinilor repartizate Q dz, aplicate in punctele curente 2 < X, SSI, plus momentul 
reacţiunii în reazimul x; = 1, este dirijat după Oz, și are valoarea 


ş 1 1 
Me) = o (Xa — ada — 2 0-a) = — 0 a) (28) 


+, 2 


Din (5.9.22) și (5.9.17) urmează acum 


|| 


1 
33 = — Maas) la] zi î (Q/l2) (1 — 23) za 23: (29) 
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Pentru a determina Oa; vom face uz de prima formulă (27), mind (P, = QâX,, integrind 
de la x la ] şi ţinind seama și de sarcina — Q1/2 pe baza x, = [. Obţinem atunci 


1 sd 
d = — a Q1 (1/21) (a — 23) + (Q/2 13) (02 — | dĂg = 


Qdz, = LS0ONtaă — at [zu ) (30 
satu taeațira en 


Soluţia (29). (30) va constițui punctul de 
3 pornire pentru căutarea funcţiei lui Airy a proble- 
mei. Întrucit este de preferat să raportăm domeniul 
dreptunghiular considerat din planul Ox, 1, la axele 
IX; centrale principale, vom înlocui za cu 734+ 1/2. Cu 
aceasta, formulele (29), (30) devin 


Fig. 6.5.4 


1 1 1 , 
Os = — — (0/12) (= ——Pilz, os — —(0/la)(a2 — 75 îa. (31) 
2 4 2 
Vom începe prin a căuta acum soluţia corectă a problemei sub forma 


033 = PU + 9% A 03 = Tia + sz E RE (32) 


care păstrează structura formulelor elementare (31). Notind cu B(zx,r,) funcția lui Airy pre- 
zumată care — prin intermediul relaţiilor (4,20) — conduce la expresiile (32), obținem 


Bu = Pa +9 73,  Bas= ră — sri 2, (33) 


Integrind prima din aceste ecuaţii, avem 
1 3 LI 
B (ap, Za) = 7% PI P- — QI ăa + X A (23) + fa (23). (34) 
[î) 


Introducind această expresie în a doua ecuaţie (33), deducem 
gzi at În (3) = — 723 — szi Tao 


de unde, introducind o nouă constantă î: 
1 3 
E 27,05 ni TR În (35) 
astiel că (34) devine (termenul în / fiind neglijabil) 


i pi A ag p 
6 
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Această funcţie verifică relaţiile (33) — dar nu este biarmonică, întrucit 
AAB = 497, + [0 (ap) £0. (37) 


Ea nu poate fi funcţia lui Airy a problemei : spre deosebire de cazul plăcii în consolă, soluția 
elementară nu poate asigura verificarea ecuaţiilor exacte. Să luăm atunci 


A (2 a) = Bot) + C (Za 2) (38) 
și să determinăm funcţia C (x, 23) din condiţia ca A(zx,,za) să fie biarmonică. Deducem 
AAC = — 4gz, — fI (a), (39) 


ecuaţie care este satisfăcută dacă alegem (cu scopul ca AA C să fie liniară în z,) 
C (oo 23) = Pra + 020 — fa (3) + du (25), (40) 


unde gu(74) este un polinom de grad cel mult 3. Avem desigur AAC = 24p'2,+1209'z,— fl (23), 
de unde, comparind cu (39), deducem 
Lă Lă 1 
p+5g =——q (41) 
6 
Funcţia lui Airy se scrie deci deocamdată sub forma 
1 3 1 3 2 1 e e 28 i 1 5 
A (223) = —PpPa+—90T Za ——ruI + P'ota —|—p+—q9|7 + 9,(2). (42) 
6 6 2 5 30 


Introducind (42) în relaţiile (4.20), obţinem acum 


1 3 P i) " 
du = Tau — ră + 12p'ra%3 + 9y (Za), 


3 2 | 
033 = Pat qt3 — ( 3 =) %, (43) 


- pă 
013 = — Qi da + Pr — 4q'ză, 


Pentru a determina p, q, r, p' şi gi (34), dispunem de condiţiile la limită ale problemei, 
care — scrise în spiritul principiului lui Saint-Venant — sînt 


G,-1 =, Oa = 0 pentru 1, = —a; (44) 

5, =0, 0 = 0 pentru „=a; (45) 
a 1 1 

Sa= 0, | C3 dr, = 3 Q! pentru x = + E (i (46) 
—a 


1 
(Pe baza x = — — acţionează tensiunea o;_3 = — Gu.) 
2 
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Prima condiţie (44) şi prima condiţie (45) se scriu sub forma 


1 , 

ge + ra — 12p'ază + gi (2) = —Q, 

(47) 
1 
Fei — ra + 12p'az3 + 9 (2) =0. 
Adunind şi scăzind aceste relaţii termen cu termen, obţinem 
w 1 2: -. > 
id e micri Ea —2ra=90, p'=0. (48) 


Formulele (43) devin atunci (q şi r nemaifiind independente) 
1 3 1 a 2 3 a 
cil int sein id ea i aici “ata C3 > QI3 Xa k Pay. (49) 


Introducind expresia o din (49) în (44) și (45), deducem 


q = ra, (50) 
şi a doua relație (48) permite atunci să scriem 


« 


3 3 
tm — Qla*, .. e Qia. (51) 


Cele două condiţii (46) rămin deci să servească la determinarea unicei constante încă 
necunoscute din (49), constanta p. A doua din aceste condiţii este identic verificată : într-adevăr, 
ținind seama de (51), avem pentru 1, = + 1/2 


a 1 a z 1 
j Gus dr = ii (—a0xz1 +a = F—Ql. 
—a 2 —a 2 


În schimb, din (49) şi (51) deducem 


Oaa 


3 1 
& = ( a: one) + 7; (Q/a%) zi, (52) 
z= ţi 


astfel că cea dintii din condiţiile (46) nu poale fi veriticată identic. 


Dispunem de două căi pentru a ieşi din acest impas. Prima ar consta dintr-o nouă modifi- 
care a funcţiei lui Airy, în așa fel încit să fie respectate condiţiile deja verificate, şi să se asigure 
şi satisfacerea celei din urmă condiţii. A doua cale constă în a ne mulţumi cu verificarea acesteia în 
spiritul principiului lui Saint-Venant, Calculind rezultanta şi momentul rezultant al tensiu- 
Nilor Gaga pentru za = + 1/2 obţinem din (52) 


i 2 
a= | Oas dr = 0, AM = A Oa Dr, = = [i id ce), (53) 
208 3 8 5 
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astfel că tensiunile normale os formează un sistem static echivalent cu un cuplu de moment 
a, în general diferit de zero. Din (54) obţinem deci 


1 1 
p = Gnu (- Mr Lon -Lae), (54) 
astfel că relaţiile (49) iau forma definitivă 


1 2 
Pip ee on dea. Le) 


1 „ 
Cs = ana|- Me FE.A QL: — ja oa) z, — (30/4053) x, zi + (Q/2a2) m, (55) 
8 


03 = — (3 Ql4a?) (a — zi). 

Să presupunem acum _//—0, ceea ce înseamnă că condiţia (46) pentru oz, este satistă- 
cută în spiritul principiului lui Saint-Venant. Ținind seama şi de (19), obținem din (55) soluția 
problemei iniţiale : 

1 1 1 2 
Su = — pi (9/1) Fi a — ax, - %) Li IF) -.— 2 (9/14) (a? . zi) T3 
(56) 
1 i d FE 
Gay = — —(Q/l) [zs —— 2 ——xzpr—a2a,. 
2 1 3 5 


Comparind-o cu soluția elementară din (31) (complelată cu valoarea ay = 0), se constată 


i 1 
că componenta 6 Îşi păstrează valoarea, în timp ce o, creşte cu (Q//2) - zi — Le) z. 
3 5 


Aceasta e o mărime neglijabilă, în afară de cazul , = + 4/2. În fine, o, nu e nulă, ci variază 
de la zero la —Q. 


Pornind de la (55), se pot determina deplasările (ceea ce soluția (31) nu îngăduie). În par- 
ticular, aceasta permite și rezolvarea problemei grinzii încastrale la capete, caz în care valoarea 
(necunoscută) a momentului _/4, se determină din condiţiile la limită de forma 

ua 0 +. = 0, sau Usa PRE Ip — 0. (57) 


(Prima exprimă condiţia ca direcţia elementelor orizontale să nu varieze la capetele barei ; a 
doua exprimă aceeași condiție pentru elementele verticale.) 


d) Problema dreptunghiului. Metoda separării variabilelor 


În general, se pot intilni date la limită oarecare pe cele patru laturi ale dreptunghiului, 
ceca ce obligă la atacarea problemei printr-o metodă directă. 


În acest scop, se caută adesea funcția lui Airy sub forma 


Aa Z2) = pa Xa (2) Y, (23). (58) 
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m 
[21] 


Introducind (3) în (4.20), deducem 
DST + Sao  Opa = Pat QTa: Cup > — QIa — FI: (4 


De aci obținem cele patru stări de tensiune posibile : 


po: Gu =0, Os = PI O. =; (5) 
q+0: ap =0, Oay 22 Qăa Cs= —QH; (6) 
ro: Gu = rZ Oas = O, Op= =; (7) 
s+0: Cu = S2p Oxa =, Oy = 0. (8) 


Primul caz rezolvă problema domeniului dreptunghiular de laturi a, = ta, = tb, 
supus la incovoiere pură (plană ]) de către tensiuni normale aplicate pe laturile 2, = + b, şi variind 


Fig. 6.5.1 


liniar pe aceste laturi (compară cu (5.5.17)), Al doilea caz rezolvă problema aceluiași domeniu, 
supus la o combinaţie de întinderi și alunecări. Ultimele două cazuri se deduc din cele dintii 
prin intervertirea axelor. În figură sint redate primele două cazuri, pentru p>0, 9>0. 


b) Placa dreptunghiulară în consolă 


Să trecem la studiul analogului plan al problemei consolei de secțiune dreptunghiulară, 
cercetată In $ 5.20, exemplul f. 

Pentru aceasta, fie că consola de axă Oz este plană în raport cu Oz, — înţelegind prin 
aceasta fie că ea are forma unei plăci plane de grosime 2h pe direcția Oa (stare de tensiune 
plană generalizată), fie forma unui cilindru infinit de generatoare paralele cu Oz, (stare plană 
de deformaţie). În primul caz este vorba de o placă subțire dispusă vertical; în cel de-al doilea, 
de o placă infinită (eventual groasă) dispusă orizontal. (A se revedea figurile 5.20.2 și 5.20.3.) 

Prima din aceste probleme a putut fi rezolvată ca problemă anti-plană, soluția fiind 
dată cu o bună aproximaţie chiar de formulele lui Jurawski (5.20.39); dimpotrivă, cea de a 
doua nu a putut fi examinată (vezi $ 5.20, pag. 318). Cea de-a doua problemă poate fi la rindu-i 
studiată în două moduri ; ca stare plană de deformaţie, și ca problemă de placă încovoiată. 

Să reducem chestiunea la studiul problemei plane pentru domeniul din figura 6.5.2, 
unde avem —a S z, S a,0 SS z, SSI, sarcina fiind echivalentă cu o forță (A, (măsurată în kgl/cm). 
Domeniul Z considerat este o secțiune longitudinală a consolei, ce trece prin axele Or, şi Oz: 
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Axa Oz, este axă centrală principală de inerție. Întrucit planul Oxyz, din paragrafele anterioare 
este aci înlocuit cu planul Oz,za, vom avea de făcut modificările corespunzătoare de notații, 


Avem de rezolvat ecuația (4.21) cu condiţiile la limită 
| pe frontiera domeniului Z, condiţii care, în spiritul princi- 
E] 7 piului lui Saint-Venant, trebuie scrise sub forma : 

TI 
z a 
3, 033 = 0, | Or, =(7, pentru 2, =, (10) 
Fig. 6.5.2 78 


ele exprimind faptul că suprafaţa laterală a consolei (aşadar, 
feţele „superioară şi „inferioară” ale paralelipipedului) este liberă, iar baza +, = 1 este su- 
pusă la o sarcină tangenţială de rezultantă (A,. 
Vom începe prin a căuta soluţia problemei tot cu ajutorul unei funcții Airy poli- 
nomiale, de grad 3 (așadar evident biarmonică) : 


Ala, zd)=ph+agtazhrrzai + sai p'22+ gara, (1) 
de unde, cu ajutorul relaţiilor (4.20), deducem 
Oy = 27 + 6s23 + 27, Gas = 6pr, + 2973 + 2p, Os = — 29 — 2rr—q'. (12) 
Din (9) şi din prima condiţie (10), obtinem 
+ 2ra + 6 sx,4+2r' = ++ 290 — 2rIs —9' = bpry+20l + 2p' =0, 
ceea ce este posibil dacă și numai dacă luăm 
p=r=s=0, r'= ra, q' = 4+200, p = —ql, 
aşadar dacă toate constantele din (11) sint nule, Prin urmare, forma aleasă pentru funcţia 


lui Airy este prea elementară pentru a permite satisfacea tuturor condiţiilor la limită. Adău- 


gindu-i un termen de grad 4, de forma s' să 23, obținem în loc de (12), expresiile 


Op = 277, + 652, + 27, 
Oza =: pr, + 2Q0X + 2p' + 6s' uz, (13) 
09 = — 29 — 2 rap — q' — 357; 


condiţiile la limită mai sus considerate dau acum +2 ra+6 sr, +-2r'= 0, +2qa — 2rr— q' — 
— 3s%02 =0, 6pz,+2 qi + 2p'+ 6s'zl == 0, ceea ce conduce la 


g=r=s=p'=r'=0, pasi, ga —3a2, (14) 
Introducind (13) în a doua condiţie (10), obţinem acum 
s = (Pihoa, (15) 
astfel că în definitiv funcţia lui Airy se scrie 


A (a za) = (Bah a)(ma, — li — 32, z), (16) 
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iar componentele (13) ale tensiunii au valorile 
du =0, = — (32,209 2, (1-23), ou = (3 Bta) (a! — zi). (17) 


Să calculăm acum momentul de inerție /, al secţiunii (normale) a consolei. Pentru drept- 
unghiul de laturi 2 a, 2 avem din (5.7.7) 


ls = $ţ zi 4D = E ŢI (18) 
3 
E] 


Raportind acest moment de inerție la unitatea de lungime pe direcția Oz, — aşa cum 
procedăm cu toate mărimile cu care avem de-a face în problema plană — vom obține pentru 
momentul de inerție unitar |,/2b, pe care îl notăm din nou cu ],. valoarea 


la = i a?. (19) 
3 


Cu aceasta, formulele (17) devin 


deus m d; Ga = — (Bula) zi — 23), Os = (2/2) (a — 23). (20) 


Valoarea componentei ay coincide cu cea rezultind din (5.9.7). Componenta og are va- 
loarea din (5.20.39). În tine, componentele o, şi a, (în particular, cz) sint nule, ca şi în cazul 
problemei consolei tratate cu formulele lui Jurawski. 

Formulele (20) nu depind de constantele elastice, şi deci conduc la aceleaşi valori ale 
tensiunii, atit pentru starea de deformația plană, cit și pentru cea de tensiune plană generalizată. 
Spre denasbire da soluţia elementară din $ 5.20, cea de aci se dovedește insă valabilă şi dacă 
25» 1» 2a. 

Dimpotrivă, deplasările diferă între ele. Pentru a le calcula, pulem face uz de (1.9.8), 
transeriind deformația cu ajutorul legii lui Ilooke în cele două variante distincte ce rezultă din 
(3.67) pentru primul caz, respectiv (2.24) pentru cel de-al doilea (unde trebuie să intervertim 
şi variabilele za și 44), şi făcind uz de (17) sau (20), Integrarea se poate face pe orice drum, de 
pildă pe un drum compus din segmente paralele cu axele. 

Tot atit de ușor se pot integra direct ecuaţiile tizico-geometrice. Astfel, din (3.67) şi (20) 
se obțin valorile ui ş» Wa a Și Uia Fusu. Integrind primele două expresii, apar două funcţii 
necunoscute, care se determină ținind seama de cea de-a treia expresie considerată. Obţinem 
astlel : 


1 . L j 
u = za ((2JE la) ! bai — Pi 2 + vri ( — Ta) + Ag + d) 


Ua = 0, (21) 


1 a 1 
Uz — IP (BEL) |euci să 2 I3) tacă ta (2 +) E Bz, > o 


unde A, B, C, D sint constante, legate prin relația A—B = 2(1+y) ct. 
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în cazat stării plane de deformaţie, ecuaţiile (3.67) se înlocuiesc cu (2.24). Rezultatul 
final se poate obține direzt din (21), inlocuind constantele v, E prin valorile din a doua linie din 
(3.66), și apoi revenind la notaţiile v, E. 

Tratind problema ca problemă de incovoiere a unei plăci infinite, avem de integrat (3.96) 
cu condiţiile (3.93), (3.95). De data aceasta, trebuie să intervertim z, cu 2, și tu cu us, şi 
să înlocuim 2h cu 2a. Întrucit componentele stării elastice nu depind de Ta, Sintem conduşi 
la a integra ecuaţia 


dt u,/dxt = 0. (22) 


În ce privește condiţiile la limită, vom presupune că placa este rigid fixată (incastrată) 
în lungul liniei 4; = 0: această linie nn se poate deplasa, și planul tangent în lungul ei de 
asemenea nu se deplasează în procesul de delormație. Dimpotrivă, marginea 7, — | se roteşte 
liber, astfel că aci nu pot fi aplicate momente încovoieloare, ci numai o forță tăietoare. Avem 
deci 


tis |apso = dujidrala, co = 0 Nast =0: Noi age = (2 23 


Făcind uz de tormulele (3.88), (3.91) și (3.78), obținem imediat 
1 ă 1 4 2 
uy= — (PID)lizi — — |, D= — EN — 2). (24) 
2 3 3 


Ţinind acum seama de presupunerea că componenta 6, (care înlocuicște aci pe cap) este 
neglijabilă, precum şi de relaţiile (3.88) — (3.80), obţinem cemponentele terisiunii 


3 3 3 
Gu = 0; Oas = — “ (2/0?) zi (| — 23), cs = FI (Pa?) (a ri), (25) 


ceea ce coincide cu (17), sau — ceea ce este acelaşi lucru — cu (20). 

Rezultatul privind starea de tensiune este deci identic în cele trei variante. Pentru deter- 
minarea deplasărilor în ultima variantă, dispunem de u, din (24), unde putem introduce valo- 
rile |, şi D din (19)şi(24). Componenta u, este nulă, iar din (3.16) şi (3.85) căpătăm u, = 
= — Zauya. Prin urmare, avem : 


1 i, 1 

up = — CBE (U — %) (e — — ) , 
2 3 

up = 0 (26) 
1 9 

Us = p: (2/EL) (1 —v2 2, (23 — 2123). 


Formulele (21) cu constantele elastice înlocuite aşa cum am arătat mai sus, conţin 
încă şi alţi termeni — a căror prezenţă se explică prin aceea că soluţia în cazul stării plane de 
deformaţie este soluția exactă, în timp ce în starea de încovoiere a plăcii intervin ipoteze 
suplimentare. (De unde obligația de a satisface primele două condiții (23).) Expresiile ce depind 
de A, B, C, D descriu o deplasare rigidă, eliminată în (26) prin condiţiile de încastrare, 
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c) Grinda pe două reazime 


Să considerăm acelaşi paralelipiped de muchii 2a, 2, Î, solicitat de o sarcină repartizată 
de intensitate constantă Q pe fața sa superioară. Dacă 20 4 2a dl, avem de-a face cu o 
placă dispusă în planul vertical, şi aşezată pe două reazime cvasi-punctuale (fig, 5.20.2). Dacă 
25%» 13 2a, placa este aşezată orizontal şi e sprijinită pe două linii de rezemare (fig. 5.20.3). 


În primul caz, Q măsoară intensitatea liniară a sarcinii pe grosimea plăcii; în cel de-al 
doilea, intensitalea liniară a sarcinii pe o fişie de lățime unitară a feței superioare a plăcii, 


În ambele cazuri, secțiunea normală a cilindru- 
ini (de ax 0Oxz). sau planul median al plăcii subțiri, , 
sint solicitate după schema din figura 6.5.3. Probleme % 
de acest tip (sarcină pe suprafața laterală a barei cilin- 
drice, eventual funcție de z,) se rezolvă curent cu 
mijloacele rezistenței materialelor — cu toate că soluțiile 
exacte nu sint încă în general cunoscute. 

În cazul secțiunii dreptunghiulare, problema 
poale fi rezolvată aproape la fel ca în cazul plăcii în 7 
consolă. Este însă adesea util să folosim eventuale soluţii 
aproximative ale problemei — dacă dispunem de ele — Fig. 6.5.3 
pentru a ușura căutarea funcției lui Airy. 


(az, 


: 


Să abordăm problema de faţă cu mijloacele rezistenţei materialelor, aşadar utilizind 
(53.20.39). Ținind seama și de (5.9.7), vom lua ca punct de plecare 


1 
du = > (Dl — 23, ca =0, op = (Didi (a3— d). (27) 


Să consilerăm că componentele normale ay apar ca efect al actiunii momentului încovo- 
ietor corespunzător în fiecare secțiune (vezi $ 5.9, pag. 207). Componentele o sint produse de 
forţele dirijate tangențial, după direcţia axei Oz,. Soluţia se va obține deci suprapunind elec- 
tele forţelor Q dz, distribuite în lungul barei, precum și efectul momentelor corespunzătoare, 
considerind sectiunea z, acționată de toate forțele ce lucrează la dreapta ei (principiul secţiuni- 
lor imaginare). 


Snreina globală Ql provoacă apariţia în reazime a două reacțiuni egale cu —Q1/2. Mo- 


mentul sarcinilor repartizate Q dz, aplicate în punctele curente 73 < X; SI, plus momentul 
reacţiunii în reazimul x = , este dirijat după Ox, şi are valoarea 


1 1 
ML (3) = oj (XX, — 23) dz — 3 QI( — 2) = — = Qra (0 — zi). (28) 


ai] 


Din (5.9.22) şi (5.9.17) urmează acum 


1 
sa = — (Mala) ll a = ? (0/1) (1 — 23) 2, 13 (29) 
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Pentru a determina Ga; Vom face uz de prima formulă (27), luînd (2, = QaX,, integrind 
de la zş la ] şi ţinind seama și de sarcina — Q1/2 pe baza za = 1. Obţinem atunci 


1 TE 
os = 2 QR le — 28) + (02 pe | ax, = 
[LX 


dx, esl 12) (a? — bar ) (30 
i 1 19 445 iu | a ci Si : 


Soluția (29), (30) va constitui punctul de 
3 pornire pentru căutarea funcţiei lui Airy a proble- 
mei. Întrucit este de preferat să raportăm domeniul 
dreptunghiular consideral din planul Oa, 2, la axele 
IX centrale principale, vom înlocui z, cu 234 1/2. Cu 


Fig. 6.5.4 aceasta, formulele (29), (30) devin 


1 1 1 . 
San mm = coji (ai ——hlz aa = — —(Q/la) (02 — zi) za (31) 
2 4 2 
Vom începe prin a căuta acum soluţia corectă a problemei sub forma 


Oa SP +9: Oua +8 2, (32) 


care păstrează structura formulelor clementare (31). Notind cu B(z,x,) funcţia lui Airy pre- 
zumată care — prin intermediul relaţiilor (4.20) — conduce la expresiile (32), obţinem 


Bu Pat 9723; Baa = — Fra — Si ta. (33) 


Integrind prima din aceste ecuaţii, avem 
D „ailunr rallu 
B (219 Za) = — PI, + — XI 1+ fi (23) + fa (23)- (34) 
6 6 


Introducind această expresie în a doua ecuaţie (33), deducem 


Q7 23 + În (29) = — ag — said 


de unde, introducind o nouă constantă £: 
1 2 
s=—9, fade me gi, (55) 
astiel că (34) devine (termenul în 1 fiind neglijabil) 


1 1 1 4 
Bta tie DD dia iai a + fi). (36) 
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Această funcţie verilică relaţiile (33) — dar nu este biarmonică, întrucit 


AAB = 42, + [IN (ao. (37) 


Ea nu poate fi funcţia lui Airy a problemei : spre deosebire de cazul plăcii în consolă, soluția 
elementară nu poate asigura verificarea ecuaţiilor exacte, Să luăm atunci 


A (2 23) = B (x, 23) + C (1. 23), (38) 
și să determinăm funcţia C (x, 13) din condiţia ca A(z,,r4) să fie biarmonică. Deducem 
AAC = — 49, — [4 (a), (39) 


ecuaţie care este satisfăcută dacă alegem (cu scopul ca AA C să fie liniară în z,) 


C(zz) = Pati — fa) + ga (23), (40) 


unde g,(z3) este un polinom de grad cel mult 3. Avem desigur AAC = 24p'z,+1209'2,—[1V (2), 
de unde, comparind cu (39), deducem 


” Li 
p'+50'=——q. (41) 
Li] 
Funcţia lui Airy se scrie deci deocamdată sub forma 
1 1 3 1 4 aa 3 4, d 
A (az) = —pi tan ——ra + przs —[—p'+—a]r+ aula). (42) 
6 6 2 3 30 
Introducind (42) în relaţiile (4.20), obţinem acum 


1 o că ” 
ag = Ti — Ta + 12p'ta%3 + gi (3), 


P 2 
Oa3 > Pt QraT3 — (dă 2 2) zi, (43) 


Gay = — Q2i 23 + ra — 403. 


Pentru a determina p, q, r, p' şi gi (23), dispunem de condiţiile la limită ale problemei, 
care — scrise în spirilul principiului lui Saint-Venant — sint 


Ga =9 Gg > 0 pentru m=—a; (44) 

9 =0, 0 = 0 pentru «=a; (45) 
1 1 

9s= 0, Badr, >= F7—QI7 pentru zi =3+—l (46) 
APR 2 2 


1 
(Pe baza z, = — — acționează tensiunea o;.,_3 = — 0y:) 
2 
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Prima condiţie (44) şi prima condiţie (45) se scriu sub forma 


1 
i-au crai 12 p'az + gi(z) = — 0, 
(47) 
1 
—qa? — ra + 12p'ax3+ gi (a) =0. 
3 
Adunind şi scăzind aceste relaţii termen cu termen, obținem 
p i 2 
n(z)=——Q, —qa—2ra=Q, p'=0. (48) 
2 3 
Formulele (43) devin atunci (9 şi r nemaifiind independente) 
1 1 2 
Cu = = 0 momit Qrr3 — ale Os = Qi + ri. O (49) 
Introducind expresia o, din (49) In (44) și (45), deducem 
q = rla:, (50) 
și a doua relație (48) permite atunci să scriem 
3 3 
q= ——0Qla, r=——Qla. (51) 
4 + 


Cele două condiţii (46) rămin deci să servească la determinarea unicei constante încă 
necunoscute din (49), constanta p. A doua din aceste condiţii este identic verificată ; intr-adevăr, 
ținind seama de (51), avem pentru z, = + 12 


a 1 = 1 
j Gyr, = za (—q9 +a = F—Ql. 
—a Ș. dia 2 
În schimb, din (19) şi (51) deducem 


Casa 


3 1 
= » — — ore) zu + —(Qla%) zi, (52) 
zi 16 2 


astiel că cea dintii din condiţiile (46) nu poale fi verificată identic. 


Dispunem de două căi pentru a ieşi din acest impas. Prima ar consta dintr-o nouă modifi- 
care a funcţiei lui Airy, în așa fel încit să fie respectate condiţiile deja verificate, şi să se asigure 
şi satisfacerea celei din urmă condiţii. A doua cale constă în a ne mulțumi cu verificarea acesteia în 
spiritul principiului lui Saint-Venant. Calculind rezultanta şi momentul rezultant al tensiu- 
nilor Gap pentru z; = + 1/2 obţinem din (52) 


af Oy dr, = 0, m -$ eu suta, = = (ape on + 2 ce), (53) 
a a 3 8 5 
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astiel că tensiunile normale os formează un sistem static echivalent cu un cuplu de moment 
Aa, în general diferit de zero, Din (54) obţinem deci 


1 1 
p= Gnu (- Mer 0-2 ce), (54) 


astfel că relaţiile (49) iau forma definitivă 


Gu = — (3 om as, +2 e), 
3 3 
1 1 - 
033 = anu) Ma +00 = — ce) z, — (300%) z, zi + (QR), (55) 
8 
033 = — (3 Q/4a9) (a2 — 2) AR 


Să presupunem acum _//,—0, ceea ce înseamnă că condiţia (46) pentru 03, este satistă- 
cută în spiritul principiului lui Saint-Venant. Ţinind seama și de (19), obţinem din (55) soluţia 
problemei iniţiale : 

1 i 1 » 
ui DINO Pe mac zu Li Sg e > Ola e = a) a 
(56) 


1 e e e su Î 
app = — (011) [zi — 0-2 +a, 
2 4 3 5 


Comparind-o cu soluția elementară din (31) (completată cu valoarea o, = 0), se constată 


Da. 8 
că componenta as îşi păstrează valoarea, în timp ce os, creşte cu (Q//4) Ș zi — ze) z- 
3 5 


Aceasta e o mărime neglijabilă, în afară de cazul x, = + 1/2. Întine, o,, nu e nulă, ci variază 
de la zero la —Q. 


Pornind de la (55), se pot determina deplasările (ceea ce soluţia (31) nu îngăduie). În par- 
ticular, aceasta permite şi rezolvarea problemei grinzii încastrate la capete, caz în care valoarea 
(necunoscută) a momentului _/A, se determină din condiţiile la limită de forma 


Un lau =0, sau up | PRE II =0. (57) 


(Prima exprimă condiția ca direcţia elementelor orizontale să nu varieze la capetele barei ; a 
doua exprimă aceeași condiție pentru elementele verticale.) 


d) Problema dreptunghiului. Metoda separării variabilelor 


În general, se pot intilni date la limită oarecare pe cele patru laturi ale dreptunghiului, 
ceca ce obligă la atacarea problemei printr-o metodă directă. 


În acest scop, se caută adesea funcţia lui Airy sub forma 


Ar 23) = ŞI Xa(z) Ya). (58) 
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Ecuația biarmonică (4.21) ia astfel forma 
XIV Y + 2X% Y + XYIv=0. 
(pentru fiecare termen al sumei (58)), sau incă 
XIYȚX + 2(X"1X)07" MD + YI =0. (59) 


Derivind această ecuaţie în raport cu z,, obţinem 


2(Y"P) = — (XX) 207), (60) 
astfel că ambii membri ai acestei ultime ecuații trebuie să fie egali cu o aceeaşi constantă, fie 
ea —212 (mai exact: — 222). De aci avem mai intii ecuația 

Y* + NY =0, (61) 


a cărei soluţie are forma 


Y = h cos day + ksin Axa (62) 
Întrueit din (61) urmează YIY = — AY” = MY, ecuația (59) devine 
XIV —2N0X"4+MX=0, (63) 
cu soluția generală 
X (2) => Achiz + Bsh + Cauchin + Drshix. (64) 


Funcţia lui Airy este deci o sumă de produse de funcţii de forma (62) şi (64), cu coetici- 
enţi — funcţii de n — care trebuie determinaţi din condiţiile la limită, 

În particular, luind h = 0 în (62), se obţine soluţia lui [,. Filon [1]; dimpotri- 
vă, pentru k = 0, rezultă soluţia lui M. Ribitre [1] [2]. Pentru detalii, vezi P. Papkovici [4], 
$ş 10.4—10.6; S. Timoshenko și J. Goodier [1], $ 23. 

Dreptunghiul elastic — inclusiv în cazurile limită in care dezvoltările In serie sint înlo- 
cuite prin integrale Fourier — este studiat cu un mare număr de exemple de P.P. Teodorescu 
[2]. Vezi încă B. Abramian şi M. Manukian [1] (soluţie prin serii, sisteme de ecuații complet 
regulate). 

Pentru un punct de vedere modern, uzind de teoria distribuţiilor, vezi J. Leray [1] (cu 
aplicaţii: J. C. Leray [1]). 


Să examinăm pe scurt cazul dreptunghiului pentru ab, ceea ce permite verificarea con- 
dițiilor la limită pe laturile 4, = 4 b în spiritul principiului lui Saint-Venant, 


Pentru a ne elibera de prezența unor sarcini os, pe laturile 7, = + b, să luăm în (62) 
h = 0, Ab = nx, așadar să căutăm soluția sub forma propusă de Filon: 


Liri 


29 Nră NR NT NEL 
A (2 29) = %, sin ni. ea 2 +2, sh ZI + Caz ch = + D, zsh 22 
n=l 


(65) 
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Într-adevăr, fiecare termen al seriei ce rezultă de aci pentru Ga = Aug este nul pentru z,= i B. 
În ce privește sarcinile tangenţiale o... ele trebuie să fie determinate din condiţiile la limită 
de pe laturile z, = 4 a, care se scriu sub forma 


Sua > Asma = fi (22), Oyg = — Asa = Da (2a) pentru 4 =a, (66) 
Gy;-1 E — Asa = fa(2a), C_s;a = Aaa = Sala), pentru x, = —a, 


unde f,, Î; i» a sint sarcinile (normale și tangenţiale) cunoscute pe bazele dreptunghiului. 
Dezvoltind aceste funcţii In serii Fourier, obținem prin identificare un număr de 4m condiţii 
pentru determinarea celor 4m coeficienţi ce apar în (65), dacă se rețin numai primii m 
termeni ai seriei, 

Funcţiile g,, ga sint valori la limită ale unor serii de cosinuşi, şi ele trebuie deci să satis- 
facă condiţiile 


b b 
| du (23) dz = du (a) dz, = 0, (67) 
—o —o 


ceea ce arată că sarcina tangențială trebuie să aibă rezultanta nulă. Sarcina normală pe laturile 
x, = ja va fi echilibrată de rezultanta sarcinii tangențiale pe laturile x = 4-8 (reacţiuni în 
reazime). Soluţia de acesttippoate fi folosită şi pentru sarcini ce nu respectă condiţia globală 
(67), suprapunindu-i-se soluţii elementare polinomiale. 

OBSERVAȚIE. Metoda separării variabilelor poate sluji și pentru alte domenii decit cel drept- 
unghiular, dacă putem trece la coordonate convenabile. Cazul cel mai simplu este cel al dome- 
niilor cu frontiere circulare (coroană, sector etc.) studiat în coordonate polare. Pentru detalii, 
vezi de exemplu M, Filonenko-Borodici [1], capitolul 7, sau P. Papkovici [4], capitolul 11, 


$ 6. FORMA ECUAȚIILOR PROBLEMEI PLANE ÎN VARIABILE 
COMPLEXE CONJUGATE 


Am arătat la finele $ 4 că problema plană poate fi redusă la deter- 
minarea a două funcţii de o variabilă complexă, ceea ce permite atacarea 
problemelor fundamentale prin metode directe. 

Eficacitatea acestui punct; de vedere depinde în mare măsură de 
modul în care se stabilește legătura dintre mărimile elastice, și potenţialii 
complecși. Primele cercetări în această direcţie sînt cele ale lui A. Love 
[1], capitolul 9, şi L. Filon [1]. Dar cele mai importante rezultate apar- 
ţin şcolii lui N. Mushelişvili, și îşi găsesc originea în lucrările lui G. 
Kolosoy, care încă în 1909 arăta că : „Metoda expusă dă: 1” mijlocul de 
a aplica problemei plane teoria reprezentării conforme, aşa cum ea se aplică 
în hidrodinamică; 2" o infinitate de mijloace de a transforma soluțiile şi 
de a deduce dintr-o soluţie, altele”. (G. Kolosov [4].) 

În ce priveşte limitele metodei, avertizăm că ea nu poate fi decit 
cu greu extinsă la studiul problemelor tridimensionale. Rămin aci vala- 
bile şi rezervele formulate în $5.18, g, pag. 301. 
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a) Ecuațiile problemei 


Ja și în cazul sistemului (5.3.14), vom transcrie și integra ecna- 
țiile (4.1) — (4.5) sub o tormă complexă, privind toate funcţiile de z,, 
care intervin în aceste ecuaţii, ca funcţii de 3 şi 3 (L. Solomon [10]). 
Vom admite deocamdată că FAO. 

Să considerăm deci forța de volum complexă 


F (38) = Fu (oa) + i Pa (22), (1) 
unde F,, F, sînt componentele forţei de volum F, şi deplasarea complexă 
U (3, 3) = Ha (Pa Pa) ri Ma (Pa 72). (2) 
Amintim încă relaţia (4.3) 
So(32 3) = Gu (a 22) + Goa (Pa 22). (3) 


Pentru a transcrie sub formă complexă cantitatea reală div F ce 
apare în ecuaţiile (4.2), remarcăm că din (A.4.13) urmează 


Fa = 2 Pra ot Pa) ti (Pra — Pi), (4) 
sau altfel scris 
2F, =divP +irot F, (5) 
de unde 
div F=Fa+Fu (6) 


Pentru orice cantitate complexă G=6G, -+iGz, deducem tot astfe 
Ga -- Ga a — 2 Re Ge (7) 


Să considerăm mai întîi ecuaţiile de compatibilitate. Adunînd 
termen cu termen primele două ecuaţii (4.2) şi ţinînd seama de (3), găsim 


AS = — (Ul —vwdiv h, (8) 
sau încă, utilizînd expresia (A.4.7) şi (6): 


Ss - — IF + Fa). (9) 


Forma celui de-al doilea operator din (A.4.7) sugerează să scriem 
încă 
A (Gaza — Ga + 2i caz) + (Soza — So + 2iSouz) = 
= — 2Paa + 2Pra — 2i Pua — 2i Faq 
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ceea ce conduce la introducerea funcției complexe 


S (3, 3) = Goa (Zi 2) — Gu (Zu Za) + 2ioua(2u 22), (10) 
şi permite ca, utilizînd (1), (3) şi (4), să ajungem la ecuaţia 
Si — Su =F, (11) 


Trecînd acum la transcrierea ecuațiilor de echilibru, vom exprima 
mai întîi componentele tensiunii prin intermediul mărimilor Sp şi S: 


1 1 = 1 1 = : 0 = 
de unde urmează și 
A 1 = R = TIR = 
ce Sp Îmi (So — S), Sit ip — ie 3). (13) 


Făcînd uz de (7) în (13), obţinem pentru primii doi termeni ai ecua- 
ţiilor de echilibru (compară cu trecerea de la (5.3.14) la (5.4.16)): 


Gia + Oiaa =2 Re (cu tic), =Re (S.—S),,; 
Gia + Gaaa = 2 Re (03 + ioa3),s = — IM (Sp + S).a. 


Adunind membru cu membru ecuațiile (4.1) astfel transformate, 
deducem 


(14) 


Sos —Ss4+F=0; (15) 


prin scădere termen cu termen, se găseşte relația conjugată cu (15). 

A doua ecuație de compatibilitate (11) este deci o consecință a ecua- 
ției (15), şi nu trebuie reţinută. Prin urmare, sistemul celor 5 ecuaţii 
(4.1), (4.2) se reduce la sistemul format de cele 2 ecuaţii (9) și (15) 


CPR. E Snap = 0 (Fa Fay (16) 


unde amintim că am notat 
So = Gu + Gap S = aa — Out 2icue (17) 


Pentru a determina deplasările, deducem mai întii din (4.4), (4.5), 
(3) şi (10): 


Ma + aa = [(L— v —2v2)/E]So 
ua — aa = LU + v)/El(ou — ca) = — [(L+v)/E]ResS, (18) 
Mat Mai = 2((1 + v)/Eloa = (1 + v)/E]Im $. 
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Dar, făcînd uz de (A.4.13), deducem 


a £ z 
U,, = E [(ata a + Ua,2) + i(Uza — 13.3). 


1 (19) 
Uz = r [(0ta 1 — Ma.2) + i (aa + ua 2). 
astiel că din (18) obţinem 
Us = — UL WPREIS, U, +Us => [UI ) (1 —29)/E]So (20) 
sau încă, înlocuind constantele : 
Us = — (U/4p)5, UL tUi = (1 —2v)/2u15e- (21) 
Deplasarea U odată găsită, din (2.26) şi (19) obţinem şi 
oa = —ImuU,,. (22) 


Ecuațiile (16) sînt ecuaţiile în tensiuni ale problemei plane 
(prima din ele fiind ecuaţia de echilibru, iar cea de-a doua, ecuația de 
„ compatibilitate). Ecuațiile (20) (sau (21)) sînt ecuaţiile fizico-geometrice 
ale problemei. 

Este semnificativă compararea ecuaţiilor (16), (21) cu ecuaţiile 
(5.4.16), (5.4.20) — (5.4.24) ale problemei anti-plane. În particular, ră- 
min valabile cele arătate la finele $ 5.1, pag. 166 (vezi și mai jos, Obser- 
vaţia de la pag. 391). 


b) Criterii de rezistență 
Pentru a încheia, „5 examinăm pe scurt criteriile de rezistență în 


cadrul problemei plane. (Compară cu $ 5.10, pag. 212). Pentru simpli- 
tate, ne limităm la cazul deformaţiei plane, astfel că tensorul tensiune 


are forma 

Gu Ca 0 

| Ga Caa . (23) 
0 0 vS9 


iar invarianţii săi sînt (vezi (2.5.19)): 


Pa = (1+v)So Xa = Gun 02 — 02 + vSa, Is = VSo(Om0z2 — 6i2). (24) 
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Dat fiind că o3g = vSg este evident una din tensiunile principale, 
deducem că primul membru al ecuaţiei (2.5.20) este aci divizibil prin 
6 — vS9. După calcule elementare, obținem pentru celelalte donă tensiuni 
principale ecuaţia, 


02 — Sea + (03022 aa 0:.) = 0, (25) 


astiel că în definitiv avem, ţinînd seama și de (10): 
1 1 . 
0, = (So + ISI), o2= (50 — SI), aa = So: (26) 


(Componentele o,, 03; o nu sînt numerotate în ordinea mărimii lor, dat 
fiind că această ordine depinde esenţial de valorile o, și v.) 

Să ne limităm la cazul în care criteriile (4.3.1) şi (4.3.2) sînt privite 
drept criterii de plasticitate. Din motive de continuitate, rezultă că în 


momentul trecerii în starea plastică avem v = A, (vezi $ 3.4. pag. 93). 


A 1 Ei ui ui ce dă 
Or, în acest caz o; = —S, este tensiunea principală mijlocie, şi din 
(5) 


(2.6.11) şi (26) urmează 
1 1 
Tex = k-2- (01 — 04) = F-: |S]. (27) 


În felul acesta, (4.3.1) conduce la condiţia de plasticitate 
ISlI<s,. (28) 


Pe de altă parte, din (4.3.2) obţinem uşor pentru yv = = condiția 
2 2 4 
(Ga — 629)? + Cole G,; 


sau încă, ţinind seama ca și în soluţiile ecuaţiei (25) de expresia (10): 
|S|<1,16 s,. (29) 


Prin urmare, în ambele variante considerate, condiţia, de plastici- 
tate este independentă de Sg, şi este în întregime caracterizată de |S|. 
Acest raţionament subliniază semnificația diferită a mărimilor Sg şi S, 
introduse în (3) şi (10) prin consideraţii formale. Prima din ele caracte- 
rizează deformația de volum (și intervine numai în ecuaţia de compati- 
bilitate, specifică teoriei elasticităţii). Cea, de-a doua (singura ce inter- 
vine în condiția de plasticitate) caracterizează distorsiunea,. 
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$ 7. REPREZENTAREA SOLUȚIEI ECUAȚIILOR PROBLEMEI 
PLANE. FUNCŢIILE LUI KOLOSOV ŞI MUSHELIŞVILI 


Ecuațiile (6.16), (6.21) se pot integra asemănător ceior din $ 5.8. 


a) Ecuațiile omogene 
Fie de rezolvat mai întîi sistemul omogen 
Sos =0, Si —Soa =0. (1) 
Integrînd?) prima din aceste ecuaţii întii în raport cu ş şi apoi în 
raport cu 3, obținem 
Se = $ 8u(3) da + 366) (2) 


($, și Se sînt funcţii arbitrare). Dat fiind că S, este o cantitate reală, 
vom scrie 


203) = $S. (4) ds, (3) 
şi relația (2) va deveni 
S, = 2[0(3) + (3). (4) 
'Pinind seama acum de (4) în a doua ecuaţie (1), obținem 
S,; = 20'(3), (5) 
de unde, prin integrarea în raport cu ş, urmează 
S = 2[30'(3) + YQ)l, (6) 


unde Y(3) este o nouă funcție arbitrară. Întrucît o,eC'(2), urmează 
că O(3), Y(3) sînt funcţii diferenţiabile şi cu derivate parțiale continue 
2, așadar sint funcții analitice de 3 în 2. Asupra naturii lor ne vom opri 
în $ 10. 
A Considerînd încă şi funeţiile analitice e(3), V(3) (care nu trebuie 
desigur confundate cu funcţiile notate în acelaşi fel în studiul problemei 
anti-plane) detinite în 2 prin relaţiile 


e'(3)=00G), vi="YG), (7) 


:) Veză $ 5.8, pap. 200, și $ A.4, pag. 704. 


$7 FUNCȚIILE LUI KOLOSOV ŞI MUSHELIŞVILI 391 


vom transcrie (4) şi (6) sub forma definitivă 


Se = 2[9'(3) + 9'(3)), S=2lag'(3) + V'(3)]- (8) 
Soluția ecuaţiilor (1) are deci forma (8). Reciproc, pentru orice 
funcţii analitice e(3), V (3), funcţiile definite de (8) verifică (1). 
'Precînd acum la integrarea ecuaţiilor în deplasări, vom introduce 
expresiile (8) în ecuaţiile (6.21), ceea ce dă sistemul 
Us = — (UPo)lao' (3) + Vl 
U, -+Us = (1 —2v)/ul [Le'(3)+e)l- 
Integrind prima din aceste ecuaţii în raport cu 3, obținem 


U = — (U/2p)lae' (3) + Va) + U.(G) (10) 


unde U,(3) este o funcţie deocamdată necunoscută. Introducind expresia 
(10) în a doua ecuaţie (9), deducem mai întîi U,+U, =((3 —4v)/2ullop'+Ș1, 
de unde urmează 


(9) 


U, (3) = L(3 — 4v)/2ule(a), (11) 
astfel că în definitiv (10) devine 


2uU (3, 3) = xe(â) — 393) — V(3), (12) 
unde am notat cu x coeficientul funcției (3) așa cum apare el din (11). 


'Ținind seama de relaţiile (3.66), avem pentru x valorile 
3 — 4v în starea de deformație plană; 1l<x<3; 


SP ” în starea de tensiune plană generalizată ; 2 LL -.3 
y 
Formulele (3) şi (12) dau — în absenţa forţelor de volum — repre- 
zentarea soluţiei prin intermediul celor donă funcții (3), V(). Aceste 
funcţii au fost introduse de către G. Kolosov [1], [2]*) și larg utilizate 
de N. Mushelişvili [1] —(5] în studiul problemei plane. Vom num 
funcţiile q, 4 — funețiite lui NKolosov și Musheligvili. 


Raționamentul de mai sus este similar celui din $ 5.8. EI este apropiat de modul în 
care A. Stevenson [2], [3] a stabilit (după Kolosov şi Mushelișvili, dar în med indepen- 
dent) Iormule de acelaşi tip. 

OBSERVAȚIA 1. Aparatul introdus de Kolosov pentru probleme de elasto-statică, începe 
să măsească aplicaţii și în probleme de elasto-dinamică (J. Radok [1], N. Şandru [3)), de 
elasticitale asimetrică (G. Savin (2), $3; R. Mindlin [7]), de visco-elasticilale asimetrică 
(M. Mişicu [7]), chiar de plasticitate (B. Anin [1], V. L.. Dobrovolski [1], [2], G. Dincă [1]). 
În unele din aceste lucrări, tocmai punctul de vedere din $$ 6 şi 7 este cel care conduce la 
țintă. (Revezi încă cele spuse la pag. 388). 


(13) 


3) Unele din formulele lui Kolosov au fost găsite şi utilizate în 1900 de către S. Ciaplighin, 
dar publicate abia postum, în [1], volumul 3, pag. 306—323. 
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Această formulă a fost stabilită făcînd uz de (A.3.12), așadar pentru 
axe (n,' s) orientate la fel cu axele (d, 2). În caz contrar, semnul din mem- 
brul al doilea trebuie schimbat. 


Relaţiile (8) şi (19) au acecaşi formă în starea de deformaţie, și 
în starea de tensiune plană generalizată. Dimpotrivă, relația (12) depinde 
de x, ale cărei valori, distincte, sînt date în (13) pentru cele două stări. 


Se poate stabili ușor legătura între funcţiile g, v, şi funcţia lui 
Airy. În acest scop, să considerăm soluţia reală a ecuaţiei 


AA = Ka). (20) 
Ținind seama aci de formula (17), deducem 


tă 3) dă = 2lae(8) + 396) + 203) +7 (3) (21) 
unde 7, (3) este o funcţie arbitrară de 3, şi unde am notat 
(0) = pa) a: (22) 


Pentru ca A(3, 3) să rezulte reală, e necesar şi suficient ca y, =. Din 
(20), (21) urmează acum 


A(â» 3) = Re [ae(3) + 1(3)] (23) 
ceca ce este tocmai funcţia lui Airy. Într-adevăr, din (23) avem evident 
AAA = 16 A, =0, (24) 
astfel că A (3, 3) este biarmonică. Mai departe, din (16) şi (20) avem 
So = 4Ami, S=Ka=4An; (25) 
ținind seama de (6.17) şi (A.4.7), deducem deci 
Gu = A. Oa => Am Ca = — Ana» (26) 


așadar tocmai relaţiile (4.20). 

Prin urmare, funcţia A (3,3) din (20) coincide cu funcţia lui Airy 
A (2ua) din (4.20), iar formula (23) dă legătura ei cu funcţiile lui Kolosov 
şi Musheligvili. Orice funcţie de forma (23) este biarmonică, şi reciproc, 
prin integrarea succesivă a ecuaţiei (24) în raport cu 3, 3, se vede că 
orice funcţie biarmonică admite această reprezentare. Formula (23) se 
numește formula lui E. Goursat [1], şi constituie analogul în complex 
al teoremei lui Almansi şi Nicolescu. 


OBSERVAȚIA 2. Raţionamentele de mai sus au un caracter formal (vezi $ A.4, pag. 704; 
revezi și $ 5.8, pag. 200). Justificarea lor rezidă în faptul că soluţiile ecuaţiilor elasticităţii 
sint (pentru PF = 0) funcţii biarmonice (vezi $ 4.10, pag. 155), așadar în cazul de faţă (uncţii 
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analitice de z,, 2, în Q. Încercările unor autori de a fundamenta introducerea funcţiiler 
$(3), V(3), demonstrarea formulei lui Gcursat etc., pentru clase mai largi de funcţii, nu are 
deci sens decit cel mult pentru F=:0. 


Să scriem încă componentele tensiunii şi condiţiile de plasticitate 
(în cazul F = 0). Introducînd (8) în (6.12), avem imediat 
Cu = Re (2e' —— 39” —— V'), Ga = Re (2g' -- 39 + W') 
Ga = Im(39p' +). 


Pe de altă parte, ţinind seama în (6.28) și (6.29) de a doua formulă 
(8), conchidem că determinarea punctelor în care se face trecerea în starea 
de deformaţie plastică se reduce la căutarea punctelor de maximum pen- 
tru cantitatea 


(27) 


|S(âs3)| = 213903) + Y(3)l. (28) 


b) Ecuațiile neomogene 


Formulele de mai sus pol fi extinse la cazul F-£0, prin adăugarea termenilor cores- 
punzători unei soluții particulare Sa; $*, U* n sistemului neomogen (6.16), (6.21). În acest 
:scop, să Începem prin a considera ecuațiile 


fa=F s=F. (29) 


Formulele lui Pompeiu 4) (A.4.48), (A.4.49) dau pentru orice domeniu (chiar multiplu 
xonex) s/ C 2 de frontieră &: 


(30) 


- 1 ARĂ 1 F 
d d EA FAB. 
2mi lg Z-—y3 nat 


în orice punct şes (unde dD = dX, 0X,). Integralele curbilinii din (30) sint integrale de 
tip Cauchy, așadar reprezintă funcții olomorte de ş, respectiv de 3, în „sf. Derivind în mod 
convenabil formulele de mai sus, obținem din (29) și (30) 


= 1 F = 4: 

Fa = — = 524 AD Fă = a] —F-a0, ap 
x 23 ))Jz-—3 zi )z-ş 

ci ci 


%) Pentru primele lor aplicări la astfel de probleme, vezi N. Teodorescu [1]. 
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de unde în particular urmează calitatea 

n (zzto== ab. (32) 
d JJz—3 da d Z-ă 
ci ci 


Pentru inlogrâlele din (31) se obţin de asemenea, derivind în vapont cu â» respectiv ş, 
(ca paramelri sub semnul integralei), formulele : 


iza pia 
d Z-—3 (Z — 3k 
ot ct 
(33) 


2 ([Eoao = (Ep. A 
das Z-ă (Za) 


Pentru justificarea acestor formule (valabile pentru FeCO(9/)) vezi 1. Vekua [I!, 
teorema î.32. Faptul că derivatele din (31) nu sint nule se explică tocmai prin prezenţa 
termenului izolat în teorema lui Pompeiu datorită singularităţii furcţici f(2Z.Z)/(z—3). 

Toate aceste formule au caracter de identități, valabile în punctele lui 7. Pentru vala- 
bilitatea lor în Z, este suliciont să putem lua = şi E=7. 

Să considerăm acum a doua ceuaţie (6.16) şi să introducem în ca prima formulă (31) 
pentru sf = . Obţinem utunei 


i aut paul! „RE JE (34) 
ini Am — vw 23 93), Z-3 Z-=—ş A 


ecuaţie care posedă soluția evidentă 


n zi tg e (35) 
Ar(1 — v) Z-3 Z-—3 
E) 
Introducind (35) în prima ecuaţie (6.16), căpătăm 
„VII ae pază + (36) 
st =) 88.3) Z-3 Z-—ş3 


Ținind seama de relaţiile ce se deduc din a doua formulă (31) și din (32) dacă înlo- 
cuim F prin F, avem 


243 AD Fo | it Aa 
4n(i — v) 03 JJ Z-—g AI —v) e 0) Z—g 
2 a 
A e dD, 
41 —xv) a 903JJzZ-—3 (37); 
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astfel că componenta corespunzătoare acestor doi termeni în S* este găsită, Pentru a pune 
şi primul termen din (36) sub forma derivatei în raport cu 3 a unei funcţii, deocamdată 
necunoscute, remarcăm că avem 


friză ao = — Şc „0 A esa AD, (38) 
23] (2-3 (Z — 3 2 JJz-3 
2 > 2 


unde am ținut seama de (33), iar operația de derivare în raport cu 3 ca parametru sub sem- 
nul integralei este evidentă. Cu aceasta, din (36)—(38) urmează 


Da 3 (3 f__ap ză —Îi 273 ap. (39) 


Al — vw) Z-—3 Ar — v) (Z—3 
E. Ci 


Să introducem acum valoarea S* de mai sus în prima din ecuaţiile (6,21). După 
integrare în raport cu parametrul ş, obținem evident 


3—4 ” ia 5 007 Aaaa 
je = — ear | (7 —p 40 + n PEZA ADU? (3), (40) 
i6zu(1 — v) I6zu (1 — val Z —ş 
2 E 


unde U? (3) este încă nedeterminată. Inlroducind (40) şi (35) în a doua ecuaţie (6.21), şi 
ţinind seama că prima integrală din (40) nu depinde de 3, în timp ce în cea de-a doua putem 
deriva în raport cu ş ca parametru, obținem 


F dU? G) 
pt ACE mt ae Aa TE 
162 (1 — v) ș4 Z-z Z-3 dg dz 


E . 
— ..... | ee ai 4D, 
sm — 9 Z-3 2-3 


de unde. separind variabilele şi integrind în raport cu parametrul ş, deducem 


3 — Av 


U (4) = ———————— 
16ru (1 — v) 


pr In(Z — 3) dp. (41) 
E 


Cu aceasta, expresia (10) a deplasării U* devine 


*=— e ([ Fimiz —31dD+ Peri | L- dD. (42) 
pu a si d Z-—3 


Termenul multiform din integrandul din (40) nu se menţine deci în rezultatul fina), 

Formulele (35), (39) şi (42) dau soluţia particulară căutată. 

OBSERVAȚIA 3. Înlocuină prin cf in aceste formule, ele continuă să reprezinte o 
soluţie particulară a ecuaţiilor neomogene, valabilă insă numai în punctele 3 eY. 
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Să trecem la determinarea vectorului-tensiune. Din (14) urmează evident 
1 i pa, 
ot, + inta = — rul. SE 3 (3) + Se 36), (43) 


unde trebuie să introducem (35) şi (39). Ţinind seama de (31) și (33), şi derivind în raport 
cu ca parametru in a doua integrală din s*, obținem mai întii 5); 


] 1 F 
S5.4 _———— (— pF) + i — - 


Axl — v) 41 — v)3) 2 — 
* (440) 
$3 , = — E mona, PE oa | nadie 
4Ax(1 — v) 4x(1 — JI — 
3 


Întrucit avem So, ş £ $* g rezultă că — spre deosebire de cazul F=0 — nu se poate 
da aci un analog al formulelor (16) şi (18). Totuși, se poate introduce o funcție K*(3, 3) în 
așa lel încit 


s = Ka , s* . K*, a + H*, (45) 
unde p4* este un termen de corecție. Al doilea termen din ambele derivate (44) intră evident 


în alcătuirea derivatelor funcţiei K*, în timp ce coreccția H* trebuie folosită pentru compo- 
nentele corespunzătoare celui dintii termen. Luind 


E 1 N _ 
K+.) = — ei Um +Fonz — +a, 46) 
4x(1 — v) Și | 
2 
căpătăm 
Kk*, =  =5 $ţ i ge CM 
, 4z (1 — v) Z-j 2-3 
a 
A E. $Ş; e a 
: 4 (1 —») (Z—3* Z-3 
de unde 
. e A + 1 F 
So =Kk, ş* ei | Em 4D, (17) 
Lă + = Z-—3 
2 
şi deci 
1 ASE 
o tic = ——ikK", — 3 (5) | - E — dD, (48) 
2 27i Z-—3 
Ei 


5) A nu se confunda In asemenea expresii s, cu A 
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Acesta este deci vectorul corespunzător prezenţei forţelor de volum, care trebuie adăugat 
vectorului din (18). Şi condiţia (28) poate fi moditicată în așa fel încit să ținem seama de 
efectul! acestor forţe : pentru aceasta se introduce în ca expresia (39). 


Unele din integralele ce apar în (35), (39), (42) şi (48) pot fi calculate ca integrale 
de tip Cauchy pe Z. Dacă funcţia F (3, 3) este analilică şi dacă domeniul Z este un disc sau 
o coroană circulară (sau un domeniu reprezentabil conform pe un astie] de domeniu canonic), 
aceste calcule sint uncori destul de simple. Pentru unele cazuri, vezi C. Teodosiu [i]; 
I. Vekua [1], $ 1.4. 


Cazul F=£ 0 nu prezintă prea mare însemnătate pentru problema 
plană, dar poate îi de interes esenţial în studiul încovoierii plăcilor. Unele 
formule finale pentru cazul ecuațiilor neomogene sînt date (fără demon- 
straţii) de I. Vekua şi N. Musheligvili [4]. 


$ 8. REZULTANTA ȘI MOMENTUL REZULTANT AL TENSIUNILOR 


Cu ajutorul formulelor (7.19) (eventual şi (7.48)) se determină uşor 
torsorul față de origine al tensiunilor ce apar pe o curbă Z din Z (even- 
tual pe 2). Ca şi în problema antiplană, aceasta va servi — printre altele 
— la calcularea anumitor parametri constanți de care depind e și y. 
Ca și în problema antiplană, avem de calculat 
o rezultantă R = BP, +i Pa şi un moment re- 
S zultant; lg. Deosebirea constă în faptul că aci 
pa) intervine torsorul tensiunii pe elemente cilin- 
> drice, şi nu pe secţiuni normale. 

Bitu Fie pentru început că £ e o curbă sim- 

2 plă deschisă, de capete 30 Şi 3 (30 mu este aici 

un centru de greutate), şi fie s abscisa curbili- 

nie definită în aşa, fel încît curba să fie parcursă 

25) “a prin valori crescătoare (ds > 0) de la se pină 

la s. Pentru a face uz de (7.19), vom alege nor- 

Fig. 6.8.1 mala n orientată spre dreapia în raport cu sen- 

sul pozitiv pe . Porțiunea din 2 înspre care 

este dirijat n se va nota Z”, iar cealaltă, cu Z'. Prin urmare, ca-ti o,a 

este tensiunea ce descrie acţiunea părții 2” a corpului, asupra părţii 2". 
Cu această convenție, găsim 


R(5) = Pa (5) + 2,06) = f (oua ki 0,2) ds, (1) 


A =f (26,3 — Za 0) de = Reț i g(ox —Î cu) de = 


E Im $ ia tăia 0. (2) 
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Spre deosebire de cu + io, — care este o funcţie de punct și 
de orientarea normalei -— mărimile R (8) și 44, (s) sînt funcţii numai de 
punct pe Z, întrucît în (1) şi (2) direcţia normalei este deplin determinată. 
Dacă — pentru un sens de parcurgere deja ales — calculăm torsorul 
tensiunilor aplicate în lungul lui 2 asupra părţii 2”, obţinem evident 
valorile R(s) şi — Ma(8). 


a) Problema omogenă 


Să ne limităm deocamdată la cazul F = 0. 
Făcând uz de formulele (7.19) şi de notația (A.4.35), obţinem 

R(s)= —iletae'+Vliu. (3) 
Pentru momentul rezultant avem mai întîi, integriînd prin părţi 


Mas) = — ne să(e +âe' +y) = 


= — Release toli, + Bej (ese! + ăi 4) 


* 


unde trebuie să calculăm desigur nu ,,o integrală” în sensul din $$ 5.8 
sau 6.7, ci integrala definită în lungul curbei £ : 


(33) = A] (Ș +39 + da + (92-a + ag. (5) 


Derivatele acestei funcţii se scriu imediat (vezi (A.4.28)): 
(grip fu lerap rd, 
de unde urmează 
fl 3)=0p-tăeta+2) = Re (se +2) (6) 
asttel că funcţia f(3, 3) coincide cu funcţia lui Airy scrisă sub forma, 
complexă în (7.23). Introducind acum (6) în (4), deducem 
A, (8) = Relay —3y —a3v'];. (7) 


Formulele (3) şi (7) dau cantităţile cerute. 

Este vizibil că mărimile din (3) şi (7) nu depind de drumul parcurs 
între punctele âp şi 3. Aceasta era de prevăzut: schimbind drumul, ar 
trebui să le adăugăm rezultanta şi momentul rezultant al tensiunilor ce 
iau naștere pe o curbă închisă; or, torsorul acestora va fi nul, întrucît 
forţele de volum acţionînd în domeniul mărginit de această curbă sînt nule. 
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b) Problema neomogenă 


Pentru a ţine seama de forțele de volum, trebuie să reproducem acum aceleaşi calcule 
pentru vectorul-tensiune o%, + io? din (7.48). Ţinind seama de (1), vom serie 


ace F 
sezial $ cin 40] dă, (8) 
59 2ri Su Z—3 
2 


ceea ce este valabil pentru orice curbă Z din Z. În cazul particular al unei curbe Z simple 
închise, prima expresie din al doilea membru din (8) trebuie să fie nulă, întrucit K* din 
(7.46) este vizibil o funcţie uniformă. Integrala curbilinie din (8) are — ţinind seama de for- 
mula lui Stokes (A.4.29) și dea doua formulă (7.31), transcrisă pentru domeniul „9 de tron- 
tieră 4? — valoarea 


1 F 3 1 „(i 2 ll _F 
erp [$ inger 0] dg= = —t(—2i) Ș| tt Și Rai. 
2ri | ge Z—3 2ri d PA) 
A ot SE 


x dă, a] dz, dara = — ţ F dx, d73,; 
ct 


1 
R* (5) = — —ik+ 
2 


astiel că (8) ia forma 


R* (s)= — $ FdD. (9) 
ct 
Pentru momentul rezultant, deducem pe rind din (2) şi (7.48) 


a Ei i Sa 1 i F 
Mio = ej joke + 2 Ref $I dD | 3d3. 
2 27 Z 


LĂ % dai 


de unde, integrind prin părţi: 


Ad Ret ză 
Mo = = [ate + re] iai (K* ag + K* 3) + 


Se 4 %o 


AS eee za e 


Dacă 7 este o curbă simplă închisă, ținînd seama că K* este unilorimă, prima paran- 
teză e nulă; înlocuind din nou pe Z prin </, şi ţinind seama de prima relaţie (7.47) şi de 
faptul că s5 este o cantitate reală, constatăm că prima integrală din (10) se anulează de 
asemenea. Pentru cea de-a doua integrală curbilinie, avem pe rînd 


Ea i, F e. să F 
— 2i (| i AX, Xp —j a —— 0%, dă | dz da = 
ci ct ct 


= 
= =($ [3(— mF) — 3(—zF)) da, dap = (| Im (3 F) dz, das, 
27 

d 
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astiel că (10) devine în definitiv 


a (5) = — | (2, Fa — x, FD)dD. (1) 
ct 


Integralele (9) şi (11) reprezintă desigur torsorul forţelor de volum F din domeniul s/ 
(care are acum rolul domeniului 2"), şi care fac echilibru tensiunilor de pe &. 


c) Singularităţi admisibile 
pentru funcțiile lui Holosov şi Mushelişvili 


Formulele de mai sus permit precizarea naturii eventualelor sin- 
gularităţi ale funcţiilor ș, y în Z. Să presupunem că F = 0 şi să trans- 
criem formulele (3), (7) pentru cazul unei curbe simple închise €, parcurse 
în sens direct: 


= —ile+ap'+ylg» Ma = Re [x—aV — 330 le: (12) 


Mărimile R, AA, trebuie să fie evident niște constante, 

Să presupunem acum că un punct oarecare din / este un punct 
regulat, sau cel mult un punct singular izolat de tip uniform pentru 
9(3), V(3). Alegindu-l drept origine, rezultă că în vecinătatea lui avem 


e) = Și a, W)= ȘI dus", (13) 


unde 
4, =a,+ia,,; D= da +rib, (14) 


(și unde a, =b, =0 pentru <0 dacă punctul considerat este punct 
regulat). Integrind termen cu termen seria 4(3), avem și 


(8) = banat Ş zei, (15) 


„Pentru a calcula torsorul tensiunilor pe o curbă & ce conţine în 
interior originea (şi nici un alt punct singular), introducem (13)—(15) 
în (12). Deducem 


De aci rezultă mai întîi că torsorul tensiunilor ce apar pe orice curbă 
care conţine în interior numai puncte regulate ale funcţiilor (3), (3), 
este nul. În particular, aceasta înseamnă că sarcini concentrate de orice: 
natură pot apare numai în puncte singulare ale funcţiilor ș, vy. 
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__Mai departe, se vede că funeţii Kolosov-Mushelişvili uniiorme în 
vecinătatea unui punct singular izolat, corespund în general unei repar- 
tiţii de tensiuni auto-echilibrate (de torsor nul). Fac excepţie funcţiile 


e(3) =0, y(â) = — (Îi Mel2m)at, 


care descriu o repartiție de tensiuni statie echivalente cu un cuplu de 
moment //3. Deformind continuu curba Z în așa fel încît ea să se reducă 
la punctul singular, conchidem că funcţiile de mai sus descriu acţiunea 
unui moment concentrat, aplicat în origine. Intensitatea acestuia este 


desigur M, = — Ma, (pentru a asigura împreună cu tensiunile repartizate 
pe echilibrul domeniului de frontieră £). Funcţiile 
e(3) =0, (3) = (iMgl2n)a, (17) 


descriu deci acţiunea asupra planului nemărginit, a unui moment con- 
centrat de intensitate M, aplicat în origine. 

Să admitem acum existența unor singularităţi izolate de tip cri- 
tic algebric. Alegînd din nou originea în punctul singular, și admiţind 
deci dezvoltări în serie în care termenul general are forma 


p(3) = a, (3) =ba%, (18) 


(a, b — constante complexe; p, q, 7, s — numere întregi), conchidem 
din (12) că mărimile R şi A depind în general de numărul de parcurgeri 
ale curbei, precum și de alegerea punctelor sg = 8 pe această curbă, ceea ce 
contrazice semnificația mecanică a rezultantei şi momentului rezultant. 
Prin urmare, funcţiile (3), V(3) nu pot avea punete critice algebrice 
— decît eventual pe componenta exterioară 2, a frontierei. 

Dimpotrivă, funcţiile considerate pot: avea puncte critice de tip 
logaritmic. Într-adevăr, dacă în alcătuirea lor intră termeni 


p(3) = alns, (3) = blana, x(3) = balans —l), (19) 
atunci din (12) urmează 
R=2x(a—b5), Aus, (20) 


Reducînd curba Z la punctul singular, constatăm că funcţiile (19) 
descriu o stare de tensiune corespunzătoare acțiunii unei forțe concentrate, 
aplicate în acel punct. 

Vom reveni la finele $ 10, precum și în $ 16, exemplele d și e, 
asupra soluţiilor de forma (17) şi (19). 


Din cele de mai sus se constată că prezenţa unei forţe san a unui moment concentrat 
nu caracterizează starea elastică : coeficienţii din (13) rămin nedeterminaţi, cu excepția lui 
Im b_a. Prezenţa unei forțe sau a unui moment concentrat este deci descrisă de orice funcții 
“p(3). 4(3) în care apar termeni de forma (17) sau (19) — cu singura condiţie ca seriile care 
eventual le deiinesc să fie convergente (exceptind desigur punctul singular). 
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Înțelegind însă starea corespunzăloare unei acţiuni mecanice concentrate ca definilă 
printr-un proces de trecere la limită din cea corespunzătozre unci sarcini repartizate pe o 
portiune din 2, rezultă că soluţia problemei depinde esenţial de modul în care este cicetuată 
această trecere la limită, singura în măsură să definească cocficicnţii din (13). În particular, 
modul curent de a defini forţa și momentul concentral corespunde proceselor descrise în 
$ 16, exemplele d și e (vezi și Observaţia din $ 16, pag. 456; vezi Incă și $ 2.1, 8). Acţiuni 
concentrate de structură mai complicată pot fi construite în principiu cu ajulorul funcţiei 
8 a lui Dirac şi al derivatelor sale, 


$ 9. GRADUL DE ARBITRAR AL FUNCŢIILOR LUI KOLOSOV 
ȘI MUSHELIȘVILI. SCHIMBĂRI DE COORDONATE 


d) Gradul de arbitrar 


Cunoaşterea funcţiilor lui Kolosov şi Mushelişvili caracterizează 
pe deplin starea elastică, dar nu şi reciproc (compară cu $ 5.11, pag. 216). 
Aceste funcţii trebuie deci determinate numai abstracţie făcînd de anu- 
miţi termeni ce corespund stării elastice nule (tensiuni nule, sau tensiuni 
şi deplasări nule). Vom atribui — numai în acesi paragraf — indicele „0 
funcțiilor ce descriu starea nulă. 

Ne vom limita la cazul F = 0 (pentru F=£ 0, vezi C. Teodosiu [1]). 

Fie că în Z e realizată starea de tensiune nulă. Din prima relație 
(7.8) urmează, ţinind seama de (7.7), că 


Re 0, (3) =0. (1) 


Notind O, = Po + iQo, deducem din (1) și din ecuaţiile Cauchy- 
Riemann că Q, se reduce la o constantă reală C, şi deci 


P(3) = iC. (2) 
Introducind (2) în a doua ecuaţie (7.8), deducem 
Yo(3) =.0, (3) 
astfel că prin integrare obținem 
Pol3) =iCa + Vlâ)=Y> (4) 


unde y, *' sint constante complexe. Avem deci libertatea de a dispune 
de 5 constante reale, și funcţiile (4) pot fi adăugate funcţiilor problemei, 
fără a altera starea de tensiune. Prin urmare, putem alege arbitrar valo- 
rile funcțiilor ș, y şi Im gq' într-un punct oarecare. Dacă Z conţine originea, 
putem alege arbitrar valorile q(0), (0) şi Im q'(0). Așadar, pe de o parte 
aceste valori nu pot fi principial determinate din datele formulate în ten- 
siuni ; pe de altă parte cunoaşterea lor nu este necesară. 
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Fie acum realizată în Z starea de deplasare nulă. Funcţiile corespun- 
zătoare trebuie căutate printre cele ce realizează starea de tensiune nulă, 
astfel că ele au forma (4). Din (7.12) obţinem acum 


C(x + Lig + (nr —r)=0. (5) 
Or, această condiţie este satisfăcută identic dacă şi numai dacă avem 
C=0,y'=xy. (6) 


Aceasta revine la a stabili trei noi condiţii (în real), şi arată că mai 
putem dispune arbitrar numai de două constante reale. Putem deci 
alege arbitrar pe y sau y', aşadar, dacă originea este în 2, valoarea p(0) 
sau W(0). Notind 

Yemtita Y = mori (7) 
și introducînd (4) în (7.12), obţinem deplasările ce corespund stării de 
tensiune nulă : 

ui = (x 1) Ca + (ev — Y0)l/2u, 
us = [(x + 1) Ca + (Ya + X)l/2u. 


Aceasta este o roto-translaţie rigidă, caracterizată de parametrii 
C, Xfu — Vis XYa + Ya. Condiţiile (6) echivalează cu cerința de anulare a 
acestora. 


(8) 


b) Schimbări de axe 


Ca şi în cazul problemei anti-plane (vezi $ 5.11, pet. d) poate fi utilă 
transcrierea funcţiilor lui Kolosov şi Mushelişvili dintr-un sistem de axe 
în altul. Notînd cu indicele „1 mărimile relative la noul sistem, avem deci 
în cazul translației 


a 3 + 3, (9) 
iar în cel al rotației 
a = lexp(i9)la'. (10) 
Ca şi în (5.11.13), 0 funcţie P(x, 3) se zice invariantă 6) dacă 
avem 
P'(3, 3) = Pg 3). (11) 


Semnificația mecanică a componentelor o, arată că funcţiile S, Se 
sînt invariante la o translație (dar nu şi la o rotaţie !) a axelor : 


IS, Si =s, (12) 


€) Poziţia — inferioară sau superioară — a indicelui „,l”” este dictată aci (ca şi în 
$ 5.11) exclusiv de rațiuni de comoditate a scrierii. 
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Relaţia (7.4) dă prin urmare 
Re[0(3) — 0, (3 —39)]=0, 


de unde urmează că partea imaginară a acestei funcţii de ş este o constantă, 
fie ea iC. Prin urmare, avem 


(3) = 0,(3—30) + ic, (13) 


unde, după cum urmează din (2), constanta iC poate fi neglijată. 
Relaţia (7.6) conduce la egalitatea 


30(3) + Pa) = (3 —5)Oita — 3) + (a — 3), 
de unde, ţiniînd seama de (13), deducem 
Ya) = "(3 — 80) — 80,3 — 30). (14) 
Neglijind termenii corespunzători rotației (2) şi constantele com- 
plexe de integrare (corespunzătoare unei translaţii), deducem din (13), (14) 
9(3) = (3), (8) = als) — 3pi(3'). (15) 


Funcţia q(3) este deci invariantă la o translație de axe, în timp ce 
(3) se transformă conform celei de a doua relaţii (15). 


'Trecind la cazul rotației axelor, vom aminti că S, =0/(1 +»), 
şi deci: 
Sa ==:$3, (16) 


Puneţia S nu este însă un invariant. Transeriind a doua ecuaţie 
(7.1) în axele şi g', obținem 


85/93 = 0Sol0g, 8S'/0g' — 0S1/0g. (17) 
'Ținînd seama de (16), precum şi de faptul că din (10) urmează 
d3/93' = exp (i9), d/dz = [exp (i9)]d/d3, (13) 
putem transcrie a doua ecuaţie (17) sub forma 
[exp (— î9)] 9S'/83 = [exp (i9)]95a/d03. (19) 


Comparînd-o cu prima ecuaţie (17), deducem prin integrare 
S' = [exp (2i9)]S + (3), 


unde f(3) este o funcţie necunoscută. Întrucît formulele generale de trans- 
formare (2.5.5) sint: omogene, rezultă că trebuie să avem f(3) =20, şi deci 


S: = [exp (2i9)]S. (20) 


Se înțelege că această relaţie — asemănătoare cu a doua relaţie 
(5.11,16) — putea fi stabilită direct, dar laborios, din (2.5.5). 
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'Ținind seama de (16), obţinem acum din (7.4)—după neglijarea 
unei constante imaginare — la fel ca în cazul translaţiei 


(3) = 0,(3)). (21) 
Din (7.6) deducem mai întîi 


30'(3) + (3) = [exp (—2i9)] [310i(31)-- (39). (22) 
Întrucât din (21) şi (18) avem evident 
P'(3) = [exp (— i9)] (3), 
primii termeni din ambii membri din (22) se reduc, şi astfel căpătăm 
(4) = [exp (— 299143). (33) 


Pinînd seama din nou de (18), obţinem din (21) şi (23) prin integrare 
(întrucît unghiul % nu depinde de 3): 


e(3) = Lexp(i9)] q.(3'), Yla)=lexp(—i9)] (a). (24) 


c) Ecuațiile lui Lame şi Mazuell 


Formulele precedente permit printre altele să se stabilească ecuațiile 
elasticităţii plane sub forma numită a lui Lame și Mazwell. Pentru aceasta, 
să căutăm să transeriem ecuaţiile (7.1) numai prin intermediul tensiunilor 
principale. 

Prima din ele rămîne invariantă, în virtutea relaţiei (16). Dar pen- 
tru cea de-a coua, nu putem folosi nici un sistem de coordonate carteziene, 
întrucât poziţia axelor principale variază de la punct la punct. Va trebui 
deci ca această ecuaţie să fie transerisă în coordonate curbilinii ortogonale, 
definite ca traiectorii ale tensiunilor principale (tangente în fiecare punct 
la direcţiile principale locale). Aceste traiectorii se numesc linii igostatice. 

Păstrînd deocamdată notația a, 3 pentru coordonatele carteziene în 
axe oarecare, introducînd (16) și (20) în a doua ecuație (7.1), şi ţinind 
seama că unghiul 9 este acum o funcţie de a şi 3, căpătăm mai întîi 


055/93 — [exp(—2i9)] [8S1/33 — 2is'89/93] = 0. (25) 

Această ecuaţie trebuie să rămînă valabilă la limită, atunci cînd 
atit axele 3, cît și axele şi, sînt axele principale, adică pentru 9 =0. 
Notînd cu s,,; Se abscisele curbilinii pe liniile izostatice, și considerînd 
variabila complexă 3 = 8, + îs, deducem din (25): 


O(0, + 02)/93—0( oa — 01)/98 + 2i(03 — 6) (99/02) 320 = 0 
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sau încă, făcînd uz de formulele (A.4.5) pentru variabilele £, s: 


2  , 2) „d 
Po n) ME Ta fa i a dar 


= 0. (26) 


9=0 


: 29 . . 09 
“+ 2i( 02 — 8) [E m. șa] 


Înlocuind în punctul considerat li- 
niile izostatice prin cercurile osculatoare 
corespunzătoare, de raze pp, respectiv oa, 
avem evident ds, = pd, ds = pad, de 
unde urmează 


09/08, = 1]pa, 09/0sa = pa. (27) 


Separînd acum în (26) partea reală 
și cea imaginară, căpătăm în definitiv 
ecuaţiile Lamc și Maxwell : 

d0,]d8, + (o —d2)/px = 0,  0oa/0se + (o — 0a)la =0. (28) 


Pentru aceste ecuaţii forma în variabile reale (28) e cu mult mai sim- 
plă decit cea în variabile complexe. 


Fig. 6.9.1 


$ 10. NATURA FUNCŢIILOR LUI KOLOSOV ȘI MUSHELIŞVILI 
ÎN DOMENII OARECARE 


Proprietăţile funcţiilor q(3), b(3) trebuie să decurgă din formulele 
ce le leagă de componentele tensiunii şi deplasării, care trebuie evident să 
fie uniforme şi mărginite în 2. Ne vom limita la cazul F = 0. 


OBSERVAȚIA 1. Presupunerea — ciudată la prima vedere — că componentele deplasării 
pol să nu fie funcţii uniforme, conduce la aplicaţii de importanţă capitală în sludiul tensiu- 
nilor termice şi al dislocaţiilor. (Vezi A. love [1], $156 A; N. Mushelişvili [5], $$45—46; 
V. Volterra [1|; G. Weingarten [1]; vezi și indicaţiile din $ 4.1, pag. 129). 


Amintim aci relaţiile fundamentale (7.8), (7.12) si (7.19): 


S, = 2(9'+ 9), S=2(30"+v); (1) 
dU =xp—3p'—v; (2) 
Ga + iama = —i(9+33' +9). (3) 


Evident, funcţiile g, y nu pot avea puncte singulare decit pe îron- 
tiera lui 2, sau în exteriorul acestui domeniu (de exemplu în 2, ). 
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a) Domenii simplu coneze 


O funcţie analitică într-un domeniu mărginit, şi simplu conex este 
cu necesitate uniformă (teorema monodromiei). Prin urmare, dacă Z 
este simplu conez şi mărginit, tuncţiile q(3), V(3) sînt olomorfe în Z. 

Dacă 2 este multiplu conex, ele rămîn uniforme în orice porţiune 
mărginită şi simplu conexă a sa, putind fi însă în general multiforme. 


-b) Domenii mărginite şi multiplu conexe 


Cu notaţiile (A.4.35)— (A.4.38), condiţiile de unitormitate se seriu ca, 

[Sola = [Slg > Ul =0 (4) 

pentru orice curbă închisă din Z. Întrucit S, are forma din (1), prima 
relaţie (4) duce la 

[Re b(3)]g =0, (5) 

ceea, ce arată că partea reală a funcţiei b(3) este uniformă în Z. Partea sa 

imaginară se obţine sub forma (A.5.62), așadar a unei integrale curbilinii 


care pune în evidenţă o sumă de termeni logaritmici, și o funcţie uniformă. 
Alegiînd 


o (3) = y An (3—3,) + Oul gezi, (6) 


— unde A! sint constante reale, iar 0,(3) este uniformă, deci olomortă în 
2 — asigu ăm verificarea condiţiei (5). 
Pentru a deduce din (6) funcţia (3), avem mai întîi 


5 A;ln (3 — 3) d3 = Şi A; (3 —a)ln (3 — 3) — PE —3. (7 
Pe de altă parte, din (A.5.60) deducem 
(ou); = Și Cin 5) + 0o:e() 6) 
je 
unde Oe; (3) este olomorfă în Z. Adunind expresiile (7) şi (8) și stringînd 
la un loc termenii uniformi, obținem 


ela) = Şi Atsn 6 —3) + Şă vila (6 —a) ed) (9) 


unde y, = 0, — A'3,, iar eo (3) este o funcţie olomoriă în Z, 
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Pentru a determina aspectul funcţiei V(3), vom face uz de a doua 
condiţie (4), vom ţine seama de (1), şi de faptul că funcţia q"(3) rezultă din 
(9) a fi olomorfă în Z. Obţinem astfel 


LY(3) la = 0, (10) 
ceea ce corespunde relaţiei (5) pentru 0(3). Funcţia Y(3) este deci olomortă 
în Z, iar primitiva ei se calculează ca în (8): 

V(3) = Swln(3—a3) + vol) aeZi, (11) 
Îl 


unde (3) este olomorfă, 
Expresiile (9), (11) constituie punctul de plecare în studiul tensiunilor 
termice și al dislocărilor în corpurile plane multiplu conexe. 
Să facem acum uz de ultima condiţie (4), introducînd aci (2) ; obţinem 
Lola — 3 LO la a [Vl = 0. (12) 
Dar din (9) şi (11) avem în particular pentru & = £,: 
[olg, > 2ri (43 + Y%) leg, >2ri45, [Vlg,=2riw, (3) 
astfel că din (12) obținem m condiţii (necesare și suficiente) : 
2mi (453 + xx, + A+ Y))=0, E AP 
(amintim că A* sînt reale), de unde deducem 
A; =0, w= —xf, (14) 


Relaţiile (12) rezultă acum verificate pentru orice curbă Z din 2. 
Introducînd (14) în (9) şi (11), obţinem 


ala) = Şi vln (3 — 3) + cola) 
si (15) 
V(3) = — x 3 Ym (3—3,) + vota) 


ceea ce asigură uniformitatea tuturor componentelor stării elastice. 

Pentru a determina constantele y,;, să considerăm rezultanta com- 
plexă X” şi momentul rezultant MY al tensiunilor eaterioare aplicate 
pe componenta Z, a frontierei : 


XI) == XI + i XP => $, (6, + i6,2) ds, 
, (16) 


My = $, (2, Oua — Wa 6.1) ds, 
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pentru j = 0, 1, 2,...,m. (Curbele Z, sînt parcurse în sensul direct, iar n 
este normala exterioară la 2.) 

Comparind (16) cu formulele (8.1), (8.2) scrise pentru o curbă £ 
închisă, unde n este normala exterioară la domeniul 7 mărginit de &, 
rezultă imediat că 

Rla, = XV, Rs, 0, 


fe În dp o soy (17) 
Nas, = My, Mslg, = — MY, ec, 3 Ha 


ceea, ce se explică prin faptul că sensul normalei din (8.1), (3.2) coincide cu 
cel din (16) numai pe componenta exterioară a frontierei. 
'Ținînd seama de (15) în (8.12), avem mai întâi 


[e + 39 + Vle= d [ln (3 — 3) — xn (3 — la. (18) 


Prin urmare, dacă curba £ conţine în interior o componentă Z, a 
îrontierei (şi numai pe ea), prima relaţie (8.12) dă 


R= 2x (x +1), (19) 
iar dacă domeniul „7 mărginit de 2 este simplu conex şi în întregime 
conţinut în 2, atunci avem 

R=90, (20) 
Seriind (19) pentru Z, şi ţinînd seama de (17), găsim deci 
7; = — XY9]2m (n + 1), = 1, 2, (21) 


astfel că forma definitivă a funcţiilor lui Kolosov şi Mushelişvili într-un 
domeniu mărginit şi multiplu conex (pentru F = 0) este 


e (3) = — UP (e + 1] YD XP In (3 — 3) + gala), 
Lili si (22) 
Y (3) = [x/2z (n + 1] XX” Im (3 — 3) + Yo (3), 


unde eo(3); Yo(3) sînt funcţii olomorfe în Z. (O (3), (3) sînt întot- 
deauna olomorte.) 

Aceste formule permit separarea componentelor multiforme şi redu- 
cerea ulterioară a problemei la determinarea unor funcţii uniforme, deci 
olomorfe în Z. (Vezi mai departe $ 11 şi $ 14, pag. 439; vezi şi $ 5.11, 
pag. 217—218.) 
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Pentru a face uz de (15) în a doua formulă (83.12), vom considera pri- 


mitiva »(3) a funcţiei y (3), care are forma (vezi (11) şi raționamentul 
din (7), (8)): 


(8) = Yvin (3 — 8) + vi In (3 — 0) -+ xo(0), (23) 
unde +9(3) este olomortă, iar *; sînt constante complexe. Introducind 


(11) şi (23) în (8.12), şi ţinind seama că e'(3) este olomorfă (vezi (6), 
cu A; = 0), obţinem 


Na = Re Îi [y; In (3 — lg: (24) 
Prin urmare, dacă % conţine în interior o curbă Z,, (24) devine 
Na = — 2r Imy ; (25) 


dacă domeniul «Z mărginit de & este simplu conex şi conţinut în Z, 
atunci 


Na si 0, (26) 
Seriind (25) pe Z, şi ţinind seama de (17), căpătăm 
Im y! = MP/2x. (27) 


În definitiv, rezultantele complexe X” intervin în expresiile func- 
țiilor (4) şi v (3), iar momentele My— în expresia funcției x (3). 


c) Domenii nemărginite şi multiplu coneze 


Să presupunem în fine că domeniul 2 este nemărginii — limitindu-ne 
la cazul unui domeniu Z- din figura A.3.2, cu frontiera alcătuită din curbele 
E AU PE 

Formulele (22) sînt valabile în orice porţiune mărginită a planului. 
Rămiîn de cercetat funcţiile 7(3), 4(3) în exteriorul oricărui cere Z, de rază 
R. Alegind R suficient de mare pentru ca toate curbele Z, să fie conținute 
în interiorul lui Z,, conehidem că pentru orice punct exterior lui 2, avem 
lal > [3,1 şi deci 


In (3 —3) =Ing+Im(i —3,/3), 
unde funcția 


în (1 — 4/8) = —ailă — = (3,13) — șI (3/89 — e 
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este olomorfă în exteriorul cercului Z,, inclusiv în 3. Notind 
sn LL) 
4 = $ AY, Pe — 5, AY, x = Pe i i Xa; (28) 
iZ 


jÎ=1 
obţinem din (22) formulele 
e (3) = — DX/2z (x + Dlln a + eo:o (3) 


» (29) 
V (3) = [nX2r (n + ID) În 3 + Vo:o (3) 
unde funcţiile o:0 Și Vo: Sînt olomorfe în exteriorul lui £,: 
%o:0 (3) = „IL 0,3  Wo:o(3) = : X b, 3. (30) 


OBSERVAȚIA 2. Dezvoltări de torma (30) sint valabile în orice punct exterior cercului 
SF p — dar nu trebuie să credem că există o singură astfel de dezvoltare în serie valabilă pentru 
exteriorul lui Z. Coroana circulară este singurul domeniu pentru care cunoaşterea unui element 
Laurent epuizează cunoaşterea functiei. 


Să folosim acum condiția — evidentă din punet de vedere mecanice — 
ca tensiunile şi deplasările să rămînă mărginite la infinit. Introducind 
expresiile (29), (30) în formulele (1), obţinem 


| sii beat 3 ag ah 
Se =2 | 2 (x + 1) 3 27 (x + 1) Fi + dn (4,3 A ț a,.3 ) 
ră X dă 2 
ut (sate parta GIF 3! (31) 
+ 5 ni —1)a,z2i 5 m]: 


Notînd aci 3 = Rexp (îy) deducem că Sp şi |S| rămîn mărginiţi 
pentru R —> co, dacă şi numai dacă a, —b, = 0 pentru n > 2, astfel că 
formulele (29), (30), se redue la 


e (3) = — [XPr (n + Dna + ag + DD a-n ri 
E (32) 


(4) = DXPae + DI gt dist Î b-n3?. 
Funcţiile (3), Y(3) sînt deci olomorte, cu excepţia punctului de la 


infinit, unde pot avea eventual poli de ordin zero. 
Din cele de mai sus rezultă acum că avem 


| |. ee 
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Notind 
4 = ia, b=bi+ib, (34 
obținem din (33) 
oi = 2a, — bi, o = 24; +hb,, LEE a 
| 1 (35) 
ni ii ai oz), N (08 — Gh) bi = o. 


După cum se vede, mărimea Im a, =a; nu intervine în aceste relaţii. 
În cazul problemei lui Neumann putem lua (vezi $9, pag. 403— 404) 


astfel că seriile din (32) reprezintă funcţii olomorie inclusiv în punctul 
de la infinit. În cazul problemei lui Dirichlet, putem lua 


a;=0, sau b,=0, (37) 


și una din cele două serii are un pol de ordin zero la infinit. (Vezi $ A.5, 


pag. 716). 
Mai departe, introducînd expresiile (32) în formula (2), căpătăm : 


2uU = — [xX fr (x + 1)]ln (33) + (na. — â.)a — 8.3 + 
+ [Xa (x + 0] (3/3) + ÎL (ca-n 3" — Nă_n 38! — bu"), (88) 


care rămîne mărginită la infinit dacă și numai dacă 
X= Ah =0, (39) 


așadar dacă atit rezultanta sarcinii pe Z, cît şi tensiunile la infinit, sînt 
nule. În cazul problemei lui Neumann, deplasările la infinit rezultă atunci 
chiar nule. 

Din formulele (6.22) şi (38) obţinem acum valoarea rotației 


1 XX 1 
03 = — ImU, = — —— AI, 
2u 2r(x +1) 3 


— (na, — ă.) — 


X ÎL e st ta ee, tii croata 
PI „MI Gena e năaă — mda) | (0 
Zita FI 3 td A d d ) 


de unde 
lim oa = — [(x + 1)/2ula” pentru |3|— oc, (41) 


astiel că a treia relaţie (36) echivalează cu presupunerea că rotația la infi- 
nit este nulă. 
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'Pinînd seama de (36) şi (39) în expresiile (32), obținem deci 


p(3) = Yi a3 (3) = bas, (42) 
mm n=l 
ceea ce arată că înseși funcţiile q şi y sînt olomorfe la infinit. 

Condiţia X = 0, esenţială în raționamentele ce au condus la (12), 
are un caracter paradoxal. Într-adevăr, din (38) se vede că dacă X=£0 
(ceea, ce, pentru un corp infinit, nu este incompatibil cu starea de echili- 
bru), deplasarea la infinit este infinită, oricît de mic ar fi |X|. Asupra 
acestui paradox vom reveni în $ 7.10. 


Este ușor de înțeles intuitiv de ce componente finite ale tensiunii la infinit corespund 
nor deplasări infinite — așadar lipsite de sens mecanic. 

În practică, componente ne-nule ale tensiunii „la infinit” permit totuşi să se descrie 
-o stare de tensiune existentă într-un corp de mari dimensiuni, la distanțe mari de zona al 
cărei studiu ne interesează (de ex., concentrări de tensiuni în jurul unor orificii într-un corp 
solicitat pe frontieră, la mare distanță de aceste orificii). Calculul deplasărilor „la infinit” 
e lipsit de sens. Dimpotrivă, calculul tensiunilor (singurul care prezintă interes din punc- 
tul de vedere al criteriilor de rezistenţă) este întotdeauna permis. 


În cazul particular al domeniului nemărginit dublu conex Z, , putem 
lua î = 0, şi atunci formulele (22) se scriu 


e(3) = — [Xa + 1)]lln 3 + eo(3), 
Y(3) = [xX Pate + Dina + Vo(3), 


unde funcţiile oo; Yg sînt olomorie în orice porţiune mărginită a planului, 
exterioară curbei Z,. Dar aceste formule au același aspect cu (32), valabile 
în exteriorul cercului Z,. Prin urmare, ele sînt valabile în întreg domeniul 
Zi, tuneţiile oo Va fiind olomorfe atit în interiorul, cît şi în exteriorul 
cercului Z, (eventual exceptind punctul de la infinit). 


(43) 


d) Sarcini concentrate 
Lmînd e = Vp = 0 în (43), obţinem 


(3) = — [Xa + Dn â  V(3) = [xXPrtoe tr )]in a. (44) 
Aceste funcţii descriu deci starea planului acționat în origine de forța 
concentrată X. (Vezi şi (8.19).) Amintim tot astfel că funcţiile din (8.17) : 

e(3) =0, Y(8) = (UMaj2m)3” (45) 


descriu starea planului acţionat în origine de momentul concentrat Ms. 
Pentru o sarcină concentrată ce acţionează în punctul 30%, formulele 
de mai sus rămin valabile dacă aducem originea în 3%. Revenind la axele 
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inițiale cu ajutorul formulelor (9.15), obținem pentru forţa concentrată 
X aplicată în 3: 


e(3) = — Xa + Ilin (3 — 3) 
Y(3) = [eX Pr + lin (3 — 30) + [Xa + Da — 30) 
respectiv pentru momentul concentrat M, aplicat în şt : 
9(3)=0; (3) = (MP2) — 3). (47) 
Introducînd (46) şi (47) în (2), căpătăm 


(16) 


£ XX Fi X 3—8 LI 
2uU = — data II) In [(3 — 3) (3 — 39)] + Za FI) 330 (48) 
respectiv 
2uU = (i 00427) (3 — 1. (49) 


Ca şi mai sus, remarcăm caracterul paradoxal al soluției (44) 
(sau (46)). 

Considerînd că în fiecare punct 3'e 2 este aplicată o forţă X dD,, 
putem construi prin suprapunere, (așadar prin integrarea relaţiilor (46)), 
funcțiile lui Kolosov și Mushelişvili corespunzătoare acțiunii unor forțe 
de volum de componente X,(2?, 2?) (& = 1, 2). Soluţiile astfel obţinute dau 
valori corecte pentru tensiuni — dar nu şi pentru deplasări. În felul acesta, 
dispunem efectiv în cazul plan de acea soluție particulară a ecuaţiilor lui 
Lam6 neomogene, a cărei cunoaştere permite reducerea problemei la 
studiul cazului F — 0. (Vezi și $$ 4.10, 7.9 și 7.10.) 


$11. PROBLEMELE LA LIMITĂ FUNDAMENTALE ALE 
ELASTICITĂŢII PLANE 


Problemele fundamentale ale elasticităţii plane se reduc la determi- 
narea funcţiilor q(3) şi V(3) din anumite condiţii la limită, care se obțin 
transcriind valorile pe frontieră ale deplasărilor, respectiv ale tensiunilor, 
prin intermediul formulelor (7.12) şi (7.10) (compară cu $ 5.11). 

Amintim (vezi $ 4.2, d, şi finele $4.10) că se caută numai soluţii pentru 
care expresiile (7.12), (7.19) sînt prelungibile pe 2— cel mult cu disconti- 
nuități de prima speţă pentru datele în tensiuni. O condiţie suficientă 
pentru aceasta este ca funcţiile (3), p'(3), V(3)— despre care am presupus 
deocamdată că sînt analitice în Z — să fie şi continue în Z + 7. Aceste 
soluţii se vor numi soluții regulate. 
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Ne rămîne să transecriem în mod corespunzător condiţiile la limită 
(4.6), (4.7) şi (4.9). Funcţiile date pe frontiera Z pot fi privite ca funcții de 
afixul t = 3|g, sau ca funcţii de abscisa curbilinie s. Vom păstra aceleași 
simboluri pentru funcţiile ce apar în datele Ja limită, fie că le vom scrie ca 
funcţii de 3, pe Z, ca funcţii de t, sau ca funcţii de s. 


a) Problema lui Dirichlei 


Întrucît pe Z se dau deplasările, așadar o funcţie g(t) = gu(t) + iga(t), 
funcţiile lui Kolosov şi Mushelişvili trebuie determinate din condiţia la 
limită ce decurge din (7.12): 


xp(t) — te'(t) — (6) = 2ug(6). (1) 


Întrucît primul membru din (1) este valoarea la limită a unei funcții 
analitice şi uniforme în Z şi continue în Z + 7, rezultă că şi funcţiile g(t) 
(sau g(8)) trebuie să fie continui şi uniforme pe 2. 

Faptul că dispunem de o singură condiţie pentru determinarea a 
două funeţii nu împiedică rezolvarea problemei (vezi $ A.9, pag. 757). 
Împrejurarea că intervin ambele variabile ş, ş va juca din acest punct de 
vedere un rol esenţial. 

Putem. dispune aici de o singură constantă complexă ; dacă originea 
este situată în 2, putem deci lua arbitrar de exemplu e(0)=—0, sau V(0)=—0. 

Dacă 2 e simplu conex, avem Z = 24, şi problema se reduce la deter- 
minarea a două funcţii olomorfe din condiţia (1). Dacă Z este mărginit şi 
multiplu conex, funcţiile din (1) au forma (10.22). După calcule simple, 
obţinem 

xpo(t) — test) — Vo(t) = 2ugo(t), (2) 
unde am notat 


2ugo(t) = 29 (6) + are ȘI XP 1n tale — 
= 


fiinte di) y x" Li — 3). (3) 


Întrucît avem 3, e Zf, funcţia ga(t) este de asemenea uniformă şi 
continuă pe fiecare din componentele frontierei. Problema se reduce deci 
din nou la determinarea unor funcţii olomorie o; Y din condiţia (2), 
analogă cu (1). | 

Membrul al doilea din (2) depinde de constantele complexe X”, 


necunoscute, dar nu arbitrare. Soluţia poate fi căutată în funcţie de X” 
ca parametri, aceştia fiind determinaţi ulterior în chiar cursul rezolvării 
problemei. (Vezi pag. 145, Observaţia 3). Aceasta este deci analogă 
problemei lui Dirichlet generalizate (pentru ecuaţia lui Laplace) din 
$ 5.11, pag. 215. 

Cazul domeniului nemărginit se tratează asemănător, 
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b) Problema lui Neumann 


Întrucît acum se dau pe Z valorile vectorului tensiune complex, așa- 
dar o funcţie f(t) = J,(t) + îfa(t) (sau — în aceleaşi notații — o funcție de ab- 
scisa 8), funcţiile lui Kolosov şi Mushelişvili trebuie determinate din condi- 
ţia ce decurge din (7.19) 


— ile(t) + te + 401, =). (4) 


(Amintim că în (4), axele n, s sînt orientate la fel ca axele a, e.) 
Fie deocamdată că domeniul Z este mărginit şi simplu conex. Inte- 
grind în (4) în raport cu abscisa curbilinie s, căpătăm evident : 


p(t) + te + (6) = if re) d+0, pe (5) 
[i] 


unde C, este o constantă complexă necunoscută, dar nu arbitrară. 
Folosind notația (8.1), vom serie pe viitor 


h(t) = ho) =i (fe) de = îR(8). (6) 
o 


Ca şi în problema lui Dirichlet, h(s) rezultă a fi continuă pe 2 pentru 
orice funcţie integrabilă f(s) — chiar dacă aceasta posedă discontinuități 
de prima speţă. 

Funcţiile q(3), V(3) sînt în acest caz determinate, abstracţie făcînd 
de termeni de forma (9.4). Prin urmare, primul membru din (5) e dat 
abstracţie făcînd de o constantă + '. Dacă determinăm pe deplin 
funcţiile căutate, fixînd deci valorile constantelor y, y', C, atunci constanta 
C, din (5) rezultă determinată. Dacă, dimpotrivă, fixăm pe 0, (de ex. 
Cp = 0), atunci numai una dintre constantele y, ş' mai poate îi aleasă 
arbitrar. 

Să presupunem acum că domeniul Z este mărginit şi multiplu conex. 
În acest caz, condiția (5) rămine valabilă pe componenta Z, a frontierei. 
Pe componentele interioare Z, însă, membrul al doilea al condiţiei la 
limită îşi schimbă semnul, întrucît normala externă la Z şi tangenta s 
formează un sistem de axe orientat invers sistemului Ox, r,. Prin integrare, 
căpătăm deci 


p(t) + te'(t) + (9) =H"(9+0, tez,;, (7) 
unde 
| ij pe) de, tez,, 
Rh” (4) =50" (a) zi . (8) 
—i pe) as, te 2, j=1,2,...,m. 
9 
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După cum se vede, notăm — dacă e cazul să distingem — cu indicele 
superior ,,” datele de pe componenta Z,, și folosim — printr-un abuz ce 
nu riscă să producă nici un fel de confuzie — aceeași notație h atît pentru 
funcţia de punctul te 7, cît și pentru funcția de abscisa s corespunzătoare 
acestui punct. În (8), toate componentele frontierei sînt parcurse în sensul 
trigonometric. Dacă dorim să conservăm definiţia din (6), trebuie ca pe 
componentele interioare , să adoptăm sensul retrograd. 

Chestiunea determinării constantelor complexe C, — necunoscute, 
dar nu arbitrare — este similară celei a determinării constantelor X" 
în problema lui Dirichlet. 

Ca și în cazul domeniului simplu conex, una din constantele C, poate fi 
aleasă arbitrar (de ex. 09 = 0), astfel că numai una dintre constantele y, 
“" mai rămîne la dispoziţia noastră. În genere, este totuși preferabil să dis- 
punem liber de constantele y, y', C— constantele C, (în fond ne-necesare) 
putind fi determinate în cursul rezolvării problemei. 

Funcţia definită în (8) e în general multiformă. Într-adevăr, din 
(10.16), (6) şi (8) obţinem (sensul de integrare fiind cel trigonometric) 


[i g= I: fils) ds =ix%, [h], =—i fs) ds= —iX7. (9) 
. z fi z; 
Ca şi în problema lui Dirichlet, condiţia (5) conţine funcţii necu- 
noscute olomorfe, în timp ce în (7) apar funcţii necunoscute multiforme. 
Dar introducînd expresiile (10.22) în (7), obținem | 


pot) + teal) + Volt) = hal) +0, tez,, (10) 


unde am notat 


hot?) = (0) + Dre + DI Ş XI Dn dt — a) — na (03) + 
j=l 


+ fox (x +1)] Ş x [tt — îl: (11) 


(Indicele de numerotare pentru funcţiile h(t) şi ho(t) a fost aci omis.) 

Funcţiile din membrul al doilea din (11) sînt continue, iar hal) 
rezultă a fi uniformă : într-adevăr, după o parcurgere a conturului Z, în 
sens trigonometric (pentru j>1, lăsînd domeniul Z în dreapta), termenii 
în XY capătă creşteri egale cu 


[XYf2x(x + 1)] [2zi — x(— 2mi)] =iXY = — [n (tz, (12) 
Spre deosebire de cazul problemei lui Dirichlet, din datele problemei 


se pot calcula acum rezultantele X“!. Funcţia h(î) trebuie să posede desigur 
şi proprietăţi care să asigure echilibrul domeniului Z, așadar decurgind 
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din condiţia ca sistemul forțelor exterioare să fie echivalent cu zero. Din 
(10.17) şi (9) rezultă mai întîi condiția 


[h(92, — A [n(b)z, =0, (13) 
fm 


unde toate componentele frontierei sint parcurse în sens direct. 
Pentru momentul rezultant, deducem din (10.17) şi (8.2) condiţia 


m = Mi —S m 


o i=1 


a Reg itofeae =0. (04) 
z, e 


Dar, întrucît din (8) urmează 


dh (3) — i fs) ds pe Za . (15) 
—ife)ds pe 2, j=—1,2,...,m, 


deducem că (14) ia forma 
Ms = — Be d (5) dh (3) =0, (16) 
e 


unde — spre deosebire de (14) — componentele interioare ale frontierei 
sînt parcurse tot în sens direct. 

Funcţia h(8) fiind cunoscută pe Z, cantităţile ce intervin în (13) şi 
(16) se calculează uşor. 

Integrînd prin părţi în (16), obţinem şi 


F Ea Re [i sl — A A ati 0. (17) 


Dacă h(s) este uniformă pe fiecare din componentele îrontierei 
(aşadar dacă X” = 0), primul termen din (17) se anulează pe fiecare Z,, 
şi ne rămîne 


3 = Be $ Dat =0. (18) 
[i 


aa În particular, formula este valabilă pentru 2 simplu conex şi măr- 
ginit. 


c) Problema mizlă 


Condiţia la limită se obţine scriind condiţiile (1), respectiv (7), fie- 
care pe porțiunile corespunzătoare ale frontierei. Dificultăţile în rezol- 
varea ei sint considerabil mai mari. 
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d) Exemplu 


Reproducem aci un exemplu elementar, util în cele ce urmează: soluția problemei 
lui Neumann pentru corpul solicitat pe frontieră de o presiune hidrostatică —p. Din (3.4.13) 
avem c,, = —pn,. Ținind seama de (A.3.12) şi (A.4.22), căpătăm 


[5) = Gu + io = —P lg (5) — iz, (5)] = îpt“(s). (19) 


Păstrind pe toate componentele frontierei sensul ce lasă în stinga interiorul domeniului, de- 
ducem deci din (6) sau (8): 


h(s) = — pls). (20) 
Alegind 
1 
(3) = — au Pi  Y()=0, (21) 
rezultă că (7) este satisfăcută pe oricare componentă a frontierei (cu Cc, =0). 


e) Concluzii 


Cele de mai sus pun în evidenţă unul din meritele principale ale aces- 
tei metode: condiţiile la limită (1) și (7) sînt de acelaşi tip, aşadar problema 
lui Dirichlet şi cea a lui Neumann se reduc la una și aceeaşi problemă la 
limită a teoriei funcţiilor de o variabilă compleză. 

Chestiunea condiţiilor de existență a soluţiei acestei probleme depă- 
șește cadrul cărţii de faţă. (Anumite cazuri particulare vor fi examinate 
în $$ 14 şi 21.) Indicăm numai că ea se reduce în ultimă instanţă la studiul 
unor ecuaţii Fredholm. Pentru rezultatele fundamentale în acest sens, 
vezi N. Mushelişvili [5], $$ 96—103. Vezi de asemenea mai jos indi- 
caţiile din $$ 20 şi 23—25. În cele ce urmează, vom presupune întotdea- 
una că existența și regularitatea soluţiei sint asigurate. 

În ce priveşte natura soluţiei, să remarcăm că, dacă ecuaţiile omogene 
au soluţie de clasă convenabilă, atunci reprezentarea (10.1)—(10.2) este 
obligatorie, şi componentele stării elastice sint funcții analitice de a, Za. 
Metoda lui Kolosov şi Mushelişvili asigmă deci numai găsirea soluţiilor 
analitice și regulate ; iar astfel de soluţii există, dacă există soluţia (analitică 
şi regulată) a problemelor (1) sau (7). 

Chestiunea existenţei soluţiilor conduce la a ne întreba : ce proprie- 
tăţi trebuie să posede frontiera 2 şi funcţiile g(s) sau f(s), pentru ca problema 
(1) sau (7) să admită soluţie (subinţeles : analitică şi regulată) ? În absenţa 
acestor proprietăţi, reprezentarea (10.1)—(10.2) nu are sens, și componente- 
le stării elastice pot să nu fie analitice. (Desigur, dacă condiţiile suficiente de 
existenţă ale soluțiilor problemelor (1) sau (7) nu sint satisfăcute, aceasta 
nu înseamnă că ecuaţiile elasticităţii plane nu au soluţie, ci, cel mult, 
că ele nu au soluție analitică.) 
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Pentru gisirea acestor soluţii pentru domenii cu curbe frontieră, sau cu date la limită 
insuficient de regulate, vezi bibliografia indicată de D. Şerman [8]; 1. Vekua şi N. Mus- 
helișvili [1]. Menţionăm aci rezultatele lui S. Belonosov [2] (cap. 2 şi 4) şi [3], şi ale luii 
L. Magnaradze (citate în bibliogratie la N. Mushelișvili [5)). 

Imbortanța practică a soluțiilor na-analitice pare totuși mai mică decit dificultăţile 
matematice ce stau în calea obţinerii lor. În practică, iregularităţile curbelor-frontieră sau 
ale datelor la limită pot fi adesea privite drept cazuri-limită de variaţie rapidă, dar totuşi regu- 
lată, a datelor geometrice sau mecanice; soluţiile pot fi căpătate atunci ca soluţii aproxi- 
mative san cazuri-limită din soluţiile analitice ale problemei convenabil regularizate. (Vezi 
de ex. $ 16, exemplul b). 

Pentru o manieră mai abstractă de a formula aceleași probleme la limită (1) sau (7), 
vezi C, Mathurin [1], [2]. 

Pentru un procedeu văriațional de abordare a lor, vezi J. Radok [3]. 


Problemele (1) sau (7) constituie formularea matematică a unor pro- 
bleme de echilibru în corpuri de tipul celor examinate în capitolul 5 : în 
primul rînd, cilindri suficient de lungi. Dar spre deosebire de condiţia 
(5.11.1), cu caracter în esență geometric (întrucit datele mecanice intervin 
numai ca parametri), condiţiile (1), (7) determină funcţiile lui Kolosov 
şi Mushelișvili din datele atît geometrice, cît și mecanice pe suprafața late- 
rală a cilindrului considerat. 

În problema plană, repartiția reală de forţe nu poate fi înlocuită, 
cu una mai simplă, oarecum echivalentă ei, — pentru că forţele acţionează 
pe conturul secţiunii, de dimensiuni liniare comparabile între ele ca ordin 
de mărime. De aci şi obligaţia de a ţine seama de repartiţia reală, bidi- 
mensională, a datelor mecanice, odată cu forma reală a secțiunii. Aseme- 
nea probleme nu pot îi abordate nici măcar aproximativ cu mijloacele 
rezistenţei materialelor. 


Simplificările importante la care conduce principiul lui Saint-Venant nu îşi au echiva- 
lentul nemijlocit în problema plană. Într-adevăr, a modifica sarcina chiar pe o porțiune mică 
a frontierei Z, revine în fapt la a o moditica în lungul întregului cilindru. În aceste condiții, 
însăşi ideca care stă la baza principiului este în defect. (Compară cu $$ 7.1 și 7.10). 

Există lucrări recente care analizează anumite soluţii ale problemei plane din punctul 
de vedere al justificării principiului lui Scint-Venant (vezi de ex. S. Belonosov [2], cap. 4), 


Dax: 


J. Knowles [1]. 


$ 12. FORMULAREA PROBLEMELOR FUNDAMENTALE 
ALE TEORIEI ÎNCOVOIERII PLĂCILOR SUBȚIRI 


Întreg aparatul teoretic al problemei plane poate fi adaptat la stu- 
diul încovoierii plăcilor. Problema a fost cercetată (cu utilizare predomi- 
nantă de mărimi reale într-o primă fază a raționamentelor) de către G.Sa- 
vin [1], $ 6.1, și (folosindu-se sistematic reprezentarea în complex, şi pen- 
tru o gamă mai largă de condiţii la limită) de A. Green și W. Zerna [1], 
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capitolul . Pentru ecuaţiile de ordin superior ale teoriei încovoierii, V. Ma- 
nea [3], [7] a dat o analiză similară, care conduce — desigur — la condiţii 
la limită mai puţin simple. 

Vom examina aci formularea problemelor fundamentale ale teoriei 
încovoierii, la început pentru ecuaţiile de ordin superior, apoi (pentru 
rațiuni de simplicitate şi paralelism cu teoria stării plane) pentru ecuațiile 
clasice. Ne vom limita la cazul ecuațiilor omogene. 


a) Reprezentarea soluției prin două funcții complexe 
și o funcție reală 


Pentru a simplifica notaţiile, vom scrie 
W=uj bi, w=vw, E=0, (1) 


unde, amintim, w era în $ 3 media pe grosime a deplasării normale. Dim- 
potrivă, în tot paragraful de faţă bara dispusă deasupra unei litere va indica 
mărimea complex conjugată. 

"Cu ajutorul unei tehnici de repetate ori folosite, ecuaţiile (3.73) omo- 
gene se scriu sub forma complexă 


1 
au [u AW + (A + u)2 Es] —p(W + 2w,.) =0, (2) 
Av + 232=0, (3) 
iar ecuaţiile (3.80), (3.81) devin 
A8=0, (4) 
AAw =0. (5) 


în conformitate cu teorema lui Goursat (vezi (7.23)), delucem 
1 cea ua 
10(c39 2) = 7 n p(3) +3 pla) +a) +a) (6) 


unde e(3), x(3) sînt funcţii analitice de o variabilă complexă 3 în planul 
median 2 al plăcii. 'Ținind seama de (6) în (3), deducem 


— 


E = —2(9 +9); (7) 
după calculele elementare, ecuaţia (2) devine (notiînd 7, = y): 
4 4 —ă = 
TRE mi ta 2 [UL l—vlp'+eptkap+y. (8) 
Vom căuta soluţia acestei ecuaţii sub forma 
W=W—0—39—y, (9) 
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ceea ce conduce pentru W la ecuaţia 

sI Îi a Mia a: ML 45097, (10) 

În fine, soluția acestei ultime ecuaţii va fi căutată sub forma 
W=V+ al), (11) 


ceea ce conduce imediat la concluzia că 
5 Sia 
a(3) = — > N (1 — v)' 9'(3), (12) 

iar funcția V este soluţia ecuaţiei de tip Helmholtz 

4 

—MVau—V=0. (13) 

3 

Prin urmare, ecuaţiile (2), (3) admit o soluţie de forma, 


PS 3 — =3 . SE 
Wave — pp MO pi, mirii 
(14) 
aşadar o reprezentare prin intermediul a două funcţii analitice de o varia- 
bilă complexă, şi al unei funcţii reale, soluţie a ecuaţiei (13). Întrucît k 
este mic, ecuația (13) arată că în general derivatele acestei din urmă funcții 
nu sînt neglijabile în raport cu însăşi funcţia. 
Să trecem acum la transcrierea momentelor şi forţelor tăietoare din 
(3.72) (problema omogenă) prin intermediul mărimilor W, w. În acest scop, 


prin analogie cu formulele (6.17) și (5.4.5), să introducem cantităţile com- 
plexe 


No = Nut Na N=Naa— Nu 2i Nav Ss= Sati Baa. (15) 
Făcind uz aci de formulele (3.72), (1) și (A.4.13), obţinem mai întîi 


4 = 
No = 3 h3 (A4* + u)E, 


2 Li [i : [i , =] VA 
N = 3 h3 [2 (Ma — ua) + 2i e (2 kt uu)] = — SĂ uW.s, (16) 


S, = 2hp(W + 2%), 
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şi mai departe, introducînd aci expresiile (14): 


8 + [i EI i 
No = PU + u)(ș' +9), 
8 3 pi , Ş a — amr 
i “a u lă e ul d 2 ua db. p — Val (17) 
3 


Ss, = 2hu [V— AM wo]. 
Amintind valoarea rigidităţii la încovoiere din (3.78) 
D = - 3 (3%+2u) = î HE —w) = Bu — >), 8) 
şi ţinind seama de relaţiile evidente 


: RH (M*-+u) = 5 Rp (+ NL — vw =2D(l+») 


- AU AD 3) = MP l(1—) 49, (19) 
vom transcrie (17) sub forma definitivă (compară cu (7.8)): 
No = —2D(4+v) [p'+e], 
N = 2D (U-— ») [ 9" + y' + = (1 — vi gp” — va], (20) 


ce a [> = pu v]. 


Cunoaşterea valorilor la limită ale deplasării normale 2 și ale compo- 
nentelor u; — aşadar a lui w — permite transcrierea condiţiilor de tip 
Dirichlet din (3.55) sub forma unor condiții la limită pentru q, y şi V. 
Cunoaşterea valorilor la limită ale momentului încovoietor, momentului de 
torsiune, și forţei tăietoare, conduce la transcrierea condiţiilor de tip Neu- 
mann din (3.74) sub forma unor condiţii la limită pentru aceleași funcții 
de mai sus. 


b) Varianta clasică : reprezentarea soluției prin două 
funcții complexe 
Ne vom limita în cele ce urmează la cazul particular al teoriei clasice, 
cînd aceste condiţii capătă un aspect analog celor din teoria problemei 
plane. În acest caz, din (3.87), (1) şi (6), avem mai întii 


W= —2wu = —(0+a9+9). (21) 
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Prima formulă (20) — care e independentă de V — rămîne intactă. A 
doua formulă (20) este înlocuită cu (16), în care se introduce (21)— aşa- 
dar ea se modifică prin dispariția termenilor în g” şi V. În fine, a treia for- 
mulă (20) îşi pierde sensul, după cum se vede introducind (21) în a treia 
formulă (16). Pentru a obţine acum forţa tăietoare complexă S,, putem 
face uz de (3.91), care devine 


S, = —2DAw;. (22) 
Ținind seama şi de (6), formulele (20) sînt deci înlocuite prin 
No = —2D(1+v) (9 + 9), N=2D(—v) (39 +), Ss=—4Dg. (23) 


Prin urmare, funcţia V dispare cu totul din consideraţiile noastre, 
şi componentele stării elastice sint exprimate prin intermediul celor două. 
funcţii de tip Kolosov-Mushelişvili q(3) şi V(3). 

Pentru a transerie condiţiile la limită, trebuie să revenim la datele 
din (3.93) şi (3.95). În acest scop, din (6) şi (A.4.26) deducem imediat 


w, = Rel(p+râep + vals), (24) 
Wu = Iml(p+3e + v)a(5)]. (25) 
Mai departe, din (3.16) obţinem (intrucit 4? = 0, şi ţinind seama de 
(1) şi (6)): 
U = ut iu, = — 22 = —2(9+39 +) (26) 


astfel că deplasarea. este cunoscută, în aproximaţia acceptată. 
Pentru a serie condiţiile la limită de tip Neumann, vom observa că, 
în cazul unei rotații de axe de un unghi Y avem : 


3 = Lexp (i9d)]a; (27) 
componentele o, ale tensiunii (î, k = 1, 2) se transformă (chiar dacă 
nu este vorba de o stare de tensiune plană : amintim Că Hg = has = 0) 
conform formulelor ce rezultă din (9.16) și (9.20). Prin înmulţire cu z şi 
integrare în raport cu z, se obțin formulele corespunzătoare pentru momen- 
tele N,,, care conduce evident la relațiile 


NI = No, N = [exp Bi9)IN. (28) 


Forţa tăietoare complexă este un vector pentru care deducem din 
(5.11.14) 


Ss; = [exp (—i9)]Ss. (29) 


Vom examina în cele ce urmează o problemă pe care o vom numi din 
nou „problema lui Dirichlet” (cu date de tip (3.93)) şi o „problemă a lui 
Neumann” (cu date de tip (3.95)). Pentru alte condiţii la limită, vezi mai 
departe pp. 428—429. 
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c) Problema lui Dirichlet 
Din (24), (25) urmează evident, pe orice curbă £ din 2 +7: 
(9 +39 +val(s)=v, tiv, (30) 


Notind — ca şi în (A.3.12)— cu $ unghiul format de axele locale 
(2, 2) (în sensul de la «, la n), putem face uz de formula (A.4.21): 


ș'(9) =i exp (i8), exp (i) = —iz'(o). (31) 
Introducînd (31) în (30), obținem imediat condiția la limită 
p(t) + te) + 9) = — iv rind), (32) 


unde membrul al doilea este cunoscut. 


d) Problema lui Neumann 


A doua condiţie (3.95) conține derivata N,,,. Este de preferat să 
integrăm această condiție în raport cu s ; din (3.95) şi (3.94) urmează atunci 


Nas = Na (8); j Sa d + W,. = | N(5)ds +0 pe 2, (33) 


(C — o constantă reală necunoscută). Aci este evident necesar să trecem 
mai întii în fiecare punct de pe Z la axele locale (n, s), ceea ce se 


realizează printr-o rotație de un unghi 9 cunoscut (vezi (31)). Aceasta 
conduce la a înlocui mărimile din (15) prin 


N = Net N NN — Na F2i Na SS ri. (34) 
Formulele (6.12) dau imediat 


1 1 — 1 | 1 — 
Na = —N — =—(N NI), N = —N3 + —(NI4+N! 
3 0 a + N?), 2 o + Fa + NY), 


i bu: (35) 
Na = — (N — NI, 
4 
Tot asttel, din a treia relație (34) avem în axele (n, s) 
Sua = Res, 8,=ImS. (36) 


Introducînd în prima relație (36) egalitatea (29) şi făcind uz de re- 
prezentarea (23) şi de (31), căpătăm pe rind 


8,, = Re [exp (— î9) 5)] = — 4D Re [exp (—i5)7] = 
= 2i D[e"'s'(s) — 9'a'()], (37) 
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astfel că termenul integral din (33) devine 
ţ 8, ds = 2iD(g' — Ş)). (38) 
[l] 


În ce priveşte componentele momentului, să înlocuim mai întii 
primele două formule (23) în (28), ceea ce dă 


Nă = No = —2D( +v(e'+9$), 
A A (39) 
NI = exp (2i0)N = 2D(1 — v)exp 2i9)(39' +y). 
Din (35) şi (38) obţinem acum 
Ku = Bit dtp 48) -2Da — v) Lexp (2i Î) (9 + 9) + 
+ exp (— 2i 9) (39 +5), 
(40) 


| Sade N =2i Dig — 3-2 DU) [iesp (215) (69 +9) 


v 


— i exp (—2i 9) (39 + V)]. 


Aspectul membrului al doilea din formulele (40) sugerează să le sim- 
dap sieipe e pe cea de-a doua cu i și adunind-o la cea dintii. Căpă- 
tăm astfe 


Na ti + ţi Su de = — 218 + și —(1—71-— 


— DU — exp (—2i 9) 39" +V). (41) 
Ținind încă seama de (31), să înmulţim această egalitate cu 
exp (i9) de = — idg şi să întegrăm în raport cu arcul s. Obţinem atunci 


NE i (x + ţ S,, de) exp (18) de = 
“0 0 


= :D|(8 +») | pas — (1 —) fra ]- iDU — »jaz + az, (42) 
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unde pe orice drum de integrare avem evident 
je'as+ 67 + Pas fate + p=a9 + şi. (43) 
Introducind acum (42) şi (43) în condiţia la limită (33) scrisă şi ea 
sub forma complexă ce rezultă din raționamentele de mai sus (vezi trecerea 


de la (40) la (42)), şi integrind pe frontieră, căpătăm 


— ij [mt ij ate) ae ]at + a = 
[i] 0 


= iD [3+we—(l—w(te'+y)]; (44) 
notind (vezi (7.13)) 
x = (3+ v)/(U—), (45) 
deducem în definitiv condiţia la limită sub forma 
moptaae _.. ] 
d — tot) — = — ———— N 
re = 70 — 50 = — Dai pm+ 
i Nate) ds] at + i(ot + . (46) 
9 


unde dt = dt(s), şi membrul al doilea este cunoscut, abstracţie făcind 
de 0 şi ş. 


e) Concluzii 


Condiţia (32) privitoare la deplasări este de același tip cu condiţia 
(11.5) pentru cazul datelor lui Neumann, în timp ce condiţia (46) reteri- 
toare la tensiuni este de acelaşi tip cu condiţia (11.1) pentru cazul datelor 
lui Dirichlet. 

Orice soluție a unei probleme plane poate fi deci nemijlocit transpusă 
în studiul problemei incovoierii, cu unele deosebiri de detaliu legate de apa- 
riția constantelor necunoscute și de gradul de arbitrar al funcţiilor lui 
Kolosov şi Mushelișvili. Acest fapt constituie încă unul din avantajele 
metodei bazate pe utilizarea potenţialilor complecși. 

Ca și în cazul problemei plane, dificultăţile devin considerabile cînd 
se trece la studiul problemei mixte. Mai mult încă, în teoria încovoierii 
plăcilor, practica impune condiţii la limită de o mare diversitate, şi adesea 
mult mai complicate decit cele ce rezultă din (3.93), (3.95), sau din pro- 
blema mixtă fundamentală definită prin intermediul lor. 


Astfel, de pildă, dacă placa este rezemală pe Z, deplasarea w și momentul N, trebuie 
să se anuleze la limită. (A doua condiţie arată că margirea plăcii se rotește liber pe reazimul 
ei.) Dacă placa este încastrată, atunci deplasarea w şi derivata ei normală w,, se anulează 
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la limită. (A doua condiție arată că planul tangent la suprafața mediană iși păstrează pe Z 
pozitia sa inițială.) Dacă pe o porțiune din Z marginea este liberă, atunci atit momentul N, 
cit şi forța tăietoare generalizată N, sint aci nule (intrucit nu se exercită nici un fel de 
acțiune mecanică). 

Unele din aceste condiţii au caracter static, altele au caracter geometric, iar condiţia 
de rezemare are un căracter mixt, de un tip similar celul din a patra problemă fundamentală, 

În afară de aceasta, în practică este frecvent cazul plăcilor supuse la condiții diferite 
pe diferite porțiuni ale frontierei — de exemplu, rezemate pe o parte a acesteia şi încastrate 
în rest, sau încastrate pe o parte şi libere în rest etc. 


Asupra teoriei incovoierii plăcilor există o exlrem de vastă literatură. Printre articolele 
de analiză de consultat, vezi G. Djanelidze [1]; J. Geckeler [1], capitolul 7; J. Goodier 
[4], 47; B. IKorenev [2]; Iu. Rabotnov [1]; D. Şerman [8], $ 3.3. 

Pentru teoria clasică a problemei, precum şi pentru numeroase soluţii efective, vezi 
lucrările lui B, Galerkin [2], volumul 2, și S$. Timoshenko [1]; vezi de asemenea monografiile 
lui R. L'Hormite [1], capitolul 8; P. Oghibalov [1]; S. Timoshenko și S. Woinowski-Krieger [1]. 

Metodele teoriei funcţiilor de o variabilă complexă ciștigă necontenit teren în studiul 
încovoierii plăcilor. O prezentare modernă a subiectului, în strinsă legătură cu metodele elas- 
ticităţii plane, este dată de A. Green și W. Zerna [1], capitolul 7? (unde sint considerate și 
ecuaţiile lui Roissner). Plăcile anizotrope sînt studiate de S$, Lehniţki ]1]; vezi încă şi J. Brilla 
[1]. Concentrarea tensiunilor în vecinătatea orificiilor în plăci este examinată de G. Savin 
[1], capitolele 6 și 7. 

Printre numeroasele articole dedicate studiului incovoierii plăcilor cu ajutorul acestor 
metode, menționăm citeva : L. Deverall [1]; C. Stănescu [2]; V. Perehvatov [1]; V. Pisa- 
cane şi L.. Malvern [1]; A. Winslow [1]. Ultimele trei sint semnificative pentru utilizarea 
cu succes a funcţiilor de o variabilă complexă şi a reprezentării conforme Într-o problemă ca 
cea a plăcii dreptunghiulare — adesea considerată drept obiect de preferință pentru metoda 
separării variabilelor în domeniul real. 

Pentru aplicațiile teoriei (uncţiilor Bessel în unele probleme speciale (vibrații; plăci 
pe fundație elastică) vezi B. Korenev [3]. 

Pentru utilizarea metodelor teoriei distribuţiilor, conducind la rezultate numerice efec- 
tive, vezi J. Leray [1] şi J. C. Leray [1]. 

Pentru plăcile groase, vezi A. Lurie [4], capitolele 3 și 4 (cu aplicarea unei metode 
simbolice foarte eficace ; la limită, de aci decurge o teorie a stării elastice plane şi o teorie 
a incovoierii plăcilor subțiri; a se revedea de asemenea $ 3, pag. 353). Vezi încă V. Manea 
[6]; M. Mişicu [3]. 


$13. ANALOGIA OPTICĂ ÎN STUDIUL PROBLEMEI PLANE 
(FOTOELASTICIMETRIA) 


Faptul că problema plană şi problema încovoierii plăcilor depind de 
aceeași ecuaţie sugerează încercarea de a folosi pentru studiul celei dintii, 
rezultatele ce se pot obține prin măsurare directă a deplasării normale în 
cea de-a doua. Acest punct de vedere— propus de K. Wieghardt [(1]— 
nu are însă utilitate practică. 
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În schimb, problema plană beneficiază de cu totul alt tip de metodă 
de studiu, care pune în valoare proprietăţile optice ale anumitor materiale 
în stare de tensiune. 

Înainte de a prezenta această metodă, mai menţionăm metoda moirt-urilor, şi metoda 
lacurilor. casanle. Prima (vezi P. Theocaris [1]) este bazată pe modificarea condiţiilor de 
reflectare a luminii pe suprafața lucioasă (de exemplu argintată) a unui model pe care s-a 
trasat o rețea deasă de linii, care se deformează odată cu modelul. Cea de-a doua (M. He- 
tenyi |2]) se bazează pe faptul că, odată cu deformarea modelului acoperit cu un strat de 
lac, acest lac crapă în lungul liniilor izostatice (vezi $ 9, pag. 406; $ 4.3, pag. 132). Pentru 
anumite metode electro-analogice, vezi Th. Higgins [6]; A. Medovikov [1]; R. Me Neal [1]. 

Vom considera pe scurt fotoelasticimetria, o metodă experimentală 
de determinare a stării de tensiune în modele executate din materiale trans- 
parente ce manitestă proprietatea de birefringență artificială (accidentală) 
sub acțiunea deformaţiei elastice. 


a) Birefringența accidentală 


Se știe că o sursă de lumină albă emite unde luminoase transversale, 
de lungimi de undă diferite, și avind orientare diferită, haotice dispusă, 
în spaţiu. 

Pentru o sursă luminoasă monocromatică (emiţind unde cu o lungime 
de undă determinată), să considerăm vectorul oscilant 


S = a sin ut, (1) 


de amplitudine a și de pulsaţie w. O oscilație completă se efectuează în 
2x|w secunde ; produsul dintre această durată și viteza propagării luminii în 
vid ce este lungimea de undă 


A = 2x(e/o). (2) 


Raza de lumină pentru care toţi vectorii 
(1) sînt situaţi în acelaşi plan se numeşte plan- 
polarizată, 

Lumina poate fi polarizată într-un plan, 
prin reflectare, sau prin refracție printr-un sistem 
de plăci subțiri de sticlă, 

Într-adevăr, într-un asemenea proces, are 

6.15.1 loc o anumită selectare : raza reflectată „reţine” 

în special oscilaţiile perpendiculare pe planul de 

incidenţă, în timp ce cea refractată reține oscilaţii ce se efectuează în chiar 

acest plan. Repetind de 8—10 ori același proces, se obţine o rază refrac- 

tată de intensitate egală cu aproximativ o jumătate din cea inițială, şi 

caracterizată de oscilaţii dispuse în planul de incidenţă, Sistemul de plăci 

folosit pentru a realiza această selectare se numește polarizor. Un al doilea 

polarizor paralel cu cel dintii va lăsa să treacă intactă toată lumina astfel 

polarizată ; dimpotrivă, un polarizor așezat faţă de cel dintii în aşa fel 
încât planele de incidenţă să tie perpendiculare, o va stinge”. 
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Există materiale (de ex., cristalele de spat de Islanda) în care orice 
rază luminoasă se descompune în două raze, ambele plan-polarizate, cu 
plane de polarizare perpendiculare, și propagindu-se cu viteze diferite, 
Aceste materiale se numesc birefringente. 

Notînd cu 7, viteza luminii în mediul (j), şi cu n, indicele de refracție 
absolut (față de vid), legea lui Snellius se scrie 


SIN YA/SID Ya = Vu/Pa- (3) 
Pe de altă parte avem 
n,= ele, (4) 


şi (3) devine 
Sin Y/Sin Ya = Vu/ba = na/m: (5) 


Descompunerea razei incidente în două raze 
refractate e deci datorată tocmai existenței a două Fig. 6.13.2 
viteze distincte de propagare. 

Direcţiile pentru care aceste viteze sint egale poartă numele de aze 
optice. O rază ce cade perpendicular pe o faţă paralelă cu o axă optică va 
fi descompusă în două raze ; după traversarea cristalului, ele vor ajunge 
în același punct, dar cu viteze diferite ; fenomenul de birefringenţă va face 
deci posibilă interferența celor două raze. 

Să considerăm o undă monocromatică şi polarizată, aşadar caracte- 
rizată de un vector (1) de direcție p fixă. La intrarea într-un corp birefrin- 
gent 0, acest vector se va descompune după cele donă direcții perpendiculare 
de polarizare din punctul considerat : 

S, = asin oteos 9, S, =asin otsin q, (6) 
unde ș este unghiul dintre prima direcție de polarizare, şi direcția p. 


Fig. 6.13.3 
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Străbătînd corpul de grosime d cu vitezele o, = o, între cele două vi- 
braţii va apare o diferență de fază a — w 3t, unde 3t este întîrzierea uneia, 
din vibrații faţă de cealaltă. Din (4) rezultă, 


dt = d/e,— d/oa = (dc) (n — na), 
de unde, ţinind seama și de (2), deducem 
«a = 0 dt = 2r (d/2) (n — na). (7) 
La ieşirea din corpul birefringent, vom obține deci două vibrații 
S, = asinoteos o, Si =—a sin (ot — a)sin e. (8) 


Să filtrăm aceste raze luminoase printr-un al doilea polarizor A, 
cu axele perpendiculare față de cel dintii. Acesta nu va lăsa să treacă 
decit acele componente din (8) care corespund propriei sale direcții de po- 
larizare, definită de unghiul z/2 —q; pentru aceasta, el se va numi ana- 
lizor. Din (8) căpătăm acum 


„ 


1 =a sin oteos e sin g, 8: =—asin (ot — a) sin e cos, (9) 


de unde prin suprapunere 


S, = a sin 2o sin (= -) COS GC — a 2); (10) 

Amplitudinea A = a sin 2 sin («/2) a vibraţiei luminoase la ieşirea, 
din analizor se anulează deci numai în două cazuri : 

10 pentru e = kr/2, k întreg; 

20 pentru « =2 hr, h întreg. 

Prin urmare, din suprapunerea celor două raze refractate se obţine 
extineție completă (întuneric) în punctele în care: 

1% direcţiile polarizorilor coincid cu direcţiile de polarizare din cris- 
tal ; 

20 diferenţa de fază dintre cele două raze refractate este un multiplu 
de 2x. 


b) Legile lui Neumann. Izocline şi izocromate 


Cele de mai sus își dovedesc utilitatea în studiul stării de tensiune 
plană generalizată a plăcilor subţiri realizate din anumite materiale amorfe 
(celuloid, gelatină, diferite răşini și materiale plastice). Sub acţiunea, sar- 
cinii aceste materiale manifestă fenomenul de birefringenţă artificială, 
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descoperit de D. Brewster [1] și studiat sistematic de F. Neumann [1]. 
La baza utilizării sale pentru scopurile teoriei elasticității stau cele două 
legi ale lui Neumann : 

1. Direcţiile de polarizare în fiecare punct coincid cu direcţiile prin- 
cipale ale deformaţiei în acel punct. 

11. Diferenţa vitezelor de propagare a celor două raze este propor- 
țională cu diferenţa deformaţiilor principale în punctul considerat, 

Pentru un corp izotrop în stare de deformare elastică, a doua din 
aceste legi se scrie sub forma (vezi (4)): 


N — ha = O (0,— 02); (11) 


unde 0 depinde de natura corpului şi de lungimea de undă a radiaţiei. 

Să considerăm acum un model al corpului (plan) ce ne interesează, 
executat la o scară convenabilă dintr-un material optic activ, şi supus soli- 
citării. Așezind modelul între polarizor şi analizor, se vor putea uşor cer- 
ceta punctele de extincţie. 


Toate punctele în care direcţiile date ale polarizorilor coincid cu di- 
recţiile de polarizare din model sînt — în virtutea primei legi a lui Neumann 
— punete în care axele principale ale tensiunii sînt înclinate după un unghi 
determinat. Locul geometric al acestor puncte— care apar pe analizor ca 
formind o linie întunecată — se numeşte izoclină. Fiecare din izocline are 
deci proprietatea că în fiecare punct al ei, direcţiile principale ale tensiunii 
rămin neschimbate, şi formează un unghi dat (caracteristic izoclinei con- 
siderate) cu o direcţie fixă. Rotind polarizorii, se trasează vizual (sau se 
fotografiază) izoclinele corespunzătoare unghiurilor de 0“, 5", 10“ etc. În 
punctele în care o, = 0320, toate direcţiile sînt principale ; prin astfel 
de puncte (numite puncte izotrope) trec deci toate izoclinele. 


Pentru a stabili ecuația ce caracterizează rețeaua de izocline, putem relua raționamentele 
din $ 1.7, în particular formula (1.7,18) scrisă pentru componentele tensiunii şi cu indicii 
convenabil schimbaţi. De aci rezultă că o izoclină este locul geometric al punctelor în care 


tg 29 = 2o0yj3/(0ua — Oas) = const. (12) 


În lungul oricărei curbe caracterizate de o relaţie f = const. avem df =—0, de unde 
dz/dr, > — [bai este suficient să luăm / = (1/2)arctg [2o,a/(G — 0as)] pentru a căpăta 
ecuația (de aspect destul de greoi) căutată. 


Pe de altă parte, introducind a doua lege a lui Neumann (11) în 
sac (7), conchidem că pe model vom avea extineție şi în punctele 
n care 


97 =: Ga = h (A/d C), h — 0, 1, 2,. .. (13) 


Dacă modelul este examinat în lumină albă, extincţia va apare numai pen- 
tru o anumită lungime de undă și deci punctele respective vor apare colo- 
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rate în culoarea complementară celei în extincție. Curbele pe care se situ- 
ează aceste puncte sint denumite izocromate. Evident, acestea sînt locul 
geometric al punctelor cu aceeaşi tensiune tangențială maximală. Rela- 
ţia (13) se poate deci serie şi sub forma 


Taz = h E e (14) 


Constanta 7, (funcţie de material, de grosimea modelului, şi de 1) 
se numește valoarea benzii. Valoarea Tu, este proporțională cu 7, şi cu 
numărul h de benzi (izocromate), pornind de la izocromata zero. Valoa- 
rea 7, se determină prin etalonare. 

Pentru a se observa în mod independent izoclinele (care nu depind de 
intensitatea sarcinii), se folosesc modele de plexiglas, material pentru care 
constanta 7, este mare. Este suficient atunci să se încarce modelul cu o 
sarcină proporţională celei care ne interesează, și destul de mică pentru ca 
să avem peste tot 6,— oa <2T,; în acest caz, izocromatele nu vor apare. 

Dimpotrivă, pentru a se face să dispară izoclinele, se foloseşte lumină 
polarizată circular (extremitatea vectorului luminos se roteşte pe un cerc, 
cu frecvență extrem de mare). Din (10) urmează că în acest caz izoclinele 
(care depind de ș) mătură cu foarte mare viteză imaginea, şi deci nu mai 
sint vizibile, în timp ce izocromatele (care depind de 2) rămin nemodifi- 
cate. Polarizarea, circulară a luminii se realizează la trecerea prin toi de 
celofan de anumită grosime, aleasă în așa fel încît între cele două raze pola- 
rizate să apară o diferență de fază de 1/2 („lame sfert de undă”). 

Metoda expusă furnizează deci efectiv orientarea axelor principale 
şi valoarea tensiunii tangenţiale maximale în fiecare punct. 

Cunosecind axele principale, se pot trasa liniile izostatice (vezi $ 9, 
pag. 406). 

Pentru determinarea tensiunilor principale, se pot folosi izocroma- 
tele şi izopahele (liniile de egală sumă a tensiunilor principale). Acestea 
din urmă pot fi determinate măsurind în fiecare punct variația grosimii 
modelului, şi făcînd uz de relaţia (2.3) pentru i = 3,j = 1,4 =2, şi de 
faptul că ox3 = 0, astfel că: 


sg = — (v/E) (on + 02) = — (v/E) (a. + oa). (15) 


Metoda este laborioasă. Dar se poate aminti că Sg, = e, + op veri- 
fică ecuaţia lui Laplace (vezi (6.8) pentru F = 0). Aceasta permite deter- 
minarea ei cu ajutorul analogiei cu o membrană, întinsă pe un contur iden- 
tic cu cel al modelului, cu fețele libere, şi cu cotele pe frontieră date de valo- 
rile la limită ale sumei $, — la o scară convenabilă — (vezi de ex. H. Sup- 
per [1], capitolul 3). 

Totuşi, pentru determinarea tensiunilor principale ne putem dispensa 
de aceste măsurători suplimentare. Într-adevăr, înlocuind ecuaţiile lui 
Lame şi Maxwell (9.28) prin ecuaţii cu diferențe finite, determinarea lui o,, ca 
se reduce la calcularea (grafică sau numerică) a unor integrale definite. 
E drept că în aceste expresii intervin razele de curbură p,, pa care în genere 
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nu pot fi prea precis calculate. Dar un procedeu datorat lui L. Filon per- 
mite transformarea ecuaţiilor, în aşa fel încît să nu mai intervină decât 
cantităţi ce se pot uşor determina grafic. 


Chestiunilor de foto-elasticimetrie le este consacrată o literatură imensă. Indicăm mai 
întîi lucrările clasice ale lui E. Coker și LL. Filon [1], și M. Frocht [1]. Vezi de asemenea 
N. losipescu [1]. De asemenea se pot consulta capitolele consacrate acestei metode în tra- 
tatele lui C. Biezeno și R. Grammel [1], $ 3.8; P. Papkovici [4], cap. 13, partea 2; S$. Ti- 
moshenko și J. Goodier [1], cap. 5; şi în monografiile lui A. Durelli et al. |1), şi M. Hetenyi 
[1] (capitolul scris de T. Dolanet al. [1]). Amănunţite treceri în revistă aparţin lui H. Jessop 
[1] şi M. Hetenyi [4]. Menţionăm încă — pentru importanța sa istorică — lucrarea lui 
A. Mesnager [2]. 

Metodele foto-elasticimetrici s-au extins asupra problemeler tridimensionale (vezi de 
ex. H. Aben [1]; A. Durelli şi ]. Daniel [1]; M. Frochi şi R. Guernsey [1]; M. Frocht şi 
].. Srinath [1]); asupra problemelor dinamice (vezi de ex. M. Frocht și P. Flynn [1]), şi asu- 
pra studiului deformaţiei plastice (vezi bibliografie şi indicaţii în M. Hetenyi [4]; de asemenea 
vezi partea finală din T. Dolan et al. [1)). Menţionăm încă articolele lui J. Lewis și H. Pol- 
lack [1] și H. Poritsiy și R. Jerrard [1]. 


c) Cazul domeniilor multiplu conexe 


Chestiunea posibilităţii de a transpune asupra corpului ce ne intere- 
sează, rezultatele măsurătorilor foto-elastice efectuate pe model, nece- 
sită atenţie aparte (vezi M. Levy [2] şi J. Michell [1]). 

În acest scop, să amintim că relaţiile (7.8) care dau componentele, 
tensiunii, precum şi condiţia la limită (11.7) pentru problema lui Neumann, 
nu depind de constantele elastice. 

Să presupunem că am rezolvat problema lui Neumann pentru un 
domeniu dat, o sarcină dată, şi valori date 1, pu, x — şi să căutăm să deter- 
minăm corpurile care, avînd aceeaşi formă și fiind supuse aceleiaşi solici- 
tări, se găsesc în aceeaşi stare elastică. 

Din (10.22) se vede că, dacă Z este simplu conex, termenii multi- 
formi (dependenţi de x) dispar, și funcţiile q(3), V(3) rezultă independente 
de proprietăţile materialului. Prin urmare, starea de tensiune a unui corp 
plan mărginit și simplu conex depinde exclusiv de forma şi de forţele 
superficiale și nu de constantele sale elastice. 

Fie acum că Z este multiplu conex, şi fie 7", p.,x' constantele elas- 
tice corespunzătoare unui al doilea material. Dacă funcţiile găsite pentru 
primul corp rezolvă problema lui Neumann şi pentru cel de-al doilea, 
ele vor avea pentru ambele corpuri aceeaşi formă (10.22), și vor satis- 
tace pentru ambele corpuri condiţiile la limită în tensiuni. Totodată, 
ele trebuie să satisfacă și pentru al doilea corp condiţiile (10.14), care 
se vor scrie sub forma 


x L[X9/2 2 (n +10] = — x [— X9 fan (n + 1)], 
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de unde 
(x — x) XP =0. (16) 
Ele sînt deci funcţiile căntate pentru al doilea corp, dacă 
n=x, adică v=v'; 
sau dacă 
X! =0 pentru 3 =1,2,...m. 


Pentru a putea rezolva prin metoda foto-elastică problema lui Neu- 
mann pentru un corp multiplu conex, trebuie deci ca materialul modelu- 
lui să posede același coeficient Poisson ca și corpul dat. Această condiţie 
nu este necesară dacă forţele superficiale au rezultanta nulă pe fiecare din 
componentele Z, în parte. Dacă totuşi X” =4 0, este necesară utilizarea 
a trei modele, cu valori diferite ale coeficientului lui Poisson (vezi V. Mossa- 
kovski [5]; vezi de asemenea $. Kliatko [1] — cu studiul separat al stări- 
lor de tensiune şi deformaţie plană). 


$ 14, PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU COROANA 
CIRCULARĂ. METODA SERIILOR 


Dată fiind deplina analogie dintre problema lui Neumann şi pro- 
blema lui Dirichlet, ne vom limita la a prezenta soluția celei dintii. (Vezi 
N. Mushelişvili (5), $59, dar cu utilizarea unei alte condiţii la limită. 
Pentru problema lui Dirichlet, vezi şi A. Pîrvu (1].) 

Să presupunem deci că domeniul 2 este o coroană circulară cu cen- 
trul în originea axelor 0,2, şi de raze R, < Ry. Cînd va, li necesar, vom 
atribui indicii j = 0 sau 1 diferitelor mărimi serise pe componentele lui Z. 

n cazul particular Ri, — 0 vom căpăta de aci soluţia aceleiași probleme 

pentru discul circular cu sau fără un orificiu punctual central. În cazul 

— co, vom căpăta soluţia problemei lui Neumann pentru planul cu 
un orificiu circular. 


a) Meioda seriilor 


Metoda seriilor poate fi aplicată cu uşurinţă, întrucît funcţiile ea(3), 
o(3) sint reprezentabile fiecare prin cîte un singur element Laurent. 
intim notaţiile (vezi (5.17.6)) : 


ir= coc =exp (i), 6= o", do=icdy, (1) 


3 = R exp (îx), t= le» tlg, . R,o, sia, ii 7> 4 (2) 
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Determinarea funcțiilor q(3), V(3) sub forma (10.22) din condiţia 
la limită (11.7) rezolvă problema. Vom păstra același simbol f pentru 
datele la limită privite ca funcţii de 3, de o, de t sau des. 

Din (11.8) deducem pentru orice funcţie f(s) integrabilă pe 2 : 


if) as pe zu, 
— if fo) as pe 2, 


unde ambele cercuri sint parcurse în sens direct (vezi (2)). Pentru h(s) 
păstrăm aceeași convenţie de notație ca pentru f(s). 

Dacă f(s) este integrabilă, k(s) este continuă. În punctele în care 
f(s) este continuă, avem h'(s) = f(s). Dacă f(s) este continuă pe porţiuni, 
h(s) este netedă pe porțiuni. 

Notăm însă că putem întilni funcţii f(s) care nu sînt integrabile 
(nici chiar în sensul lui Lebesgue) — dar pentru care nu numai că soluția 
există, ci poate chiar fi obţinută prin metoda seriilor. (Vezi $16, b.) 

Prin ipoteză, f(s) este uniformă ; ]() este deci periodică, de perioadă 
2. Dimpotrivă, h(s) este în general neuniformă. Într-adevăr, din (3) 
avem 


[Ma = îX0, (la, = —iX0. 


Întrucit 2 este în echilibru sub acţiunea forţelor superficiale, tre- 
buie să avem 


XOY + XWU =0, (4) 
(vezi (11.13)) astfel că în dcfinitiv 
[hlz, = [hle, = —iXu. (5) 
Prin urmare, pentru funcţia h(3) deducem 
Rh + 27) = ha) —iX0. (6) 


Să presupunem că f(4) = Y ; prin urmare, f este desfăşurubilă în serie 
Fourier convergentă. Este uşor să ameliorăm convergenţa sa ; într-ade- 
văr, din (5) urmează 

[h(7) + (XO 2m)i pla, = 0 Î=0l,. (7) 


Coeficienţii Fourier ai acestei funcţii verilică deci inegalitățile (A.9.19). 
Amintind că o = exp (iy), putem scrie 


(0) = Și ho —(Xur)ino pez, j=01, (8) 
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unde h? Şi ha sint constante complexe cunoscute, şi anume coeficienţii 
Fourier ai funcţiilor h (6) + (X"/2x) In o pe cele două cercuri-frontieră, 
adică de exemplu Are (A. 9.25)): 


N = cita i [R(0) + (X%/2x) In cls-"-1do = 
2i y 


25 
3 = (2) + (X0/2m) in] exp (— în 7) dy. (9) 
27 +0 


(Din cauza prezenţei termenului logaritmic, notația nu este cu totul con- 
secventă.) Din (1), (2) urmează desigur 
d/ids = R;"'d/dy pe 7, d/dz =icdj/da. (10) 


Derivind în raport cu s — adică în fond în raport cu 7 — în ambii 
membri ai egalităţilor (3) şi ținind seama de (8), deducem 


(e) = (—1Vift) = Rp ic Ș HR (X"Ppr)i 


O n=—a 
pe £,, j=0, 1, de unde 


f(9) = (1 Ba] Ș na — (x 27) pes, j=01. (1) 
n= —o 
Funcţia h (o; trebuie să posede proprietăţi ce rezultă din condiţia de 
echilibru a lui Z ca solid rigid. Condiţia ca rezultanta forțelor exterioare 
să fie nulă este exprimată de (4). Momentul rezultant al acestor forțe 
în raport cu originea se scrie (vezi 11.14)) 


Ma = — Im $ t (5) (8) ds. (12) 
* 


Introducînd aci (11), ţinînd seama că Za şi £, sint parcurse în sens 
direct şi că curbele de integrare sînt înlocuite, în virtutea relațiilor (2), 
cu cercul unitate 7, obținem cu ajutorul teoremei rezidurilor (sau din 
(A.9.23)) 


Mm f Re “| Re! Ş n hi o" - pl pu(-i a”! do) — 


Po -- 99 


—Im$ Rs (Bi Ş n hi, g** — pr) R, (—i o”1do) = 
y 


DN- 9 


sa In $ (MR —H Ro! do = 2aIm(RH — Ro), O (3) 
bă 
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astfel încît condiţia de anulare a momentului rezultant ia în definitiv forma 
Im (Ro hi — Rh) =0. (14) 

Să stabilim acum aspectul funcţiilor e(3), (3). Relaţiile (10.22) arată 

că ele conţin cite un singur termen logaritmic fiecare, în care vom alege 
i = 0. Întrucît funcţiile go(3) și Vo(3) sînt olomorte în Z, ele pot fi căutate 


sub forma unor serii Laurent. (Aceasta arată importanța practică a celor 
spuse la pag. 410.) Ținind seama de (10.10) vom avea deci 


pl) =mln at $ a3, V()=—xwmina+ Y bas, (15) 


unde constanta y, este cunoscută și are valoarea (vezi (10.21)) 
Yi = —[X"2r (n + Ul. (16) 
Funcţiile ș(4); Yo(3) sint soluţiile problemei (11.10), (11.11): 
o (6) + test) = B004) + 0, —m(n t — xn t) —(t/t) pe Z, (17) 


Membrul al doilea din (17) trebuie să fie uniform ; în fapt, termenul 
său logaritmic se serie 


[X:J2r (x + 0] [UI — x) Intl r(U+ iz), 


şi partea sa multitormă este egală şi de semn opus termenului în iy din (8). 


E Fata acum (8) în (17), căpătăm pentru al doilea membru 
in (17): 


XI i A 
+0, pe 7,j=01. (8) 


E ep tă 3007 papi at 
z 2x (x +1) t 


= x+l Li 


în |t| + 


Constantele 0, C, rămîn deocamdată nedeterminate. Aceasta per- 
mite (vezi $11, pag. 417) să luăm în (15): 


4 = =Ima=0. (19) 


Pentru a introduce expresiile (15) în condiţiile la limită, vom ţine 
seama și de (1), (2); de unde avem pentru primul membru din (17) : 


a Lasa a =: 
Ş a.Ro+R,o Ş, na, Rio ŞI d, Ro" pe 2, j=0,1.(20) 


n1n=—23 n = HN — 
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Înlocuind în a doua sumă din (20) indicele n prin —n+2, strîn- 
gind la un loc termenii corespunzători acelorași puteri o”, și ţinînd seama 
de (18), obţinem 


Ş la Bp—(0—2) ăn 5 Bile = Ș Ma 
— [x — 1) (x + 1)] (X0/2] In BR, + [X0 [2 (n +1] 0240, Î=0,1, (21) 


așadar două condiţii de egalitate a două serii complexe Fourier. 

Conform celor spuse în $ A.9, pag. 759, de aci rezultă egalitatea 
coeficienţilor corespunzători, astfel că (21) conduce la un sistem de ecuaţii 
algebrice liniare. Anume, ţinînd seama și de primele două relaţii (19), 
avem pe rînd pe cercul 2, pentru 


n=0: 2a,R2 = HM — (x —1)/(x — 0] [X/2m]ln Ro + Co (22) 
iiă = 13 a. Ro + i Ro + Ba Ry: Că (23) 
= 2: ap R3 + b_a Ro = + [XY/2r (x + 1)]; (24) 
n> 3, n <—l: 0aR3—(n—2)â_ssa Rgt? + DR = 0. (25) 
Pe cercul Z, obţinem evident un sistem de relaţii analoge, în care 
Ro; h0, Co sînt înlocuiţi cu R,, hi, C,. 

Relaţia (23) şi relația analogă obţinută pe Z, se seriu 

2Ri Rea, +b_, = Rh, 2RRea+b =. (26) 


Scăzind membru cu membru aceste relaţii, obţinem 
1 a a 
Re a = .: (Bo ha — Ru) /(hă — Ri); (27) 


aceasta este desigur cu putinţă numai dacă numărătorul din (27) este real, 
ceea, ce e automat verificat (vezi (14)). "Ținînd seama de a treia relaţie (19), 
putem scrie deci 


. 1 
a = d, == (Bah — BAH) (23 — 9). (25) 


Introducînd această valoare în oricare din ecuaţiile (26), determi- 
năm coeficientul D_,. 

Mai departe, relația (24) şi cea analogă ei de pe Z, dau sistemul 
care slujeşte la determinarea coeficienţilor ae și b_s: 


a. Ri + b_a Rs? = h0 + [XY]2r (x + 1)], 


E (29) 
QR: + b_aRi? = + [X9]2a (x + 1]. 
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Ecuația (22) şi ecuaţia analogă de pe £, permit acum să găsim con- 
stantele 0, 0,, care nu intervin de altfel în calcule. 
Scriind în fine relaţiile (25) şi analogele lor, obținem sistemul 


a, 23 — (n — 2) â_ușa Ro"? + ba Bo" =, (50) 
a, R! i a — 2) ă_sa Ri" +5 Ri =), 

valabil pentru n = —1, —2, +3, ... Înmulţind prima din aceste ecuaţii 

cu R5, pe cea de a doua cu RR", scăzindu-le termen cu termen, și notind 

= Roha— Rh, (31) 


obținem mai întîi 
a, (Ri — Ri”) — (n — 2) a_me (BB — Ri) =. 


Înlocuind aci n prin —n +2 şi trecînd la cantităţile complex con- 
jugate, căpătăm în definitiv sistemul 


(8% Rică Ri”) a, — (n — 2) (8 Za Ri) (_n+a _. LAT 
n (R3 — Ri)a, + (Rent — Rp?) a_nua = Însa 


de unde se găsese coeficienții a,„, dacă determinantul sistemului nu 
este nul. 


Pentru acest determinant se obține uşor expresia 
= Ri (n(n—2) (E—1 + (K"—1) (Kt2—1)],  K = BR, (33) 
(în notația din (5.15.93), avem K = k-2). Să considerăm funcţia 
În (E) = fasa E) = n(n—2) (E — 124 K2 — KE" +1. (34) 


Derivind în raport cu X, şi ţinind seama că sistemul (32) este scris 
pentru toate valorile p 2 0 1, din cele de mai sus urmează 


LU) = (= (D=0, ÎN) <0 (35) 
pentru K >1. Obţinem atunci pe rind 


În (0) <0, fi (E) <0, fi(K)<0, I„(K£) <0 pentru K >1, 
(36) 
A, <O pentru Rp > RR şin>3. 


(32) 


În consecință, sistemul (32) are soluţie unică pentru n > 3. Ace- 
laşi rezultat rămîne valabil şi pentru n < 0 — dar nu este necesar să ne 
ocupăm de acest caz dat fiind că este mai simplu să înlocuim în (32) (şi 
deci și în expresiile deduse pentru a,) indicii n > 3 prin —n lie ceea ce 
conduce la şirul de indici negativi —1, —2, —3,... n. 

Din sistemul (32) deducem acum pentru n > 


au = [(Rot* — Rp) + (n —2) (Bi — Ri Las]: A. (37) 
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Coeficienţii funcţiei e (3) sînt astfel deplin determinaţi : ag este dat 
de (19), a, este dat de (28), a, se deduce din (29), a, (pentru n > 3) este 
scris în (37), iar a, (pentru n < 0) se obţine cin (37) dacă înlocuim n prin 
—n +2. 

Coeticienţii funcției wg (3) sînt și ei cunoscuţi : bg este dat de (19), 
)_ rezultă din (26), iar b_„ — din (29). Pentru a obţine b „pentru 1 >3, 
putem face uz de una (oricare) din ecuaţiile (30), în care introducem valo- 
rile a, şi a_„.. deja găsite. În fine, pentru a căpăta coeficienţii b, pentru 
1 > 1, folosim una din ecuaţiile (30), în care am înlocuit pe n prin —n +2. 

Cu aceasta, funcțiile lui Kolosov şi Mushelișvili au fost determinate 
sub forma (15). Toate aceste operaţii reprezintă analogul celei care pune 
în corespondenţă datelor la limită f(o) din (A.9.33), funcţia de o variabilă 
complexă f($) din (A.9.32), şi constituie tocmai realizarea operaţiei de 
rezolvare a ecuaţiilor (A.9.5) în cazul particular în care F(3, 3) = oo (4) + 


+ 3 9'o(3) + Vo (3) 


b) Convergenţa soluției 


După cum se arată în $ A.9, o asemenea construcție nu garantează 
de fel — în cazul unei funcţii de o variabilă complexă — convergența 
seriei (A.9.32) în interiorul coroanei, așadar existența funcţiei olomorfe 
considerate. Dimpotrivă însă, se poate demonstra că cele două îuncţii 
?o(3); Vo(3) sînt efectiv determinate de datele la limită, întrucît seriile ce 
le definesc sînt; convergente în interiorul coroanei (şi chiar pe frontieră). 
Totodată, acest fapt arată că — spre deosebire de cazul unei singure 
funcţii olomorie ($ A.9, pag. 767) datele la limită de pe ambele componente 
ale lui Z sint necesare și — într-o largă măsură — pot fi date arbitrar. 
Aceasta este uşor de înţeles, întrucît în cazul de față sîntem conduși la 
determinarea a două funcţii dintr-o singură condiţie la limită. 


Pentru a demonstra că seriile (15) sint convergente, este suficient să demonstrăm că 
părţile lor regulate sint convergente în 2 , iar părţile lor principale, în 2, . Dar în loc să 
facem uz de formulele (A.5.19) şi (A.5.24), este mai ușor să demonstrăm direct că seriile mo- 
dulelor sint convergente pentru |5|sS Ry, respectiv pentru lil > R,. Convergenţa seriilor 


* [+ =] o 
Pta Ro ȘIR Şla Ri ŞIR 
n=l 


Lai n=1 nl 
asigură, în virtutea teoremei a doua alui Abel, şi posibilitatea de a prelungi prin continuitate 


funcţiile considerate în 2 + Z (vezi (A.9.37)), şi garantează regularitatea soluției obţinute. 
'Ținind seama de definiţia cantităților /, şi K, putem scrie 


LR MR = ROBIE = n), 6% 
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astfel că (37) devine 
=== 


_ROUO RE — nl) Rp în (Rm — 14 (n —2) Rp me Ko! — hau) RR) 
RA (n(n — 2) (K — 12 + (RR — 1) (Et? — 1] 


de unde, ținind seama de (34). deducem : 


a, = (=) (AFP — HD) (En? — 0 (n — 2) (im ROMI — Masa) (Ki) 
i A [,(K) 


(39) 


precum și relaţia analogă ce se obține dacă înmulțim pe a, cu Ry în loc de Ry, şi inlocuim 
pe n cu —n+2: 


a R>nti= (00. +a Sti — n ass) (R — 1) — n (R0 E — îi) (K — 1) 
-n+afti PE OO Da = pa 
? As) 


Aceste rapoarte depind evident de comportarea coeficienţilor Fourier î9, hi. Să presu- 
punem acum că derivata a doua a funcţiei periodice [h(x) + (X'"/2m)iy], așadar derivata 
f'() a luneţiei (evident periodice) [f(%) + (XD R2r R9)] (vezi (11)) este cu variaţie mărginită 
(în particular : satisface condițiile lui Dirichlet) sau este de clasă ca, În acest caz, din (A.9.20), 
(A.9.21) rezultă că 


(10) 


(29|. i! SCinr?-a, 0o<usit, (41) 
unde u 1 dacă f'(y)e V). Din (39) urmează acum 
la, RIC KE (RR 4 1 4 K+ 4 Kat?) Cin 4 
+ (n — 2) (K+ 13 + Rota K+) Cin — 21%): 4.00, 


sai încă, retinind la numărâător numai termenii de gradul cel mai înalt in K (intrucit K > 1) 
și înlocuind constantele 0, C” cu o constantă C” convenabilă: 


la, RISC" (N nph + Rt |n — 21-20: p(8). (42) 


Numitorul f, (K) este de grad n în K ; introducind o nouă constantă C, obținem deci 
pentru n suficient de mare: 


la, RI SCinir?t, (43) 


de unde rezultă eviden! convergenta seriei de termen general ja, R5|. 
Din (40) obţinem In mod analog 


aaa Rite S Cin 210, (44) 
astfel că seria de termen general |a_, va Ri "+2| este de asemenea convergentă. 
20 
Prin urmare, seria 7043) = DX a, ş* este absolut și uniform convergentă nu 
h-—» 


numai în orice compact conținut în A, ci şipe Ș. 
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Mai departe, din a doua ecuaţie (30) urmează 


DR" = hi + (n —2)a0 ja 


Rat — Bă, (45) 


de unde, ţinind seama şi de evaluările (41), (44) şi (43) (care rămine desigur valabilă dacă înlo- 
cuim Ag cu cantitatea mai mică R,), obținem 


9 RISC ini 2e + Cin 214 cint, 
sau incă, introducind o nouă constantă C convenabil aleasă : 
18. RIS Cin, (46) 
Înlocuind în prima ecuație (30) indicele — n prin n — 2, obținem 


ba RAS = A aa na, ha —-a n+2 Rae, (47) 


de unde în același fel conchidem că 


lbuca R3 ZIS Cin. (48) 
%* 
Prin urmare, seria Vo(3) = Ş, b, 3” este de asemenea uniform şi absolut con- 
n=— 0 


vergentă în Z, şi chiar pe Z. Convergența acestei serii este mai lentă decit cea a seriei (3). 
(Pentru aceasta din urmă, ar îi îost suficient să formulăm condiţiile de la pag. 443 relativ la 
funcţia f(%) însăşi.) 

Din convergența seriei (3) în 2 rezultă că o (3) se poate căpăta prin derivare termen 
cu termen, iar domeniul de convergenţă al seriei astfel obtinute este tot Z. Mai mult încă, 
din (43), (41) rezultă şi 


Ina, Ry) SCinri”, i(n — 2)a0_usa Rit? SCin — 211%, (49) 


de unde urmează că seria Po(3) este absolul convergentă și pe Z. 
Funcţiile lui ISolosov și Mushelișvili sînt astfel construite. 


Raționamentul de mai sus constituie totodată demonstrarea teo- 
remei de existenţă a soluţiei problemei lui Neumann pentru coroana circu- 
lară, dacă datele la limită satisfac condiţiile impuse mai sus funcţiei f(s). 

Întrucît seriile (15) sînt convergente, putem privi drept soluţie 
aproximativă a aceleiași probleme funcţiile ce se obţin dacă reținem aci 
numai un număr finit de termeni. Cu cît acest număr este mai mare, și 
cu cât datele la limită sînt mai regulate (cu un număr mai mare de derivate 
succesive periodice), cu atit această soluţie este mai apropiată de cea 
exactă. (Compară mai departe cu $ 8.3, pag. 573.) 


OBSERVAȚIA 1. Conditiile impuse funcției f(s) sint destul de severe. Ele conduc — 
după un lanț lung de evaluări — la concluzii dintre care unele rămin încă mai tari decil cele 
necesare, Dar acestea sint numai condiţii suficiente de existenţă, și metoda rămine utilizabilă 
chiar și în unele împrejurări în care ele nu sînt îndeplinite (vezi $ 16, b). 
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OBSERVAȚIA 2. Soluţia problemei lui Dirichlet se obţine cu totul similar. (Acesta este 
avantajul utilizării condiţiei (11.7).) Întrucit însă funcţia g(s) este analogul funcţiei h(s) — și 
nu al funcției f(s) — convergența seriilor obținute va fi asigurată dacă datele la limită verifică 
condiții mai severe: g'(7) e V sau 9"(7)e 09. 

OnsERvAȚIA 3. În cazul problemei lui Dirichlet, 7, e necunoscută, dar o ecuaţie 
analogă cu (22) — din care C, lipsește acum — permite să se determine XII.(Vezi pag. 416.) 


c) Exemplu. Problema lui Lame 


Fie dat un tub cilindric cireular lung, supus la presiune uniformă interioară şi exterioară. 
Problema conduce la considerarea unei coroane circulare, supuse 


la sarcini normale constante pe frontieră. Avem evident k 
— Poexp(iz) pe Z 
1) = eine sa (50) P7) 3 
Pyexp(i7) pe, IA 
unde pas p, > 0. (Valori po; py < 0 ar corespunde unei întinderi ko 
uniforme.) Fig, 6.141 


Din (3) urmează acum, abstracţie făcind de o constantă, 


Lă 
j — Po exp (7) Rodx = — po Ro esp (i pe Za 
0 
ia (51) 


pă 
-ij Py exp (7) Rd = — pi Rexpi(ip) pe /,. 
-0 


Comparind cu expresiile (8), deducem 


XI = XD =0, h0= — Rp hi=-— Rip (52) 
ceilalți coeticienți fiind nuli. Condiţia (14) este verificată. Oblinem pe rind: 
din (16): YV=0; (53) 
din (28): a, = (Rip, — Ripo)l2(R3 — FR); (54) 
din (26): b_, = (RE RENI — ROI (po — Po); (55) 
din (29): îs =b_u=0. (56) 


Sistemul (30) este aci omogen, și ceilalţi coelicienţi a,, b, sint deci nuli. În fine, din 
(22) urmează Cp = 0, şi analog şi C,=0. 
Funcţiile căutate sint deci 


1 R2ps— Rp Rg Ri (Po Po „_ 
(6) = — II în 0 3, (57) 
2 R-R RI — 


Făcind uz de (7.28), conchidem că zonele periclitate sint cele în care avem 


|S| = 21gq9"+ i =2 (RE RE(RŞ — ROI lpo — pl IT2> o, (58) 
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(sau > 1,16 o,; vezi finele $ 6). Pentru R, R, daţi, |S| este cu atit mai mare cu cit 
diferența de presiune p, — p, este mai mare, şi cu cit R este mai mic. Prin urmare,delormația 
plastică începe pe cercul interior, 


În cazul particular R, —>0 (disc circular cu o fisură punctuală centrală) avem aci! 


lim ISlg, = 2| pp — Pa| pentru R, ->0. (59). 


O repartiție de sarcini diferită de cea din (50) ar conduce la calcule mai laborioase, dar 
principial cu nimic deosebite de cele de aci. 


$ 15. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU DISCUL 
CIRCULAR ŞI PENTRU PLANUL CU UN ORIFICIU 
CIRCULAR 


a) Disc circular 


Soluţia se obţine din cea din $ 14, dacă luăm R, = 0 şi ţinem seama 
că funcţiile q(3), V(3) trebuie să fie olomorfe în domeniul Zi la care se 
reduce Z. Această din urmă condiţie obligă să avem 


„= 0, a ,=0,=0 pentru n = 1,2,3,... (1) 


Vom renunța la indicele „,o” relativ la mărimile definite pe cercul 
exterior, păstrînd numai notația Rg pentru raza acestuia. 


Condiţia de echilibru se scrie acum (vezi (14.4), (14.14)): 
XX = Im 4 =0. (2) 


Ecuațiile (14.22) — (14.25) devin (înlocuind —n prin n pentru 
n >0 în (14.25)): 


2 aa Ro = ho + Co (+ în) Ro=h; 


= 3 
a, 83 = ha n >2; (n + 2)aa RE +0 BR =h,n>0. z 
'Ținînd seama şi de (14.19), deducem de aci 
ay =0; a = m Bot; a, = hu By", n>2; 
i (4) 


bo = 05 5. =[h— (n + 2haal Ro", n >. 


_Din prima relaţie (3) obţinem şi constanta (inutilă de altfel) C, = 
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Introducind acum (1) şi (4) în (14.15), obţinem 


Și n. (3/Ro, 


p(3) = e hi (3 Ro) + 
. (5) 
Vl) = ŞI Da — (0 + 2) husa 3/Ro). 

=] 


(Pentru modul de a nota coeficienţii, vezi şi $ A.9, pag. 763.) Convergența 
seriilor din (5) se demonstrează ușor (vezi finele $ 14). 


b) Metoda lui C. Iacob [i] 


Este vorba de o metodă care permite să se rezolve aproape fără nici 
un calcul problema biarmonică fundamentală 


MA=0, Alp =Pu Ang, = Pa (6) 


“ (ande Ze, este frontiera discului circular Z de rază R,), pentru date 
la limită 


Fa Pa) = Ras a) Re (II, (3))lg,» j = 2 (7) 


R, fiind îuncţii raționale şi fără singularităţi pe Z,, în timp ce H, sint olo- 
morte în 2 şi continue în 2 + 7. 
Soluţia se caută sub forma reprezentării lui Almansi 


A=A + (82 — RA, AA =AA=0, (8) 


iar funcţiile A,, A, rezultă efectiv determinate prin intermediul funcţiilor 
H, şi al părţilor principale în Z ale unor anumite funcţii care nu depind 
decit de R, şi H,. Pentru H, = 1, se obţine cazul particular important al 
datelor la limită raționale. Dacă F, sînt polinoame, rezultă că A(z,, 22) 
este de asemenea un polinom. (Vezi încă şi $ 5.17.) 

'Ținînd seama de indicaţiile din $$4 și 7, acest rezultat poate îi 
direct, adaptat la cerinţele teoriei elasticității, privind nu determinarea 
funcţiei lui Airy, ci pe cea a funcţiilor lui Kolosov şi Musheligvili, 


c) Disc circular cu o fisură punctuală centrală. 
Concentrarea tensiunilor 


Cazul discului diferă esenţial de cel al coroanei circulare cu R, — 0, 
din cauza concentrării tensiunilor — fenomen deja întîlnit în studiul 
problemei antiplane. Pentru a-l pune în evidenţă, să comparăm tensiunile 
în origine pentru disc (eare se obțin utilizind (5)), cu tensiunile pe cercul 
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de rază R, în cazul coroanei circulare, pentru R, —> 0. Vom presupune că 
cercul interior Z, este liber — aşa cum se petrec în general lucrurile pe 
frontiera unei fisuri. 


Pentru disc, din (7.8) și (5) găsim în origine 


5.(0, 0) = 4 Re g'(0) = 4a, =2h Bi, 


(9) 
S (0, 0) = 2y'(0) = 25, = 2(h_, — 3ha) Rl. 
Pentru coroana circulară, obținem mai întîi (vezi şi (14.3)): 
Xu = hi = Imh=0, U=MR, (10) 
astfel că formulele (14.15) devin 
e(3) = 5 a, Vi) ȘI bus. (11) 
Pe cercul 2, avem 3 = Ro, 3 = Rol, și deci 
Sag, =4Re Şi na,Rior, 
(12) 
Sl, =92 „X „Inn —)a 310-439, !10)]. 
Or, din formulele din $ 14 obţinem mai întîi 
1 Ș . 
do =0, a = hi Ro(Bi — Ri), a = Ră/(B— Ri), 
î (13) 


bo = 0, bu = —RR RR — Ri), bu= — PB RI/(B— Ri). 
Pentru n > 3 găsim 
a, = (RR —1]R3h0 + (n —2) (Ri —R) Ri Re hol: D, 


Aaa = (LR — RP) Ro he — n(Bo — RD) BR] Ri): 0, (14) 


D, = (n — 2) RR — RP ++ (RE — RP) (RR) — 1], 
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şi respectiv 
ba E e î_s+a Rat — Nu hi, NR e —d, RP + (n — 2) A_uja Ri. (15) 
Trecînd la limită pentru R, > 0, obţinem 


Gs =0; a= MB; 0, = Bg", n>2;6_,=0,n>l1; 
şi (16) 
b_,=0, n>0; d, =, —(n +2) haz] Bo", n>l. 

Aceste valori coincid cu valorile (4) obţinute pentru disc. Dar 
este evident că, pentru a calcula tensiunile, trebuie să folosim nu înseși 
funcțiile-limită ? (3), Y(3) pentru R.—0, ci derivatele lor, aşadar să 
ţinem seama de limitele pentru R, — 0 ale produselor a,R!! şi d, Ri, 
ce apar în (12). Subinţelegind peste tot limita luată pentru R— 0, 
găsim 

lim a = Rgş'; lim a, Rț 1 —0 pentru n>l; 

(17) 

lim a_„sa Rit! = [— Ma + n h9] R1-2 Rg"*? pentru n >3, 
de unde, separat, 

lim a_, Ri*=[—h9,+3h2] Ro!, lim a_„şe Ri"t!=0 pentrun > 3. (18) 


Mai departe, din (13) obţinem 


lim 9_, Rit= —AM Rs, lim 5,81 =0, (19) 
iar din (15) — unde n > 3 — căpătăm mai întîi 
d. Ri! = —0,R71+ (n —2)a_s Rit, 
bca Ri? = — dm Ri —na, Ri, 


ceea ce, ținînd seama de (17) şi (18), dă în definitiv 
lim b_, Rit =[(—h0, + 3h9] Ri), limb, = [Rh — 30] Ri, (20) 


termenii corespunzători celorlalte valori ale indicelui n avind limita zero. 


După cum se vede, deşi coeficienţii a_., b_a; b_ş din (16) au limita 
zero, componentele tensiunii conțin termeni (polari) care corespund 
acestor coeficienţi. Obţinem acum din (12) 


lim So|g, = 4 lim Re(a, —a_,Ri?o2), 

lim S|s, =2 lim (2a_, Ri? o 4+b5, —b „Rito 2—3b. „Riot, 
ceea ce permite să calculăm tensiunile-limită în origine 

Sa (0, 0) = 2[h -P (0, >=? 3 h3) s? + (RO. cz: 3 h3) o*] R', 

S(0,0) =2(h0, —3H0-+ ho (hu, —3B)o Ri. CD 
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După cum era de așteptat, spre deosebire de cazul torsiunii şi 
încovoierii — unde fenomenul concentrării tensiunilor e funcţie exclusiv 
de configuraţia geometrică — aci termenii suplimentari în raport cu (9) 
depind în mod esenţial de sarcina pe Z,. 

Limitîndu-ne la cazul discului supus la presiune uniformă de inten- 
sitate — po, din (14.52) urmează hi = — Ro Po, ceilalţi coeficienţi fiind 
nuli. Considerind aceeaşi problemă și pentru coroana circulară cu R, — 0, 
obținem din (9) şi (21): 


pentru disc: — S59(0,0) = —2po, S(0,0)=0, P.. 
pentru coroană : Se (0, 0) = —2po, $(0,0)= —2poc, 
sau încă 
| pentru disc : Cu = — Po» Oa = — Po Ga =0, 
| pentru coroană : ou = — Po (1 — cos2y), (23) 
Ga2 = — Poll + 0327), oa = Posin 27. 


Prin urmare, nu numai repartiția locală de tensiuni este cu totul 
diferită, ci şi condiţiile de rezistenţă se deosebesc calitativ. Anume, 
întrucît în cazul discului avem S$ = 0, din (6.28) sau (6.29) rezultă că, 
pentru presiuni oricît de mari, corpul rămîne în starea elastică. Dimpo- 
trivă, o fisură centrală oricît de mică obligă la considerarea condiţiei 
ce rezultă din (14.58) pentru p, = 0, RR, — 0. Ținind seama de (14.59), 
deducem că trebuie să avem 2p, < 1,16 o, ceea ce limitează presiunea 
externă compatibilă cu starea de deformare elastică. 

Pentru deplasări, introduciînd (5) în (7.12) căpătăm în origine 


2uU(0, 0) = x (0) — y(0)=0. (24) 
Pe de altă parte, introducînd (11) în (7.12), deducem 


20Ul, = Yi [ma Rio" — mă, ct? — 5, Rt), (25) 


astfel că în expresia lim U|, (pentru R, —>0) intervin valorile lim a,R! 
şi lim b,R?. Toate aceste limite sînt nule pentru termenii polari, astfel 
că deplasările nu se modifică în urma apariției unei fisuri punctuale centrale. 

Caracterul local al fenomenului este evident : termenii suplimentari 
din (21) sînt termeni polari, cu atit mai importanţi, cu cît |3| este mai 
mic. (Vezi și $ 5.15, pag. 247—248 şi 259; $5.20, pag. 312 şi 326.) 

Acest exemplu arată importanța proprietății de olomorfie : simplul 
fapt că coeficienții termenilor polari pot fi făcuţi oricît de mici vrem, 
încă nu garantează împotriva apariției de tensiuni locale considerabile 
în vecinătatea unor fisuri, fie ele chiar microscopice. 
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d) Plan cu un orificiu circular 


Raţionind ca şi pentru cazul discului, vom lua acum 2=2;, 
iar funcţiile lui Kolosov şi Mushelişvili vor avea forma din (10.32). Renun- 
țind la indicele ”1” relativ la mărimile de pe £,, vom păstra numai 
notația R,. Prin urmare, avem mai întîi 

4, =0,=0, == 0,2,3,..-p (26) 
iar ecuaţiile (14.22) —(14.25), ţinind seama şi de (10.36), devin 
ho — [le — D/(x + 1)](X"/2n)ln B+ 0, =0, 


20, Ri + bb, =h Bu, 


-— (27) 
boa = [hp + X" fer (x + DR, 
— (n — 2) â me Rr"? + Da Ri = hu, n>3, 
şi încă, înlocuind în (14.25) pe n prin — n (pentru n >): 
aa R;! - b, R, — | SET 
(28) 


Aa Ri" == Aa, n>2. 


Întrucît 2 nu este mărginit, torsorul forţelor superficiale nu este 
cu necesitate nul (vezi (14.4), (14.14)). În schimb, coeficienţii a, b, se 
pot determina numai cunoscind valorile la infinit ale tensiunii (vezi 
(10.33), (10.35)). Prima relaţie (27) este evident supertluă. Mai departe, 
obţinem pe rînd (constantele a;, bd; şi b, fiind date în (10.35)) 


4 =0; a=a; a,=0, n>2; 


(29) 
G_a = Aa R, — (bi —ib) Ri; An 5 Ăa RI, n>2; 
şi încă 
b =0; bi=bhhibi; b,=0, n>2; 
ba =AR—2a/R; ba = [ha + Xa (x + DR; 
(30) 


bos = [ha + ha — (bi — id) 8] Ri; 


bon = [h + (n —2)h-ma Ri, On >4- 
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Introducînd aceste valori în (10.32), avem deci 


(3) = — DX" 2r(a + ling + aa — (bi — 00) (223) + Ş h-—n (R/3)”, 


Y(3) =[xX" or (a + D]ng + (Bi ++ î00)3 — 20! Ri (Bulz) + (31) 
+ [X" Rata + DD] (R/l8)2 — (bi — î07) BR (2/8)9+ ha (BR./3) + 
+ Sha (n — 2) honsa (2/3). 


n=1 


$ 16. PROBLEMA LUI NEUMANN. METODA SERIILOR. EXEMPLE 


Vom examina aci unele cazuri simple de solicitare a unor domenii 
mărginite de o singură frontieră circulară, cazuri uşor de studiat prin 
metoda seriilor. 


a) Disc supus la presiune uniformă pe frontieră 


Acesta este un caz particular al problemei lui Lame. În notaţiile din $ 14, avem f(%) = 
= — pexp (ix) pe Ze, de unde î, = — Rep, ceilalţi coeficienţi fiind nuli. Din (15.4) urmează 
— ca şi în (11.21) — 


1 
?(3) = — a Pă> V(3)=0, (1) 


astiel că formulele (7.8), (7.12) dau imediat 
Cp > Op — PP 030, Wotiuz= — [(X — 1)4pl pir riza) (2) 


Pentru p < 0, presiunea este înlocuită cu o întindere uniformă. 


b) Discul lui Hertz 


Fie că în două puncte oarecare de pe frontiera unui dise acţionează 
două forţe concentrate. Alegiînd drept axă Oz, bisectoarea unghiului la 
centru definit de cele două puncte, rezultă că forțele trebuie să tie egale, 
opuse, și paralele cu Oz. Funcţia f(s) de considerat aci nu este integra- 
bilă. Pentru a determina h(s), vom privi forța aplicată în a, drept caz- 
limită al unei sarcini de moment nul față de ap, repartizate pe o porțiune 
mică a frontierei, şi în aşa fel încît rezultanta acestei sarcini să rămînă 
reg cind facem ca lungimea arcului-frontieră solicitat să tindă 
a zero. 
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În acest caz, funcţia h(s) = ij re) ds de- 


[4] 
finită în (11.6) poate fi privită ca fiind constantă 
pe porțiunile libere ale frontierei, şi discontinuă 
în 3, 30, saltul ei fiind dat de intensitatea sarcinii 
concentrate. Obţinem astfel 


0 pentru O0-<y< y%,; 
h()=3P pentru xp <y<2r—x%o, (3) 
0 pentru 21 — 19 x 2. 


FĂ 


OBSERVAȚIA 1. Modul de a raționa de mai sus 
este identice cu ce! folosit pentru introducerea funcţiei â 
a lui Dirac. (Vezi $ A.2, pag. 689). Sarcina nu numai 
că nu posedă aci proprietățile de regularitate pretinse în Fig. 6.161 
$ 14, pag. 437 și 1441, dar nici măcar nu este reprezentabilă 
printr-o funcţie, ci numai printr-o distribuţie. Raționamentul ce urmează poate fi 
transcris — totuşi fără simplificări esențiale — cu ajutorul funcţiei d și al funcţiei 
Imi  Hoaviside, Acestea sint larg utilizate în problema — mai complicată — a coroanei 
circulare supuse acţiunii unor sareini concentrate (vezi M. Narodeţki [1]; |. Ustinov [1]; 
D. Vainbera [1]). 


Întrucît rezultanta X” este evident nulă, deducem din (14.8) 


(ep) 


n(p= ȘI n exp (in3), (4) 


unde 
(P/z) (x — do) pentru n = 0, 


i) 
(i P/2xn) [exp (inkg) — exp ( — ina) pentrun = 0. (5) 


Introducind (5) în (15.8), obţinem mai întîi 


= e exp(inxo) — exp(—inzo) 
PG) 2 5 iLă (2 


1 : , 
fe: [exp (io) — exp (— ia) pe E 
(6) 


E in Xe) _ ţexp(i(n +2)x5)— 


27 n=1 ELĂ 


—exp(oitn +a a (A) 
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unde evident avem |3/R,| <1 în 2. Întrucit pentru || <1 avem 


n(1— = Smia, U—ai= Șa, (7) 
Nol 


%=0 
putem scrie pe rind 
A i sa = ta [1 — ASI | = — ta ză, (8) 
nai h Ro Ro o 


Ş [exp i(n + al.) = oxp(2ixa) Ş a ua] - 


= exp (2ix) [| a spal ” 1 = —Î0_ —exp(2iz), (9) 
[1] >= 


astfel că (6) devine 


iP[.„d0—3__de—d 3], Păe 
e (3 2 | 3o—a 28 Bi i (19) 
W=mp[m 28 e e] Pre Pina, 

2 | î0—8 î0—â Bo—3] 7 P3 


Componentele tensiunii și deplasării se calculează uşor — după 
care se poate constata că soluţia satisface efectiv condiţiile la limită 
considerate. 

Cazul mai multor forțe concentrate va fi expus în $ 22, exemplul b. 


c) Plan cu un orificiu circular solicitat de o presiune uniformă 


Acesta este de asemenea un caz particular al problemei lui Lame. 
Din (14.50) avem f = p exp (ix), şi deci din (11.8) urmează (abstracţie 
făcînd de o constantă) 


h(X) = — i f(s) ds = — ip Bi; exp (ix) dx = — pR, exp (x). (11) 


-0 [i] 


Comparind (11) cu (14.8), deducem 
X" =0, m=—pRy, h,=0 pentru nl. (12) 


Presupunind tensiunile nule la infinit, obținem acum din (15.29)— 
(15.31): 


?(3)=0, v(â)= —pRis. (13) 
După cum se vede, soluţia este de natură cu totul diferită de cea din (1). 
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d) Forţă concentrată aplicată în origine 


Să considerăm problema planului cu un orificiu circular de fron- 
tieră |4| = R,, solicitat de o sarcină f(s) = f = const. (A nu se confunda 
cu presiunea normală constantă !) Din (11.8) avem deci 


n) = if pda = —i/ Rx (14) 
[1] 
iar din (10.16) urmează 


XI = ds = 2rfR,, (15) 
+, 
şi deci 


fix) = XY"PrR, My) = — 0'/2m)iy. (16) 


Prin comparaţie cu (14.8) deducem că toţi coeficienții h, sint nuli. 
Dacă tensiunile sînt nule la infinit, deducem din (15.31) 
Ai uX Xib 7A 
= —— In = ————— În e 
(3) Za 4 1) > (3) Date FI) rare TI) ai 


'Ținind seama de (8.12), obţinem pe orice curbă închisă care conține 
în interior cercul |3| = R,, independent de raza acestuia : 


R = — x”, Na = 0, (18) 
așadar un sistem de tensiuni ce echilibrează o forță X" aplicată în origine. 


Pentru K, —> 0, căpătăm deci de aci soluția problemei planului elastice 
solicitat de o forță concentrată X"" aplicată în origine. 


(17) 


Soluţia (17) pentru R, —> 0 coincide cu (10.44), în afară de vecinătatea imediată a fron- 
tierei [3] = R,, unde al doilea termen din 4(3) dat de (17) nu este neglijabil. Întrucit acesta 
corespunde însă unei sarcini auto-echilibrate, urmează că ambele soluții corespund acţiunii 
aceleiași forțe concentrate X!. Cele două soluţii sint distincte, și totuși în egală măsură 
indreptăţite : amindouă îşi pierd sensul pentru [| — 0, și coincid pentru R,/13| neglijabil, 


e) Momeni concentrat aplicat în origine 


Să considerăm frontiera circulară |3| = R, solicitată de o sarcină 
tangenţială de intensitate constantă, așadar avind forma f = icg (e — 
constantă reală). Din (11.8) avem deci — abstracţie făcînd de o constantă 
neglijabilă — 

x 
9 


A) = —î$ ȚBudy = eh ţ exp (ix)ăy = — ie? exp (î7), (19) 
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asttel că, comparind cu (14.8), deducem 
XP = 0, h= —icRi, h,=0pentru nl. (20) 
Presupunind că tensiunile la infinit sînt nule, din (15.31) căpătăm : 


p(3) = 0, (3) =icRis”, x(3)=ichi Ing. (21) 


'Ținînd seama de (8.12), obținem pe orice curbă închisă care conține 
în interior cercul |3| = R,, independent de raza acestuia: 


R = 0, My = — 2meRt, (22) 


astfel că (21) corespunde unui sistem de tensiuni ce echilibrează un cuplu 
de moment 2xeR? aplicat în origine. Notind cu M' momentul acestui 
din urmă cuplu, egal cu — AM, obţinem c = M9/2rR?, asttel că (21) 
se reduce la (10.45): 


p(3) = 0, (3) = (iM9J2mp. (23) 


OBsEnvAȚIA 2. În aceste două exemple, soluția problemei pentru sarcini concentrate 
rezultă deplin determinată (compară cu $ 8, pct, €), datorită faptului că a fost ales un anumil 
mod de trecere la limită. Dar se poate alege cu totul altă structură a sarcinilor decit cea din 
(14), respectiv (19), păstrind totuşi intacte relaţia (15) și prima relație (20); se va ajunge 
atunci la cu totul alte funcții ș(3), (3). Ținind seamu de (15.31) în (7.19), se vede că ter- 
menii ce corespund coeficienţilor h, tind spre zero odată cu R,/1g|: toate aceste soluţii posi- 
bile sînt deci distincte, dar deosebirea între ele scade odată cu creșterea distanței la punctul 
singular. 


Determinarea efectului unei sarcini concentrate se poate precizu și dacă dispunem de intor- 
maţii asupra comportării corpului la oarecare distanţă de punctul singular (de ex., dacă cunoaş- 
tem vectorul tensiune pe un cerc cu centrul în acest punct). Aceasta revine la a se adopta 
o schemă mai exactă a fenomenului, decit cea redusă la simpla informație privitoare la punctul 
singular. 


Pentru chestiunea sarcinilor concentrate, vezi şi 1, Miine-Thomson [2], $ 4.11; 
N, Mushelişvili [5]. $$ 43 şi 57. 


f) Plan cu un weifletu circular liber. Concentrarea tensiunilor 


În cazul de față avem h(3) =0, X” =, , şi starea elastică 
depinde de repartiția ll met d la infinit. mă tu, (15.31) se reduc la 


V(3) = (B+ îbi)a — 2a, Rig! — (bi, — îi) Ra? 
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Pentru o întindere la infinit după direcţia Oa, (oi = Py c& = 
= 08 = 0), obţinem (compară şi cu (22.39)) 


ot) = Paza Bis 9 = Pat Bat Rt59 (05) 
În cazul unei întinderi la infinit după direcţia Oz, se găseşte 

0) = Pai Bi = Paa— Bia — Ri 66) 
În fine, în cazul unei tensiuni de alunecare 7 la infinit, avem 


p(3) =iTRi3), VG)=iTG+ Rig). (27) 


În particular, pentru P, = P; = P, obţinem prin suprapunere din 
(25) şi (26) soluţia pentru întindere uniformă la infinit 


1 
pla) = Pa Via) — PR”, (28) 
iar dacă P, = — P, = P, atunci căpătăm 
p(3) = PRI, v()= — P(— Rig 0). (29) 


Formulele (27) și (29) trebuie să descrie aceeaşi stare (alunecare pură la infinit) în axe 
rotite unele față de celelalte de 45" (vezi $ 3.4, pag. 91). Aceasta se verifică cu ajutorul 
formulelor (9.10) şi (9.24), care devin 

3 = lexp (ir/4)08, (3) = lexpiz/4)] ea (31), V(3) => lexp (— în/4)lVu(31). (30) 

Din (27) obţinem mai întii 
1 : 0 RER Ri 
pa (30) = RI i 
exp (— îxc/4)]3 

(31) 


R 
(31) = i Z Îlexp(— iz/40)13 + ae a 
[exp ( — 3ix/4)]39 


de unde soluţia, care coincide cu (29) pentru P= -—T: 
[exp (în!4)] p(31) = — TRIgI,  lexp(—iz 431) = 73 — R48 9). (92) 


Formulele (24)—(32) rezolvă problema concentrării de tensiuni 
în vecinătatea unui orificiu circular liber, într-un corp de dimensiuni 
suficient de mari față de cele ale orificiului. 
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Limitindu-ne pentru exemplificare la cazul planului cu un orificiu circular liber, supus 
la infinit la o întindere o = P, > 0, să determinăm mărimea | S |, ale cărei valori maxime 
caracterizează punctele cele mai solicitate. 


Vom atribui în general un indice (i) (stare inițială) soluţiei corespunzătoare corpului fără 
oriticiu, supus aceleiași sarcini, și un indice (p) termenilor perturbalori datoraţi prezenţei ori- 
ficiului ; soluția problemei cercetate, aşadar suma termenilor (i) și (p), se va scrie fără vre-un 
indice suplimentar. 


În cazul planului fără orificiu, din (10.32) urmează (intrucit funcţiile lui Kolosov și Mus- 
helişvili sint acum olomorte inclusiv în origine) că avem q(%(3) = ag, W(3) = big, unde, 
ținînd seama de (10,35), (10.36), trebuie să punem 4 = P/4, b = — P2. 


Funcţiile lui Kolosov și Mushelişvili se scriu deci 
(1) 1 Li) 1 
mp3) = Pe V'(Q) = — pa P,3» (33) 


iar criteriul de plasticitate (7.28) conduce la valoarea constantă 
VS? = p,. (34) 


Pe de altă parle, introducind (25) în (7.28), ebţinem 


|S| = PH — 1 +21) — 3(R2/82)] (83/89) |. (35) 


Se poate demonstra că punctele cele mai solicitate sînt situate pe Z. De altfel, din for- 
mula (35) se vede că pe măsură ce |3| creşte, | S | tinde către valoarea sa din planul solicitat 
la infinit, fără orificiu. Termenul perturbator scade proporţional cu pătratul raportului R,/13 |. 
Toate acestea subliniază caracterul local al fenomenului, care e din nou un fenomen de con- 
centrare a tensiunilor. 


Să determinăm maximul funcției (35) în puncte 3 = R,exp(ix). Obţinem mai lntii 

|Slg, = Pl — exp (— 2i 3) +exp(—4iV)i= IPL — 2cos2|. (36) 

Maximul acestei funcţii este atins pentru x = 4+ 7/2, aşadar în punctele 3 = +i RR. 

Punctele de maximă solicitare sînt deci situate la capetele acelui diametru al frontierei orifi- 
ciului, care este perpendicular pe direcţia sarcinii la infinit. În aceste puncte avem 


|S|ma = 3 Pu, (37) 


ceea ce reprezintă o valoare de trei ori mai mare decit cea din (34). 


'Ținind încă seama în (7.27) de expresiile (33) şi (25), obţinem pentru componenta normală 
a tensiunii pe direcţia de acţiune a sarcinii la infinit 


3 si 3 
aţi = P,; cu=P re|i a - (R2182) — RE (3139) + 2 ata (38) 
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Calculind valoarea o, în lungul axei Oz, (care trece prin punctele de maximă solici- 
tare), căpătăm în diferite puncte valorile din tabel: 


IUR, | 0 | 5 [20 | 3.0 
sulP, | 3 | 1,52] 1,22 | 1,07 


Faptul că datorită prezenţei orificiului atit | S | cît şi o, cresc tot de trei ori în 
3=+1R, nu este aci întimplător; pe Z, în aceste puncte avem Oa = Oyy = 0. În general 
însă, coelicientul de concentrare rezultă diferit, după cum se calculează tensiunea normală 
maximă (importantă în special la corpurile casante), sau valoarea | S| (al cărei maxim 
ne interesează mai ales în cazul unui corp elasto-plastic). (Compară de ex. cu $ 14, 
pag. 445 — 446. Vezi şi mai departe $ 8.6, pag. 587.) 


$17. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU COROANA 
CIRCULARĂ. METODA INTEGRALELOR DE TIP CAUCHY 
(METODA LUI MILNE-THOMSON) 


După cum am văzut în studiul problemei anti-plane, utilizarea 
integralelor de tip Cauchy este adesea susceptibilă de a simplifica conside- 
rabil calculele. Vom expune aci soluția dată de L. Milne-Thomson [2], 


$ 5.5 (vezi și Corrigenda), pentru domeniul Z mărginit de două cercuri 
concentrice 7, £.. 


a) Domeniu cu frontieră circulară 


Să considerăm deocamdată domeniul (mărginit sau nu) ce are drept 
frontieră cercul Z,. Trecerea la coordonate polare se efectuează cu aju- 
torul formulelor (9. 16), (9.20), unde unghiul 9 coincide cu X, iar compo- 


nentele tensiunii se notează acum cu fă, îi, Sa (vezi $ 4.1, pag. 121). 
Scăzind termen cu termen relaţiile menţionate, avem mai întîi 


2RE — i R3) = Sp — S exp (2iy). (1) 
Trecînd la cantităţi complex conjugate, ţinind seama de (7.7), 


(7.8) și de faptul că pe orice cere avem exp (2iy) = 3/3, vom scrie (1) 
sub forma 


RR + ifz = 009) + 00) —30 (6) — (la) Pa). (2) 
Să introducem notația 


PG) = FQ). (3) 
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Aceasta înseamnă că, dacă P(3)= EP, atunci F(3) = EP. 
Din (3) urmează evident şi F(3) = F(3). Cu aceasta, (2) va lua forma 


RE + i x = 0(3) + 0(3) —30'(3) — (3/3)'P(G). (4) 


Să asociem acum punctului 3, punctul Z = Ri/â = (R3/R) exp (ip), 
simetric lui faţă de cercul Z, (compară cu $ A.11, pag. 781, unde Rp=1). 
În mod evident, dacă ze Zi, atunci Ze2; şi reciproc; iar dacă 
te Zp, atunci avem şi Z—t. 

Să considerăm acum funcția ce se obţine din membrul al doilea al 
relației (4), dacă înlocuim pe 3 prin Z (lăsînd însă pe ş intact), şi dacă 
egalăm această expresie cu zero. După această operaţie strict formală, 
căpătăm mai întâi 


O(Z) + (3) — 30'() — (3/Z)P(3) = 0, (5) 
ceea ce se va scrie sub forma 


(2) = — 0(3) + 3 0'(5) + (3/2) Y(3) 
| se2u, Z = Rife 2, 

sau (6) 
| ses, Z= Ries. 


Această relație defineşte funcţia O (iniţial dată numai în 2 sau în 
2) în tot planul cu o tăietură în lungul cercului Z,. 

Să amintim acum că din (10.22) şi (10.32) urmează că funcţiile 
P(3), Y(3) sînt olomorfe în domeniul (mărginit sau nu) ocupat de corpul 
elastic, exceptînd cel mult poli de ordin zero la infinit. 

Prin urmare, dacă acest domeniu este cercul 2, , relaţia (6) arată că 
b(Z) este olomorfă pentru Z e 2; , cu excepția punctului de la infinit, unde 
ea are eventual un pol de ordin zero (provenit din termenul — (3). Dim- 
potrivă, dacă corpul ocupă domeniul 2; , atunci funcţiile (3) şi Y(3) au 
forma unor dezvoltări în serii după puterile negative ale lui 3 (aşadar, 
după puterile pozitive ale lui Z), şi funcţia O(Z) este olomorfă în Zi, 
cu excepţia originii, unde ea poate avea un pol de ordin cel mult 2. 

Să scădem acum termen cu termen relațiile (2) şi (5), ceea ce dă 


pentru 


rogi SI amana i * STR 
RR + iRy = 0(3) — O(Z) — (3 *— 2-1) Y(3)- (7) 
Luînd aci 3—>te.Z, avem totodată şi Z-—>t, şi deci 
RR + ij, =0,()—-0(0 (8) 
(dacă, de ex., domeniul ocupat de corp este 24). 


Prin urmare, funcția (3) trebuie determinată din condiţia, ca ea 
să fie olomortă pe porţiuni în tot planul (exceptind eventual origina şi 
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punctul de la infinit), iar la traversarea lui 2, valoarea saltului să fie 
egală în fiecare punct cu tensiunea complexă. (Se vede că porțiunile 
libere ale frontierei sînt porțiuni prin care funcţia se prelungește prin 
continuitate din 2ş în 2; ; compară cu $ A.1l, pag. 782.) 

Or, din prima formulă (A.11.9) rezultă că funcţia G, olomortă pe 
porțiuni în tot planul, nulă la infinit, şi care verifică relația (8), este 
chiar integrala de tip Cauchy (A.11.1): 


d) = za $ RR + Rx dt. (9) 
ri Ja, t—3 


Prin urmare, soluţia problemei considerate şi care posedă singulari- 
tățile menţionate, este funcţia 


1 Da | i R> 
DR PI $ RE + BL at + Ag A_sa1 + Aaa, (10) 
2mi Ja, t—gş 


unde A, = Ap (vezi (10.36)); dacă corpul elastice ocupă domeniul Zi, 
atunci avem şi A_, = A_g = 0. Menţionăm că sensul de integrare este 
rez a cel direct ; în cazul domeniului 2, trebuie schimbat sensul 
normalei. 


După ce funcţia O(3) a fost găsită, din relaţia (6) obţinem 
(3) = (23/32) [O(Ră/p) + (3) — 30(3)]. (11) 


Desigur, funcţia (3) are expresii analitice diferite în 2; şi 2,, 
fapt care trebuie ţinut în seamă cînd se utilizează formula (11). 

De asemenea, se vede ușor că dacă înlocuim Z prin 3, va trebui 
să înlocuim şi 3 = R3/Z prin R?/3, și atunci formula (6) va deveni 


D(3) = — D(283/3) + (B5/3)0(Bil3) + (23/89) P (2/3). (12) 


b) Problema coroanei circulare 


Să facem uz acum de formulele (11) şi (12) atit relativ la cercul 
frontieră exterior 2, cît şi la cel interior 2, al coroanei considerate Z. 
Din (12) obţinem 


(3) = — P(B/3) + (22/3)0(283/3) + (83/32) FU2/3), pentru Re 3, 


(13) 
(3) = — DEA) + UE) UE3) + (2/32) PU2/4), pentru Rihez, 


unde am scos în evidență faptul că argumentul funcțiilor din membrul 
al doilea trebuie să fie situat în domeniul în care aceste funcții sînt olo- 
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morfe. De aci rezultă că prima relație (13) este valabilă pentru (22/R,) > 
> hR > Ro, iar cea de-a doua este valabilă pentru k, > R> (RR). 
În ce privește relaţia (11), ea capătă formele 


Y(3) = (23/42) (DUE) + Ol) — 30(3)] pentru e 2, 
i (14) 
Y(3) = (Ri/42) [LO(Rii) + O() — 30"(4)] pentru ze2, 


simultan valabile în coroana Z. De aci rezultă identitatea lui Milne- 
Thomson 


(Ri — RD) [OQ) —30'(3)] = RO) — RO(R:/4) pentru ze 2. (15) 


Fie acum date valorile la limită ale tensiunii complexe RE + i Ry 
pe Z, şi £,. Condiţia la limită a problemei se va scrie (vezi (8)): 


ba(t)—0a0) = RE rit pe z,, 
ba(t)—0(î) = RR +ifă pe z,, 


(16) 


unde am atribuit indicii 0, Z şi oo valorilor la limită dinspre 2; (care 
conţine originea), dinspre Z, respectiv dinspre 2, (a cărui frontieră 
conține punctul de la infinit). 

Să construim funcţia (3) definită pe porţiuni precum urmează : 


P(3) = A) pentru e 2, (17) 

dal) = za d RETEA at + 4). O pentrugez, (18) 
2xi +, t—g 

O, (3) = E | tai E POL A BE + BX a; + A) 


2mi le,  t—3 2mi je, t—3 
pentru ze Z;, (19) 


unde în integranzi apar tensiunile ezterioare aplicate pe frontieră, iar A(3) 
este continuă în coroana de raze R/R, şi R:/R. Dat fiind că integralele 
de pe £, (respectiv £,) sînt continue la traversarea curbei 2, (respectiv 
2), urmează că funcţia definită în (17)—(19) verifică condiţiile (16). În 
ce priveşte funcţia A(3) ea trebuie determinată cu ajutorul identităţii 
(15). Întrucît pentru şe 2 avem Re Zi și Rijje 2;, urmează că în 
primul membru din (15) trebuie să utilizăm formula (18), iar în cel de-al 
doilea, formulele (19) şi (17). 
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c) Exemplu. Problema lui Lam& 


Ne mărginim la a exemplifica această tehnică pe o problemă deja cercetată (vezi $ 14, 
pag. 445). Prin ipoteză avem 


— — _ 7, 
ar B=| A Pa (20) 
Pi pe ,. 
Ţinind seama şi de (A.10,14), obținem din (17)—(19) expresiile 
0.03) = AG) pentru şe 2, (21) 
023) = — Pa + AG) pentru şeZ , (22) 
9 (3) = — Po + Pr + AG) pentru şe 2... (23) 


Introducind aceste expresii în identitatea (15), căpătăm 


1 1 
A) = 4 =—2p-— Ri(Po— PD](R3 — Ri), (24) 


astfel că din (22) urmează 


1 
O(G) = (Rip — FoPo)](B3 — Ri), 3e 2. (25) 


Pentru a găsi pe Y'(3), putem face uz de oricare din relaţiile (14), de pildă de prima. Pen- 
tru aceasta, din (21) deducem mai întii 


D(3) = A, 3€ 23. (26) 
Introducînd acum (22) şi (24)—(26) în (14), căpătăm 


Y(3) = -— LRSRi(pa — PONRŞ — RDI? ie 2. (27) 


Comparind (25) şi (27) cu (14.57), constatăm că rezultatele coincid. 


d) Concluzii 


Metoda integralelor de tip Cauchy își manifestă superioritatea atunci 
cînd dezvoltarea în serie Fourier a datelor la limită conține mulţi, eventual 
o infinitate de termeni. Totuși, determinarea funcției A(3) obligă întotdea- 
una la scrierea primilor termeni din aceste dezvoltări. Mai mult chiar : 
dacă sarcina prezintă singularități în Z, pot apare cazuri în care funcţia 
A(3) să trebuiască aleasă sub forma unei serii Laurent —şi atunci avantajele 
metodei integralelor de tip Cauchy sînt în fapt reduse la zero. (Un astfel 
de exemplu este prezentat de T. Mitchell şi W. Warren [1).) 


În legătură cu această metodă, vezi încă V,. Buchwald [1], [2), și V. Buchwald şi 
G. Davies [1]. 
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$18. TRANSFORMAREA RELAȚIILOR ELASTICITĂŢII PLANE 
PRIN INTERMEDIUL REPREZENTĂRII CONFORME 


Studiul problemelor din $$ 14 —17 prezintă în sine un interes relativ 
redus. Importanța sa deosebită stă însă în faptul că el permite rezolvarea 
acelorași probleme pentru orice domenii ce pot fi reprezentate conform pe 
o coroană circulară (sau pe un disc). Cazul domeniilor mărginite de o 
singură curbă este cel mai simplu ; în schimb, dificultăţile devin considera- 
bile pentru domenii de ordin de conexiune superior lui 2. 

Ca și în cazul problemei anti-plane (vezi $$ 5.17 şi 5.21), începem prin 
a transcrie în coordonate naturale relaţiile necesare. Fie deci 


3 = o(G) (1) 


funcţia ce reprezintă conform discul unitate, o coroană circulară, sau 
discul unitate cu un număr de orificii circulare din planul $, — pe domeniul 
considerat Z din planul 3. Inversa acestei funcţii este 


E = 07 1(3). (2) 

Ca şi în (A.7.4), vom serie 
pul3) = e(0), pl3) = (0), (3) 
pin(3) = e(0)lo'(T),  bu(3) = V(0)/o'(0). (4) 


Folosind notaţiile (7.7) avem deci în planul E relaţiile 
Pu(3) = (0) = p'(0)/o'(0), Paola) = Y(0) = v'(0)/o'(0), (5) 


diferite de cele analoge din planul ş. 
Formulele fundamentale (7.8) şi (7.12) devin acum 


Se = 4Re[e'(0)/o'(9)], $ = 2 ([e(0)/o'1(01 0109 + ş'(0)/o'(9)), 
2uU = xe(0)— [e(0)/o(7)]9'1(7)— W(0). 


Evident, acestea sînt componente în coordonate carteziene, transcrise 
cu ajutorul funcţiilor lui Kolosov şi Mushelişvili exprimate în coordonate 
naturale. Pentru a obţine deplasările și tensiunile în coordonate naturale, 
este suficient să îacem uz de formulele (A.7.7), (A.7.8) și (9.21)—(9.24). 


Dacă funcţia (2) poate fi scrisă explicit, din (6) obţinem efectiv componentele tensiunii 
şi deplasării în planul 3. În caz contrar, relaţiile (6) şi (1) dau soluţia problemei sub formă 
parametrică. Cu aceasta, problema este redusă la cea a determinării funcţiilor e (3), W(ţ) 
din condiţiile (11.1) sau (11.7), transcrise în coordonate naturale, 

Desigur, datele la limită trebuie şi ele convenabil transcrise în prealabil. Astiel de 
exemplu, vom avea 


(6) 


Ju(5) = su (& D = dutat9, Oli = gt; Din, (7) 
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şi o relație analogă pentru h(s). Dacă 2 e reprezentabil conform pe un disc, frontiera 7 
este desigur Y, iar funcţia g(f, [) |u7 se poate serie g(6). 
Întrucit In cazul problemei lui Neumann este dată numai funcţia fa,(5), va trebui fie 


să scriem mai întii pe h,,(s) şi apoi să raționăm ca în (7), fie să explicităm ft, 7 | și apoi să 
integrăm în raport cu ds, ținind seama de (A.7.14) și de valoarea la limită din (1). (Dacă 2 
este dublu conex, este uşor de găsit relația care înlocuieşte pe (A.7.14).) 


În felul acesta, obţinem pentru problema lui Diriehlet 


xe(0)— Lo(9/e(7)] e1(7) — W(t)= 2u g(%, î) pe], (3) 


respectiv pentru problema lui Neumann 


ș(%)-+ La(%)/o'(%)l 9%) + W(0) = h(3, 0) const. pe. (9) 
Ambele condiţii la limită pot fi grupate sub forma 


He(%) + La(%)/o"()] 9(00+ V(0) = 2% Opel, (10) 


unde va trebui să luăm 


pentru problema lui Dirichlet : HI = — x, H(T, 0) = 2u (4 pe, (1) 
pentru problema lui Neumann : H — 1, H(5, 3) =h(%, 0) + const pe „JI. 


Să ne limităm acum la cazul unui domeniu mărginit şi dublu conez 
reprezentabil conform pe o coroană. Părţile olomorfe ce intră în structura 
funcțiilor g, y vor îi căutate sub forma 7) 


pd = ȘI at, val = ȘI ut. (12) 


E -] W=— o 


Întrucît în acest caz avem și 


o($) = $ o (13) 
şi întrucît c'()=£0 atît în coroană cît și pe frontiera ei (în cadrul ipotezei 
admise în (A.6.5), aşadar cu siguranță pentru frontiere Z de clasă C2), 


este evident că valorile la limită ale expresiei «(7)/w'(%) pe cercurile fron- 
tieră Jo, JÎ,, unde avem desigur 


Cr, = Po; & la, = P5; (14) 

pot îi puse sub forma unor dezvoltări în serii după puterile lui o = exp(i0). 
Procedind în acelaşi mod cu valorile la limită ale funcţiilor (12) şi 
dezvoltind și datele la limită Ho(?, $) (modificate aşa cum rezultă din (11.3) 


?) Subliniem că pentru coeficienţii funcțiilor eu(3). tu (4) și ș(0), W(2) păstrăm 
aceleaşi notații a, b, ca în (14)-(15)—deşi pentru cei ai funcţiilor transformate în planul 
I ar fi poate mai potrivită notația x, B, sau pa, Va: 
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sau (11.11)) pe „7 în serii Fourier, sîntem conduși la un proces de identifi- 
care a coeficienţilor, asemănător celui din $ 14. Prezența produsului a două 
serii ([o()/o'(%)]e'(3))a face însă ca coeficienţii fiecărei puteri o" să con- 
ţină în general o înfinitate de coeficienți a,. Astfel, în locul unui şir de sis- 
teme separate de ecuații cu un număr finit de necunoscute fiecare (de ex. 
cîte două în cazul coroanei circulare), obținem un sistem infinit de ecuaţii 
algebrice liniare cu o infinitate de necunoscute (vezi de exemplu IL. Sokol- 
nikoff [2], $ 76). 


Există cazuri în care acest sistem se descompune într-un şir de sisteme finite. Aşa se petrec 


lucrurile dacă raportul o(t)la'(t) pe JI este un polinom în o, sau dacă c(%) este un polinom 
sau chiar o funcţie rațională. În toate aceste cazuri, raportul în chestiune se scrie ca un cit de 
polinoame P,(0)/P,(5). Înmulţind ambii membri din (10) cu P,(0), obţinem pentru fiecare ter- 
men în a", un coețicient în care intervin numai un număr finit de coeficienţi ab Uneori 
însă ecuațiile astfel obţinute nu permit determinarea univocă a soluţiei, şi condiţii suplimentare 
(de pildă, condiţia de convergenţă a seriilor Taylor sau Laurent corespunzătoare) duc în ultimă 
instanţă din nou la necesitatea de a considera totuşi sisteme infinite de ecuaţii. (Vezi cele 
două exemple din $ 19, distincte din acest punct de vedere.) 

Problema domeniilor simplu conexe reprezentabile contorm prin funcţii polinomiale va 
fi examinată amănunţit — pe altă cale — în $ 21. 

Dacă « ($) nu este raţională, atunci fie se poate face uz de o reprezentare conformă 
aproximativă corespunzător aleasă (vezi finele $ A.6), fie sistemul infinit de ecuaţii la care 
se ajunge trebuie studiat ca atare. 

Desigur, nu toate constantele a,, b, pot și trebuie să fie determinate. Ținind seama de 
(9.4), rezultă de pildă că în cazul problemei lui Neumann putem adăuga funcţiilor p(%), V($), 
o funcţie de forma iCo(ţ) + y, respectiv Y', (7, y'—constante complexe ; C—constantă reală). 


Raţionamentele din $$ 14—17 arată că primele două probleme fun- 
damentale se rezolvă relativ elementar pentru discul şi coroana circulară ; 
singurele operaţii de integrare cerute sînt cele necesare pentru calcularea 
coeficienţilor Fourier ai datelor la limită. 

Raţionamentele din paragraful de față arată atunci că, dacă repre- 
zentarea conformă a domeniului Z pe discul unitate sau pe o coroană cir- 
culară este cunoscută, atunci problemele lui Dirichlet şi Neumann se re- 
zolvă aproape tot atît de simplu. Prin urmare, dificultatea nu rezidă în 
rezolvarea problemei plane (sau a ecuaţiei biarmonice) pentru un domeniu 
dat; — ci în găsirea reprezentării conforme a acelui domeniu pe un domeniu 
canonic adecvat (aşadar, în principiu, la rezolvarea ecuației armonice pen- 
tru acelaşi domeniu). 

Metoda lui Kolosov- Mushelişvili dă deci o soluție completă pentru 
ceea ce ține propriu-zis de teoria elasticilăţii în aceste probleme. 


Subliniem (vezi $ A.7, pag. 735) că problemele la limită (10) nu au semniticaţia de pro- 
bleme la limită ale teoriei elasticităţii pentru domeniul circular din planul ț. Lucrurile se pe- 
trec deci cu totul altfel decit în problema plană a mecanicii fluidelor, cind reprezentarea con- 
formă conduce tot la o anumită scurgere hidrodinamică în jurul obstacolului transformat. 
Această dificultate suplimentară (legată de caracterul biarmonic al problemei) arată redusa 
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utilitate a considerării în elasticitatea plană a unui analog al liniilor de curent. Dimpotrivă, se 
poate însă folosi analogia dintre starea elastică plană și mişcarea unui fluid viscos (vezi de 
ex. D. Ionescu [1]; C. Stănescu [1]). 


În practică, rezolvarea posiandee fundamentale pentru un domeniu 
dublu conex — şi cu atît mai mult pentru un domeniu de ordin mai mare 
de conexiune —se loveşte de dificultăţi considerabile, legate de necesitatea 
construirii efective a funcţiei de reprezentare. Unele indicaţii în legătură cu 
astfel de probleme vor fi date în $$ 23—25. 


$ 19. PROBLEMA LUI NEUMANN. EXEMPLE. 
(METODA REPREZENTĂRII CONFORME) 


Vom considera trei exemple, dintre care două pentru domenii simplu 
conexe, și unul pentru un domeniu dublu conex. 


a) Cardioida 
Să considerăm funcția de reprezentare (vezi $ A.8, exemplul c) 


3=a(1 +0); (1) 
de aci deducem imediat că pe y avem 


w (0)/aT(s) = , (9+ 0%) (2) 


i Dezvoltind datele la limită în serie Fourier şi căutind soluţia sub 
orma 


p(?) = Bat, v=Sat, (3) 
n=0 n=0 


obţinem din condiţia la limită (18.9) (vezi şi (14.21)): 


a=>1 = 


ac ŞI nam — Şi an —3)âmaot+ 


n=0 N —0o N —0o 
n=0 


+ $ d.,.0= 


del 


ha 0" + Cos (4) 


unde constanta C, trebuie menținută, întrucit nu am făcut încă nici o 
presupunere asupra coeficienţilor ag, bo; Im a. 
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Din (4) urmează prin identificare pentru 


PE 
%= 0: Sta titetrh = ho + Co 
AP = 
e - GG +3 t Ge = hp 
E 
n=2: ia înc = A (5) 
„»3: 4, = A 


n>1: (n+2)a,,+(n+3)a.s +25, =2ă.. 
Din a doua și a treia relație de mai sus căpătăm 


Re a, = h — ha (6) 
ceea ce impune să fie satisfăcută condiția 
Im (hi — hp) =0. (7) 


Întrucît 2 este simplu conex, funcția h(s) este uniformă, şi momentul 
rezultant poate fi calculat din (11.18). Obţinem deci 


A, = Be, y A, 0. 2a(l + a)do = —taxIm (hi, + he), 
| pim=—ca 
astfel că (7) este tocmai condiția de anulare a momentului A. 
d dp = bo =0, din prima relație (5) se determină constanta 0y— 

inutilă de altfel. Luiînd şi Im a, = 0, coeficientul a, este dat de (6). A 
treia relaţie (5) dă pe a,, iar din ultimele două obţinem succesiv toţi coefi- 
cienţii a,, b,. 

Calculele rămîn tot atît de simple pentru orice domeniu simplu conex 
pentru care raportul «()/o'(c) este un polinom sau un cit de polinoame, 
dacă numărul de termeni din aceste polinoame nu este prea mare. 


b) Coroana eliptică (soluţia lui A. Kalandia) 


Funcţia de reprezentare de utilizat este (vezi $ A.8, exemplul b): 
g=c(G+h3)). (8) 


Ca și pentru starea antiplană (vezi $ 5.18, exemplul d), vom examina 
atit cazul domeniului mărginit de două elipse contocale, cit și pe cel al discu- 
lui eliptic (cînd, spre deosebire de cazul antiplan, nu există soluție ele- 
mentară). 
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Fie deci elipsele-frontieră Z,, £, şi fie /Io, 1, cercurile de raze pp şi 
o, = 1, care definesc coroana circulară să a cărei imagine prin intermediul 
transformării (8) este 2. Parametrii e, h, pg Sînt cunoscuţi din (A. 8.15). 

Pentru simplitate, să presupunem că sarcinile de pe cele două compo- 
nente ale frontierei au rezultante nule. Funcţiile h( o) sînt deci uniforme 
pe ambele cercuri-frontieră, iar p(€), V(G) sînt olomorfe în /7 (vezi (11.10), 
(11.11)): 


p(0= 5 at, v(0= Și dt. (9) 


= —c0 n=—% 


Introducînd (9) în condiţia la limită (18.9), obţinem mai întîi 
(1 — 2/72 [e (7) + VOI + (+0 (0) = 
= (1 — 1/62) (n (3 8) + const.] pe JI. (10) 


Să facem uz acum de (9), ţinind seama că $ = p,o pe JI, (j=0,1) 
și dexvoltind în serie Fourier pa JI funeţia din metubrul și dolled din (10), 
pe care o vom nota %) cu 


EH (£, 0) = —2EDa (40) pe. (11) 


Cu aceasta, obținem pe cercul exterior „In: 


(| — hei? 02) Şi, (a,p5 + b_,e51)o" + 


Na — 


+ (poo + hps!o0 1) Ş, na. oil = Ş Ho" + 


Na —20 N =09 


+ (1 —h ps" 8?) Cu, (12) 


şi o relaţie similară pe .7, (unde în loc de ppavem p, = 1). 
Identiticînd coeficienţii, obținem din (12) pe cercul JI, : 


d, po — ha. pa * — (n — 2) a_a.a po” 2 — bn ă_ pot + 
+ A e (oz: Rica - i Hi, (13) 
| (unde pentru n = 0 şi n = 2 trebuie să adăugăm în membrul al doilea can- 
tităţile Cp, respectiv — h Cu ep; 2), şi încă o relaţie analogă provenind din 
condiţia pe cercul JI], : 
a — has — (n —2)ă așa — hha_atb_s—hb_aa = HI. (4) 


2) Se inţelege că această expresie nu trebuie confundată cu funcţia H(, £) din (18.10). 
Tot așa, parametrul h al funcţiei (8) nu are nici o legătură cu funcţia h (£, €). 
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Înmulţind relația (13) cu pt și scăzind din ea relația (14), obținem 
pentru 

n =: (a +a)(ps— 1) —h(aa+aâ_.)(e0*'—1) =, (15) 


n 2:  aa(po —1) —2ha_s(po* — 1) = La — hopa + hu 
n>3: a, (pa —1)—ha, a (po —1) — (n — 2) â_ssa (Pi — 1) — 


— na (po? —1)=L,; 
unde am notat 
L = Ap — E. (16) 


Înlocuind în ultima relaţie (15) pe n prin —n + 2, obţinem încă 
pentru : 


n>3: na, (05 —1)+h(n —2) a,_2 (po? — 1) + a_ass (pot — 1) — 
—ha(05* —1)= La. (17) 


După cum se vede, coeficientul a, nu apare în aceste ecuaţii. Pentru 
coeficienţii a,, a_ dispunem numai de a dona ecuaţie (15), care dă 


s 1 
(p$ — 1) Rea, —h (ps? — 1) Rea. = Li. (18) 
Coeficienţii az, a_ apar în prima și a treia ecuaţie (15): 
(ps — 1) aa —2h(p5* — 1)a_a = La — ho po + hu, 


2 (pă —1)az —h(pi* —1)a_a=Lo +0 —C. 


În fine, pentru a,, a_„ (n > 3) dispunem de sistemul de ecuaţii 


(19) 


(6 —1) a, —hn (po* — 1)a_, — h (pot — 1) a, — 


— (n —2) (pă -- 1) G_s2= LL, 
(20) 
m (pă — 1)a. — hp —1)a_„+h(n —2)(e6? —1)a.,+ 


+ (pp? — 1) a_ssa i asa: 


Prin urmare, coeficienţii a,, a_, se determină succesiv cite doi din sis- 
teme de două ecuaţii în care intervin și coeficienții a,.,, a_„.ay deja cu- 
noscuți. Aceşti coeficienți nu depind de valoarea a, — care, după cum ştim, 
poate fi aleasă arbitrar. Dat fiind că funcţiei pag) i se poate adăuga un 
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termen de forma i03, decurge de asemenea că putem alege arbitrar Im a, 
de unde Im a_, trebuie să rezulte determinat. Întrucit dispunem însă nu- 
mai de o singură ecuaţie (18) pentru Re a,, Re a ,, iar în (19) intervin şi 
constantele necunoscute 0, C,, sistemul astfel construit are o infinitate 
de soluţii. 


Ideea lui A. Kalandia[1| constă în a determina singura soluţie convenabilă cu ajutorul 


condiţiei ca seria g(7) să fie convergentă, ceea ce conduce la construirea unor ecuaţii supli- 
mentare. 


În acest scop, să Incepem prin a izola în ecuaţiile (20) termenii în a,, a_„+ Notind 


A, = (pă — Da, —bhn(po”2—1)a 


—? 


z (n > 0) (21) 
A, = n(pp — 1)a, —h(pg— ba, 
obținem din (18) şi (19) relaţiile 
Ac = Ag =0, (22) 
At A = la (23) 
Ap = La — h(Co pa? — Ci), As =Lo+C—Cu, (24) 


iar din (20), relațiile (valabile pentru n > 3): 


A, — hA,_s.= La — (n = 2) d a_uq.» 
. (25) 
As — Ai A,_s= L_aşat(n—2)Ah1a, a» 
unde am notat 
= — pa) (1 — pg?) (26) 


Relaţiile de recurenţă (25) conduc la două serii de formule distincte, după cum n = 2p 
sau n = 2p — 1. Astfel, avem mai întti 


As = hA+ La — day; Ag = ha ++ Aha, 
Aş = hAg + Ly— 3ha_3, Ag sh lAs+La+3hhla, 
Ap = hAst La —5ha_g, Ag =hIAs+Ls+5Ahla, 
de unde de exemplu 
Ag = A+ Lt RL + La — A (Ma_, + 3Sha_s+5a_o), 
Ay = 2 A+ RL, + ROI L_g+ L_y + ANI (h2a, + 3Ha, + 5 a), 
și în general pentru n = 2p—1 
p—l p—1 
Agp-a = A ot ŞI BP Laopa A (25 — 109 


îl „= 


(27) 
*. -. p=1 iezi - 
PE BP+14, n Ş hp—Drs+l Los + Ah Ş (25 — 1) h>Pp+ati TATI 


= s=l 
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Tot astfel, pentru n=2p obținem mai întii (lulnd valori n > 4): 
A hAg+ Le — 2hâ_s, Ash lA+La+2Ah la, 
Ag hAt Le — 4ha_a» Ah IA + a+tihhia, 
şi așa mai departe, de unde de exemplu 
Ag = A+ La th t la —A0HWa_p+4ha +a), 
ARIA ROL ah L + L_g+Ah (220, + 4h la +64, 


şi în general 


p=1 
A, NP A. + Pa Las — A $ 25-21 d... 
2=1 
(28) 
—1 p—1 
As == rP*1 43 + 3 hore L_s +A y 2shP'* a, 
s=1 s=] 
sau încă, linind scama de relaţiile (22) și (24): 
. ni 
Asp => — WP(Co po" —C)+ Ş NP Isa — A XE da" â_y, 
sl s=l 
(29) 
p—i 
Az, = hr PI (Ce — C)+ CSI NP 1 n +23 25 h-P*% a. 
3=0 s=) 


Pentru a calcula sumele în L din (27) și (29), să remarcăm că L, sint construiți cu aju- 
torul coeficienţilor 10, [1], definiţi prin relaţiile ce rezultă din (11): 


L..-] L:] 
Uh?) Și Mo'= ȘI Hot, 
N== Ma —c9 
(30) 
“e Li 
(aha) Ş, hi g* = Ş, HI. o", 
s=-— == 
de unde 
hp? oa = Ho MU hhia=H); (31) 
astfel că pentru LL, obținem acum din (16): 
La > la — him L_ma > one — hl_uv (32) 
unde am notat, ca și în (14.31): 
1, = ho eg — he (33) 


Scriind relaţiile (32) sub forma 


e Bg mei bu Liam Ziza vas (34) 
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remarcăm că ele sint analoge cu (25) (păstrindu-și insă valabilitatea şi pentru n = 0,1,2). 
Prin analogie cu (27) căpătăm imediat 


p- p=—1 
lapaa = PI + Ş, HP masiv capra shtii, — $ RP!" Lasa. (35) 
s= s=l 


Pe de altă parte, prin analogie cu (28), unde expresiile Ag şi A; se înlocuiesc prin 
ls => hip + Las Los = ho (1 — Lo) 
obținute din (34) pentru n = 2, căpătâăm şi 


p p-l 
ap = Pl ŞI La, l_ap = h Pl — Ș, hr L_s. (36) 


s=1 3=0 


Ţinind seama de (35) în (27), şi de (36) în (29), obţinem pentru p >1: 


p-! 
Apa = A = a y, (25 — Dtă-aa] + lap-ae 
sl 
(37) 
- e 
Apa = [ai + hi + LUI m Ş, (25—1)FR s-a] — hl_epeur 
sal 
şi respectiv 
ELă msi +4 
Ap = —P [e po —CGatlori Ş, 28 pt au] +lap» 
sl 
(33) 


p—!l 
Aj = AP E C++ Şi 2-1! a La 


Să alegem acum, dintre toate soluţiile posibile ale ecuaţiilor (18)—(20), pe aceea care 
-] 


asigură convergența (în JI şi pe 1) a seriei e (3) = A a, î”. O condiţie necesară de 
1=— 
convergență a acestei serii este (vezi (A.5.20)): 


al SC a", ja „| SC pentrun>0, (39) 


asttel că șirul valorilor A” din (21) e mărginit 2) pentru n — co. (Din acest punct, simetria for- 
mulelor încetează : despre şirul A, nu se poate afirma același lucru.) 

Dacă avem 0<h-<1 (cazul h=1 se exclude deci), atunci coeficienţii termenilor h-P*! 
din (37) şi (38) trebuie să tindă la zero pentru p — co. Obţinem deci 


E să 
A+ hi, = — A PD Qs— 1) Paz, 
s>l 


E] 
Ce — Cut ls —2 $ 25-a. 


*) Amintim că avem pp > py = și deci limneo"=0- 
Mp oo 
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Notind 
i: că [=] 
A = y, (23 — 1) hd» Î = Ş: Ta Ia (40) 
s>l s=l 


putem pune relațiile de mai sus sub forma definitivă 
A+ hla= 4, Co Ctly=—ă. (41) 
In felul acesta, din condiția de convergenţă a soluţiei am obținut incă două ecuaţii pentru coe= 


ficienții necunoscuţi. 


După cum am văzut, din sistemul (18)—(20) lipsesc două ecuaţii pentru Cp; C,, și o ecua- 
ție pentru a, a_,. Se ştie că modificarea coeficientului a, modifică membrul al doilea al condi- 
ției la limită (18.9) cu o aceeași valoare pe ambele componente ale frontierei, aşadar modifică 
constantele Cp şi C,, dar nu și diferenţa lor. Întrucit ag nu intervine în sistemul considerat, 
putem alege arbitrar una dintre constantele Gg,C, (de ex. Cp = 0), ceea ce revine la a atribui lui 
Qp o valoare precisă (deşi necunoscută, şi de care nu vom avea nevoie). Cele două relaţii (41) 
dau prin urmare tocmai cele două ccuaţii încă necesare pentru a pulea determina coeficienţii 
Q,; a_, Și constanta C,. 


'Ținind seama de prima relație (34) pentru n = 1, obţinem din (23) şi din prima 
relație (41): 


Aj n rhi_a +AAskh x AA. (42) 
Formulele (37) devin acum 
n-—i Ci i 
Appia AIA E — Ș Qs-r: îs] + lapoa 


sl 


(43) 
pi 
Apo = — AA A — Ș Qs-pr-i în] DI e 


s=il 


Prima relaţie (41), împreună cu (42) şi (43), dau sistemul de ecuaţii pentru coeficienţii a, 
de indici impari. Anume, cu ajutorul expresiilor (21) obţinem acum 


(pă — 1) — h(pg?— Das rhA= Rl, 
(pă — 1) — hipo? —î)a_3—M=h, 


(poP-2 — Î) apa — QpP— 1) h (es ? m 1) a_2p+1 + 
(44) 


pP— 

+ AhP-l 5 (2 s — 1) ho” a_as+a — 4] = lap-1» 
3=1 

(2p — 1) (pă — 1) dap — h (pg 427? — 1) a_apua — 


p—1 


BI, 3RPrI 5 (2 s 258 1) ns das — d - h Î_>p+15 


s=1 


unde A are forma dată în (40). 
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Condiţia Cg = 0, a doua relaţie (41) şi relaţiile (38) dau sistemul de ecuaţii din care se 
determină coeficienții a, de indici pari : 


C—Nd =, 
p=—l Pr 
(9%? — 1) asp — 2hp (po? — 1) a_sp + ae [ȘI 25 haz ae în, 
el 


(45) 
p-l - 
2 p (pă — 1) azp — h(p0*? — 1) a_ap—Mrti [> dă — i] e = 
s>l 


unde A are forma dată in (40). 

După cum se vede, spre deosebire de sistemul iniţial (18)—(20), sistemele (44) şi (45) 
sint veritabile sisteme infinite liniare. Se poate însă demonstra (vezi loc. cit.) că soluția acestor 
sisteme există, este unică, și poate fi obținută prin aproximaţii succesive. Pentru aceasta, este 
suficient să fie satisfăcută condiția 


Im ((,— hl_p)=0 (46) 


(vezi primele două ecuații (44)). Or, din (33) şi (11.18) (de care putem face uz intrucit rezultanta 
sarcinii e nulă pe fiecare componentă a frontierei în parte) avem pe rind 


m ree$ | Șă N o" (1 —hog* 0-2) e — Ş mau — notias = 
> 


n=-—e "= 
= 2me Im (hi po —hl — h eg 1H0, + hh!,) = 2relm(l—l_.), (47) 


şi deci condiția (46) este verificată în virtutea faptului că A, = 0. 

Coeficienţii a, (n = 0) odată determinaţi, relaţiile (13) (sau relaţiile echivalente lor (14)) 
permit determinarea directă a cantităților by — h byoa- 

Înmulțind relaţiile (13) cu gh, trecind termenii în a, în membrul al doilea și inlocuind n 
prin —n + 2, obţinem o relaţie de forma 


d — 50 op Mas (48) 
unde K? sint constante cunoscule. Relaţia analogă scrisă pe cercul JI], conduce la cantităţi 
Ri = O. 


Analogia dintre (48) și a doua relaţie (25) este evidentă. Obţinem astfel din (27) şi (28) 
formulele 


Să | —l 
Dap = ii + $ LL Ra) bap = hoti [sa + S RKO | (49) 


sl s=0 


Dat fiind că am ales C, = 0, suma ap + bg nu poate fi dată arbitrar. Întrucit O<h<t, 
iar coeficienţii b, sint mărginiţi pentru n — co, limita coeficientului lui h-?"1 in (49) pentru 
p —> co trebuie să fie nulă, de unde urmează 


“d E 
be = — RR, == Şi: (50) 


3=0 (PI 
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Convergența acestor serii poate fi demonstrată, Intrcducind valorile (50) în (48), ob- 
ținem pe rind toţi coeficienţii b,. În sfirşit, relația (13) scrisă pentru n=0 dă şi coeficientul ag. 

Raționamentul rămine valabil — cu modificări neînsemnate — în cazul problemei lui 
Dirichlet, precum și în cazul problemei mixte cu date de tip Dirichlet pe una din componente 
trontierei, şi cu date de lip Neumann pe cealaltă din cle. (Chiar acesta este cazul examinat de 
A. Kalandia, loc. cit.) 

Aceeaşi problemă este studiată şi de M. Șeremeliev [1]. După cuma arătat V. Lihacev 
[1], soluţiile lui Kalandia și Şeremetiev sint echivalente. 

Convergenţa soluţiei este cu atit mai rapidă, cu cit h este mai mic. 


c) Discul eliptic 


Acecaşi metodă permite să se obţină uşor funcţiile ș(£) (4) pentru 
cazul discului eliptic. 

Pentru aceasta, este suficient să ținem seama că ce 1» două funcţii tre- 
buie să fie olomorfe în 2; , așadar continue la traversarea tăieturii Z, între 
focare. Întrucît punctelor de pe bordul tăieturii le corespund punetele 
o și 6 pe.1,= Y, deducem că condiţia la limită pe „7, (care a condus mai 
sus la (14)) trebuie înlocuită acum cu condiţia necesară 


(0) = e(0), v(0)=vl(o), (51) 
de unde, ţinind seama de (9), deducem imediat, 
a, = d. b, = ba (52) 


(Compară cu $ 5.18, exemplul d, problema torsiunii pentru același 
domeniu.) 

În locul operaţiilor care au condus dela (13), (14) la ecuaţiile (15), 
(17), trebuie să începem acum prin a utiliza ecuaţiile (13) şi (52). Înmulţind 
(13) cu p*, ţinînd seama de (52), şi renunţind la indicii superiori 0”, găsim 
deci ; 


dp — Qa pot + 243 PG + bo — ba = Hg + Co. 
a (pă — po?) + a (pă — pa”) = Hi tos 
îi (53) 
— do + o pi — 2 de po” + ba — bo = Ha pă — Cos 
a, pin — az pt — (n — 2) dna pă — na, po: + 
pr — bea e E, nxă 
şi încă, înlocuind în ultima relaţie pe n prin —n +2: 


Gn-a pot —a, po + na, pot (n —2)an-2 po" + 


i: Baa ES d, = A_nma pate, (54) 
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 Adunînd membru cu membru prima și a treia ecuaţia (53), şi ultima 
ecuație (53) cu ecuaţia (54), obţinem 
aa (p$ — po) + 2 aa (pa — po) = Ho + Ha pi, 
2 Re a, (pă — po?) = H, fo» 


(55) 
a, (p3* — ps”) + na,(p5—p0*) — a._a(po'* — po***1) — 
— (n—2) au_a(pă —pa?) = Hp +H_as. po"? pentru n>3. 
Prin analogie cu formulele (21), putem scrie 
€, = a, (po — po) + na, (pă — ps?), (56) 


astfel că ecuaţiile (55) devin 
& =, Po; Ca=H + Hipi; 0, —0u. = Mi, n>3, (57) 
unde am notat 
MS EH, po + H_nsa00"'* = hapă — h_npo"—hu_apă *-th_a+ao"t%, 
n>3, (58) 
ceea ce furnizează relaţii de acelaşi tip cu prima relaţie (25), dar de strue- 


tură mai simplă. Obţinem prin urmare, prin comparaţie cu (27) şi (28), 
expresiile 


p p 
Cap = Ha Po + y, May Cap = Ş, My (59) 


2-2 s=] 
de unde pentru orice n urmează 
Ca = ha o ze R_ a”. (60) 


Ecuațiile (56) dau imediat valorile coeficienţilor a,. 

Dat fiind că funcţia (2) este determinată abstracţie făcind de un 
termen de forma i0'($-+- 3 1) +, iar V(Ţ), abstracţie făcînd de un termen y', 
rezultă că mărimile ag; bo Im a, = Im a_, pot fi date arbitrar. În fapt, se 
vede că a, nu intervine în relaţiile (55), şi nici unul din coeficienţii a, nu 
depinde de el; putem lua deci a, = 0. Mai departe, din relaţia (56) pen- 
trun = 1 şi din prima relaţie (57) căpătăm pe Rea, ; întrucit putem alege 
Im a_, = 0, avem deci 


1 i 
0 iale H. Pol pă — gs”). (61) 
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Pentru aceasta este desigur necesar să avem Im H, = 0. Făcînd 
uz de (11.18) și ţinind seama că din (11) (pentru Ph = 1) rezultă h(0) = 
= H(0) (| — eș*0?)1, deducem 


PI Red iti) at = Red | Ș E, a) ae cn E dp aa 


e, l—9* o 


astfel că membrul al doilea din (61) rezultă într-adevăr real. 


Luînd n = 3 în (57), se vede uşor că c€, (şi deci şi toţi coeficienţii 
43p+.) nu depinde de valoarea Im a,. 


Prin urmare, coeficienţii a, pot fi efectiv determinaţi unul după altul, 
şi funcția ș(3%) poate fi scrisă explicit. 
Relaţia (13) dă acum relaţiile succesive 


bu —ba_ - Hp —âup* + ape f + (n —2) a,_apă +n a, o”; (63) 


sau un şir de relaţii similare în care în membrul al doilea raza po e înlocui- 
tă prin e, = L. Ambele şiruri de relaţii sint echivalente, şi nu permit 
să determinăm separat 9, şi 5,_ pentru fiecare n. În fapt însă, amintind 
că în condiţia la limită (10) serisă pentru h = 1 funcţia 4(£) intervine sub 
forma 


1-7 5W(D)= ŞI 0,7 — ŞI db — ȘI (Ducat, (64) 
rezultă că cunoașterea diferențelor b, — b,_, determină pe y(%). 
Ținînd seama de relaţiile (52), deducem 


b si ba az ba pi b, = 0, b_ >> A > b, a ba 
şi deci 
ud =[$ (ba) (Et): I-a 


n=0 
= (Bo—B3) + (bn—bs) (Lp 03) 4 (Dad) (LL 024 00) 4... (65) 


Este limpede că b, poate fi ales arbitrar, de pildă b,=—0. Prima rela- 
ţie (53) permite să calculăm acum 0— de care de altfel nu avem nevoie. 

După cum se vede, (51) este o condiţie nu numai necesară, ci și sufi- 
cientă pentru obținerea soluţiei cu toate proprietăţile prescrise. 

Exemplele b şi e prezintă clar dificultăţile considerabile ce pot apare, 
chiar pentru funcții de reprezentare atit de simple ca (8). 


Dă 
> 
să 
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$ 20. REDUCEREA PROBLEMELOR LUI DIRICHLET ȘI NEUMANN 
LA ECUAŢIA INTEGRO-DIFE RENȚIALĂ A LUI MUSHELIŞVILI 


Metoda dezvoltărilor în serie duce la ţintă cu siguranță, dar după 
calcule adesea obositoare. Întrucit problema constă în determinarea anu- 
mitor funcţii olomorfe în 2 cu ajutorul valorilor lor la limită, este firesc 
să utilizăm în acest scop teoria integralelor de tip Cauchy. Ca şi în studiul 
ecuației lui Laplace, aceasta conduce în ultimă instanţă la rezolvarea 
unor ecuaţii integrale. 

Chiar dacă pentru calcularea integralelor ce apar pe parcurs vom fi 
siliți să recurgem tot la dezvoltări în serie, această a doua metodă are avan- 
tajul rapidităţii, permite o lărgire a condiţiilor impuse datelor la limită, 
şi conduce la demonstrarea relativ simplă a teoremelor de existenţă. 

Aceasta este una dintre contribuţiile esențiale ale lui N. Musheliş- 
vili [2] la studiul problemei plane. 


a) Domenii reprezentabile conform pe discul unitate 


Dacă Z este mărginit şi simplu conex, funcţia «w(%) este olomortă în 
discul unitate /]*. Dacă originile se corespund (e (0) = 0), atunci avem 


3=o(0)= o. (1) 
=] 
Dacă însă Z este nemărginit (de tipul exteriorului unei curbe închise) 
şi punctului [ = 0 îi corespunde punctul de la infinit, avem 


3 = o(3) = out + oo(0), oaF0, (2) 
unde funcţia o, (£) este olomortă în /] '. 


Dacă Z este mărginit şi simplu conex, se vede imediat că funcţiile 
(3), V(%) sint olomorfie în J*. 

Dacă Z este nemărginit, vom presupune pentru început că tensiunile și 
deplasările sînt mărginite la infinit (vezi pp. 412 —414). În acest caz, funcţiile 
lui Kolosov şi Mushelişvili sint de asemenea olomorte în 2, inclusiv în 
punctul de la infinit. Introducind (2) în formulele (10.42), obţinem de 
pildă pentru e(3): 


9(3) = âo + aa I/ los + oo(%)] + Q_s Elo + Los()+... (3) 


Alegind originea în exteriorul lui Z (de ex., dacă 2 = 24, alegind 
originea în 23 ), rezultă că pentru (e /]* avem 3 =£ 0. Întrucît avem o_, + 
+ Boo(3)=— 33, urmează că pentru 4=£0 avem şi o_j+Loo(0)F0; iar pentru 

= 0 căpătăm [3 = 0_2£ 0. Prin urmare, fiecare termen din (3) este o 
funcţie olomorfă ; în consecință ș ($) (şi analog şi 4 (%)) este olomortă în J[*. 
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În cazul problemei lui Dirichlet, putem alege arbitrar de pildă valoa- 
rea Va; (0) dacă 2 este mărginit, şi ju(00) dacă Z este nemărginit. În deti- 
nitiv, putem lua întotdeauna arbitrar valoarea v (0). 

În cazul problemei lui Neumann, putem alege de asemenea arbitrar 
şi q (0), precum şi Im (0) sau Im (oo), aşadar valoarea Im [e'(0)/e'(0)]. 
(Amintim că avem o'(%) 0 în 7*.) 

Vom face uz deocamdată de condiţia la limită sub forma ambiguă 


(18.10). Dat fiind că 3|, = o, această condiţie se serie 
Ho(s) + [o(8)/o'(8)] e'(5) + Vo) = H(o). (4) 
Trecînd în (4) la cantităţi complex conjugate, obţinem încă 
Hq(5) + lo(a)/u'(0)] ș'(a) + V(o) = H(0). (5) 


Comparînd ecuaţiile (4), (5) cu (5.21.7), (5.21.8), este uşor de văzut 
atît asemănarea cit şi deosebirea dintre ele ; în problema antiplană avem 
de-a face cu o singură funcţie e (ţ),iar funcţia H (o) depinde acolo în esență 
numai de configuraţia geometrică a domeniului. 

Soluţia nu mai poate fi deci obținută aci sub forma—principial simplă, 
întrucât este vorba numai de o cuadratură—din (5.21.15). În sehimb, fap- 
tul că funcţiile o(€), 4(%) trebuie să fie olomorfe în /7* sugerează următoarea 
metodă de studiu. 

Să înmulţim relaţiile (4), (5) cu do/?ri(o—t), unde îe/]!, şi să le 
integrăm pe Y. 'Ținind seama în prima din ele de formula (A.10.1) pentru 
9(£), şi de formula (A.11.37) pentru v (3), obţinem 


1 f _o(s)e'(9) 4 Io = d Ea 6 
Ep +a aolo — 7) s + w(0) azi $,o—t o. (6) 


Repetind acelaşi raţionament pentru relaţia (5), deducem și 


2xi |. 


ASTE 3 ata) eo), foi li „9 DS) do. (7) 
Relaţia (7) dă explicit funcţia 4 (%) sub forma 


ut 214 Ea 4 af5) si 


= a do : 
2mi ],c—f 2ri ]„w'(6) c— 


doua); 8 


aceasta este o sumă de integrale de tip Cauchy, care pot fi calculate de 
îndată ce funcţia e (%)— sau cel puţin ș'(0) şi ș(0)— sînt cunoscute. 
Pe de altă parte, relaţia (6) poate fi scrisă sub forma 


Holt) + 9 cola). e (5) PIE 3 H(9) sq — Y (0). (9) 


2mi |, w'(0) o—t 2mi ],0—f 
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Aceasta este ecuația integro-diferențială a lui Mushelișvili, care slu- 
jeşte la determinarea funcţiei e (3) — după care din (8) se obține şi funcția 
Y (3). 

OBSERVAȚIA 1. Ecuația (9) nu este desigur de tip Fredholm, dar studiul ei poate [i redus 
la cel al unei ecuaţii de tip Fredholm (în complex) pentru p'(6) — ceea ce, cu ajutorul teoremei 
de unicitate și al alternativei lui Fredholm, permite demonstrarea leoremelor de existență ale 
elasticității plane pentru domeniile reprezentabile conform pe cerc, (Vezi N. Mushelişvili [5], 
$ 79. Un caz particular va [i examinat ceva mai departe, în $21. Vezi încă şi J. Rovka [1].) 


b) Domenii nemărginite, supuse la tensiuni ne-nule la infinit 


Acesta este cazul corpurilor plane cu orificii relativ mici față de di- 
mensiunile lor de ansamblu ; acţiunea sarcinilor reale este schematizată 
rin cea a unor sarcini (care nu mai sint nule) la infinit în planul cu un ori- 
iciu de aceeaşi formă cu cel dat ; soluţia acestei din urmă probleme furni- 
zează deci o evaluare a concentrării tensiunilor în vecinătatea orificiului. 


Vom face deci uz acum nu de formulele (10.42), ci de formulele (10.32), 
unde constantele a,, b, sint date de relaţiile (10.35), aşadar : 


eu (3) = — [Xa (x + Ding + as + Şi a_.3”, 


da (3) = Dră2r (e + Dn 3 + dig + ŞI daă. 


Introducînd aci pe ş din (2) şi grupind termenii olomorfi, obținem 
p(3) = [XP2r (x + lin + ao.3" + eo(0), 
V(0) = —IxX/2m (n + Dn + bi oa + ve(0), 


unde e ($), Vo (3) sînt olomorte în A+, iar X, a,, b, sînt cunoscute!?). 
Introducînd acum expresiile (10) în (18.8) şi ţinind seama că 5=o"!, 
obținem în cazul problemei lui Dirichlet condiţia la limită 


(10) 


+ 99 (5) — [o (6)/a'(5)] șs(6) — e (6) = 2uga(0), (11) 
unde 


2uga(0) =2 i MIE. 09 | - 
uJo(9) = 2ug(a) + II lol Imi 


... pă TI DEI a! + d, o G. (12) 


19) După cum am arătat în $ 18, nota de la pag 465, păstrăm nolațiile, nu valorile coetici- 
enţilor a,, b,. Se vede însă uşor că coeficienţii a,, b, din (10) sint chiar egali cu coeficienţii lui 
4 din dezvoltările în serie ale funcţiilor Pa), Val8) 
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În acelaşi fel deducem din (18.9) pentru problema lui Neumann 


%o(5) + [o(6)/o'(6)] e; (6) + Ve(6) = ho(0) + const., (13) 


unde 


elegie N [00 ca erai pila 
ho(0) = h(0) re le TI) 0 — 40 o] 


x i iniea 
— — In 6—a0_10 1— bo. 


2 (14) 


Se verifică uşor (compară cu $ 11) că funcţiile ge(c), he(6) sînt uni- 
forme. 

Cu aceasta, problema este redusă la determinarea funcţiilor olomorfe 
%o(), Yo(€) din condiţii la limită de acelaşi tip cu condiția (18.10), de care 
am făcut uz pentru a ajunge la (8), (9). 


OBSERVAȚIA 2. Se pune firesc întrebarea dacă aceeași metodă nu poate fi folosită cel 
puţin în cazul unui domeniu reprezentabil conform pe o coroană mărginită de cercurile /79; 
JI. Într-adevăr, formulele de la începutul $ A.10 sint valabile și pentru domenii multiplu conexe. 
Acum însă, separarea realizată în (8) și (9) între funcţiile p (Ţ), V (£) nu mai este posibilă. 

În schimb, în acest caz rămine adesea utilizabilă metoda lui L. Milne-Thomson [2], 
$$ 6.7 și 6.8 (cu modificările din Corrigenda), adică metoda expusă în $17, dar transformată 
prin intermediul reprezentării conforme. 

Amintim încă soluţia lui S$. Belonosov [2], capitolele 1, 2, și 5, bazată pe îmbinarea 
metodei integralelor de tip Cauchy cu teoria transtormatelor Fourier-Laplace. 


$ 21. SOLUŢIA PROBLEMELOR FUNDAMENTALE PENTRU 
DOMENII REPREZENTABILE CONFORM PE DISCUL 
UNITATE PRIN INTERMEDIUL UNOR FUNCŢII POLINOMIALE 


Ca şi în cazul problemei antiplane (vezi $$ 5.17 şi 5.21), problema 
plană poate fi rezolvată relativ simplu dacă w($) este o funcţie raţională. 
(Vezi N. Mushelişvili (5), cap. 5.) 

Ne vom mărgini aci la cazul în care w (ţ) este un polinom 


o(7) = 00 + ot? + e... + ot”, (1) 


unde am luat « (0) = 0, şi unde presupunem o, £0 și FO. 

În locul raționamentului sugerat în $ 18, pag. 466, vom folosi teh- 
nica expusă în $ A.11, care elimină de la început calculele inutile. 

Pe lingă funcţia w (4), vom considera și funcţia w,() = o (1/6), defi- 
nită în (A.11.27). Valorile la limită ale acestor funcţii sînt legate de (A.11.33) 
iar pentru cele ale derivatelor lor, căpătăm din (A.11.35) 


a' (0) = — 2 01 (6) = o'(1/£)|r=e, (2) 
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(unde am renunțat la indicii +, —, întrucit w(6)2w*(0)), astfel că din ( 1) 
deducem 


_o(o) a _o(8)_ br at ab ee ro (3) 
w'(6)  w(1/6) ls-a GP + 2opP2 4... + po,li=e 
Întrucît prin ipoteză avem o'(%) 40 pentru || < 1, rezultă şi 


«'(1/£)=£0 pentru | [| > 1, astfel că funcţia a cărei valoare la limită e dată 
în (3) nu are poli la distanță finită în exteriorul cercului unitate, şi nici pe y. 
În punctul de la infinit, ea posedă evident un pol de ordin p, astfel că aceas- 
tă ra poate fi pusă sub forma 


a(0): af) = a, + + det, (4) 


n=l 


Pentru a determina coeficienţii d, d, ...d,, să înmulţim seria (4) 
cu numitorul din primul membru. Tdentificină coeficienţii puterilor 
Qao-a  pao-e, ... P-!, obţinem relaţiile 


& a, = 
CARI d,_a -|- 2o3d, = Op 
N Di N EEE DI EC i e i E A i N e di (5) 
Go dy + Dog da + Sos d3 + ... +pPo,d, = cu, 
care dau succesiv valorile constantelor d, d,_., ...d. 
Repetind raționamentul din (2) pentru funcţia 9'(6), căpătăm 
[o (8)/a' (9)] 9 (9) = [o(%)jo'(18)1 e (1/6) le-a, (6) 


astfel că funcția ce apare în prima integrală din (20.9) este valoarea la limită 
a unei funcţii olomorfe în exteriorul cercului unitate, cu excepţia punctului 
de la infinit, unde ea posedă un pol de ordin ce! mult egal cu p. 


Întrucît avem 
9(î)=ao+rat +... +a +... (7) 
obținem 
p' (1/7) = + 20314... + (n ama +... ll > 1; (8) 


inmulțind (4) cu (8), deducem (vezi (6)) expresia 
[o (67 TUE SUE) = ȘI Rt + KU/Y), (9) 
n=0 


unde K(1/$) este olomorfă pentru || >1, şi nulă la infinit. (Expresia efec- 
LU 
tivă a acestei funcții nu ne interesează.) În ce priveşte suma Ş, K„”, aceasta 


n-o 
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este partea principală a funcţiei considerate în (9), în vecinătatea polului 
său de ordin p de la infinit. Pentru coeficienţii ei obținem uşor din (4) și (8) 
K, =ă,d 


? p? 
Ka .. ad p—1l "PA i pm 


HK, = Gh + 204. „e dn 090 ala + pa,d, 
Ko => Gide + Za... 408108, (p+1) Gps» 


Introducind acum valoarea la limită a funcţiei (9) în (A.10.23), ob- 
ţinem 


a w (5) ș'(9) '(5) de - n - 774 LU 
ab, St -ao= $ fat, tea, (11) 
astfel că ecuaţia (20.9) se reduce la 
= 1 Alo) a, e kr 


ceea ce dă funcţia ș(() de îndată ce constantele K, sint determinate. 
Termenul integral din (12) are evident forma (A.11.41), astfel că 


zf H(9) as= Ş H,t”, te, (13) 


2mi y g—= a t=0 


iar din (A.11.43), (A.11.44) urmează și 


1 H (6) a 
Aș alo) a pdo= 5 H_t*, te, (14) 


unde H, sint coeficienţii dezvoltării Fourier ai funcţiei H(o) (vezi şi $ A.9, 
pag. 763). Introducînd (13) în (12), obţinem deci 


Ee(0= SEA SEC — 30). (15) 
n=0 


Utilizind dezvoltarea în serie Taylor din (7) și ţinînd seama de teorema de 
unicitate (vezi $ A.5, pag. 715), obţinem prin identificarea coeficienţilor 


H ap = Ho — Ko — Y(0), 
Ha, =H,-—kK,, m == 1,2,...9 (16) 
Ha,=AH, n= DI... 
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Relaţiile (16) dau direct valorile coeficienţilor a, pentru n > p + 1. 
Introducînd în (16) expresiile (10) ale coeficienţilor K, (n =£ 0), obţinem p 
ecuații algebrice liniare pentru coeficienţii a,, az, ... a,; odată cu aceasta 
căpătăm și valorile constantelor [,, Kg, ...K,. Constanta HK, se obține 
din ultima relaţie (10). De îndată ce este aleasă constanta d, = V(0) (de 
care putem dispune întotdeauna), coeficientul a, poate fi calculat din pri- 
ma relaţie (16). Funcţia e(%) este astfel determinată. 

'Trecind la calculul funcţiei 4($) cu ajutorul formulei (20.8) şi remar- 
cînd că din (A.11.32) obţinem (neglijind indicii +, —) 


[o (5)/0'(8)] ș(5) = le UR)/a'(01 917) lie (17) 


deducem — ntilizind şi (3), (4) — că aceasta este valoarea la limită a unei 
funcţii olomorfe pentru |[|< 1, en excepţia originii unde ea posedă un 
pol de ordin cel mult p. Formulele (A.10.20) şi (9) ne permit deci să seriem 
(compară cu (11)): 
1 d, alo) ete) a et) SR pa : 
E poti apte e 37 ) Pa =K (4), te Li (18) 
unde K (£) este o funcţie cunoscută, olomortă în /] +, şi nu cu necesitate nulă 
n origine. 

Introducînd acum (14) şi (18) în (20.8), şi ţinînd seama de prima re- 
laţie (16) care dă valoarea constantei Hg (0), obţinem 

(D= SEP E +UD (K+ y(0)-—H). (19) 


Alegind 4(0) = 0, deducem deci din (15) și (19) soluţia 


He) = SAU SE, 
Mo n=0 (20) 
V(0) = Y E —lef)lo (Ole(09+ Et + UB) — E). 
n-0 n=1 


Dacă este preferabil să folosim integralele din (13), (14), avem şi 


] P 
He = $ o as- SET 


(21) 


1 fa af) Li aci aa 
VO = pf ae SU n + 5 Rt). 
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În particular, pentru problema lui Neumann avem H=1, 
(20) devine 


e = SAS Et, 
YD = Sat lao 90) + Ș Rt”. 


ezita acum de studiat numai sistemul din care se determină 
Mii Mag aaa 

Să d sitoitru întîi problema lui Neumann. În acest caz, datele la 
limită trebuie să asigure în prealabil anularea momentului rezultant al 
sarcinii superficiale. Din (11.18) şi (1) obţinem 


Na = Re | h (t) dt = Re j | > Că (0 a 6”-1)do, 
+ y 


«le unde urmează că trebuie să avem 
Pentru determinarea ooilltiita. a, vom io (10) în (16); 
dar în loc să separăm părțile reale și imaginare ale coeficienţilor a, vom adă- 


„uga acestor ecuaţii, ecuaţiile ce se obţin prin trecerea la cantități complex 
conjugate. Obţinem astfel sistemele 


a + Madi + 2âada+.. „+ (p— 1) ap- dp +pa,d, = he 


rte Stsip-b Sate te SA —1) ap d, = he 

d a e 0 VI e CR a E 9 ae i i To e e E d e Bă 3 (24) 
a, -- d d, — h,> 

Şi încă 

Ga + adi + 20003 +... + (p—1) ap do + pa,d, = hu 

Aa + auda + 2a2ds = a + (p—1)aza d, = ha, 

ln 34 DRESS kate. pi ci Es a (25) 
a, MR 4d, =5> ha 


aşadar 2p ecuaţii pentru cele 2p necunoscute a,, , (n = 1, 2,9). 
Întrucît termenii liberi conţin constantele hu , h, ce intervin în (23), pe ca 
să verificăm dacă, introducînd (24) şi (25) în (23), se ajunge la o identitate. 
Aceasta se obţine înmulțind linia n din (24) cu n o, linia n din (25) cu 
— n 0, Și adunînd toate aceste 2p relaţii. 'Ținind seama de (5), se vede acum 
că coeficienţii tuturor necunoscutelor a, , a, din suma astfel construită sînt 
nuli. Astfel de pildă, pentru coeticientul lui a, obținem 


i — cod — 2 d — ne — (p—1) apa dp — pod, = 0. 
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Prin urmare, una din ecuaţiile (24), (25) poate fi eliminată, ca com- 
binaţie liniară a celorlalte, astfel că una dintre cantităţile a,, a, (sau dintre 
mărimile Re a,, Im a,) rămîne nedeterminată. Întrucît în problema lui 
Neumann putem dispune de valoarea Im [ș'(0)/o'(0)] (vezi $ 20, pag. 480), 
vom adăuga sistemului drept cea de a (2n) -a, ecuaţie, relația 


Im a =0. (26) 


Sistemul astfel modificat are întotdeauna soluție (unică). Pentru a ne 
convinge de aceasta, este suficient să arătăm că sistemul omogen corespun- 
zător posedă numai soluţia identice nulă. Or, aceasta se vede punind pur 
și simplu h(3) =0, şi ţinînd seama de teorema de unicitate a teoriei elasti- 
cităţii. 

În cazul problemei lui Dirichlet, coeficienţii H, nu sînt legaţi prin 
nici o condiţie ; sistemul neomogen analog cu (24), (25) are cu siguranţă 
soluție (unică) în virtutea aceleiaşi teoreme de unicitate, și toate constan- 
tele a, (inclusiv a,) sînt deplin determinate. 


Pentru a obţine soluţia sub forma (20), am presupus că ea emistă 
(aşadar că datele sînt de aşa natură încît problema să aibă soluţie), şi că ea 
este regulată (așadar că funcţiile g(%), e'(%), V(?) pot fi prelungite pe 7). 
Soluția de forma (20) satisface evident condiţiile la limită — dacă funcţiile 
9, 9 y astfel construite sint prelungibile pe y, şi dacă constantele K, (și 
deci și a,) pot fi determinate. Pentru aceasta este suficient să avem 
H'(a)e0C, (v) (vezi (21) şi $ A.11, pag. 776), şi ca Z să fie de clasă C2 
(vezi $ A.6, pag. 729—730). 

Astfel, este ua a o teoremă de existență pentru domenii care 
sint imagini ale discului unitate prin intermediul unor funcţii de reprezen- 
tare polinomiale, şi pentru deplasări la limită g(s) e Ci(£), respectiv pentru 
forţe superficiale f(s) e 01(2). 

Felul în care se ajunge aci la demonstrarea ezistenței este caracteris- 
tic pentru raționamentul general, bazat pe teorema de unicitate : ecuaţia, 
integro-diterenţială a problemei este redusă la o ecuaţie pentru care poate fi 
utilizată alternativa Imi Fredholm—cu aceeaşi semnificaţia» ca alternativa 
care a dus la afirmarea existenţei soluţiei sistemului (24)—(26). (Vezi și 
observația din $ 20, pag. 421). 


OBSERVAȚIA 1. Aceeași metodă poate [i folosită pentru Z nemărginit, dacă funcţia og) 
din (20.2) este un polinom. Problemele de rezolvat sint problemele (20.11) şi (20.13). 

OBSERVAȚIA 2. Rezultate de acelaşi tip au fost obținute de N. Mushelişvili [5], capito- 
lul 5, în cazul unei funcţii o($) raționale. Funcţia (6) este atunci valoarea la limită a unei funcţii 
meromorfe, care posedă in exteriorul cercului unitate şi alți poli, în afara punctului de la infinit. 
Raționamentul râmine acelaşi, dar locul formulelor (A.10.1), (A.10.2) şi al consecinţelor lor 1 
iau formulele (A.10.20), (A.10.23) şi consecinţele analoage. 

Vezi de asemenea $. Mihlin [1], $73, cu demonstrarea teoremei lui D. Serman asupra 
soluției prin cuadraturi a problemei mizte pentru cw(%) raţianală. 
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$ 22. PROBLEMA LUI NEUMANN. (METODA ECUAŢIEI 
INTEGRO-DIFERENȚIALE A LUI MUSHELIȘVILI) 
EXEMPLE 


Ne limităm la exemple destinate a ilustra rezultatele din $ 21. 


a) Discul circular 


Funcția de reprezentare (21.1) este în acest caz 


3=u(%) = Ro R>0, (1) 
unde R, este raza cercului. Prin urmare, (21.4) devine 
e (3)/o'(1/ţ) = f, (2) 
iar din (21.9) urmează 
Lo(3)/o'(1/2)] p' (1/3) = ăn + 2ăa+ KU/0). (3) 
Mai departe, sistemul (21.10) se scrie 
KE, = au Ko = 2 (4) 
astfel că pentru H = 1, H(o) = h(o0) + Co, 4(0) = 0, din (21.16) avem 
ao = ho + Co— 2a3; n = ha; 0=h, n>2. (5) 


Alegind a = Im a, = 0, (21.23) devine aci Im h, = 0, şi obținem 
a = PRE: (6) 
şi încă Ce = 2ha— ha. Cu aceasta, din (21.22) avem soluţia 
p(t) = Ş m + Pa &, (0) = 5 RR n A În Are, (0 


ceea ce, ținînd seama de (1), coincide evident cu (15.5). 
Pentru cazurile în care e avantajos să reținem forma (21.21) a 
soluției, găsim (pentru H = 1, H(o) = h(0) + Ca, 9(0) =0): 


E ei E + 
e?) = zi Sa a — Ko — Ki + Co, 


Y(%) =. if LA a 0 PRI p'(8) î2+R01+ Co 


2ri],0—3 
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de unde mai departe 


1 
e (3) = = $ sis ao — he 
| (8) 
vi) = 2 „el a ds — g(0) 01 + LR + ha — ho 
2xi i 4 2 
Evident, avem (vezi i 
1 h 


Mai departe, întrucît i h, = ay din prima relație (8) deducem 


—- 


E ai d 1 (Adal| _1 
nodul dă d — [az sei): m: de] zh 
de unde 
d 1 (5) 
* Lit 10 
A dt st — de z=0 Fa 


În fine, întrucît he = az, avem și 
1 la 1 h(5) 
PSD PER. I-a | 
2 z 40) ARE o Să: 5 [si 


De altfel, toate acestea decurg şi din dezvoltarea în serie a integralei 


tii să at ai BE 


2xi „0—b 


Acest exemplu constituie o ilustrare deosebit de simplă pentru com- 
pararea metodei din $ 21 cu cea din $ 15. 


(11) 


0 


b) Discul circular sub acţiunea unor sarcini 
concentrate aplicate pe frontieră 


Fie că în punctele ș, = Ra exp (iy,), unde 0 4, <a < .::- << 
< 2x, sînt aplicate forţele concentrate f, = fu +i fan: (Problema cu- 
prinde drept caz particular pe cea tratată în $ 16, exemplul b.) Punctele 
î, Sînt, în reprezentarea (1), imaginile punctelor o, = exp (î7,)ey. 
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Funcţia h() = i ( f(e) de din (11.6) este discontinuă. Raţionind la 


îel ca în $ 16, exemplul b, vom scrie 
h 
h(x) =i fe pentru g, SI < hu (12) 
k=i 


Lij 
unde 7,,, = şi unde evident trebuie să avem 3), =0. 
Ea 


Abstracţie făcînd de constanta e obţinem din n 13) 
1 h (5) FO l 


2zi PR o—t îmi PR 2 SI e 
A SS fetale — Oa 01 = — fun (6, — 0 (13) 
TE h=1 ti k=l 


'Tot astfel obţinem şi (vezi mai sus (12)) 


1 h (6) ? 
— d — do In (6, — 14 
if a pda Bela ta — 9. (14) 
După cum se vede, în acest caz este avantajos să utilizăm formulele 
compacte (8), şi nu dezvoltările (7). Din (13) şi (9)—(11) avem acum 


= = Shin ha Bile = Yialei. (15) 


=T = T = 


Condiţia ca h, = 2a, să Lie o cantitate reală se scrie 
p p 
Im Ş, 6, = Rg' 3, (Za fi — Palm) =0, (16) 
k=1 hol 


şi coincide evident cu condiţia A = 0. 
„Din (8) şi (13)—(15) obținem după calcule elementare 


9 ($) = — 2 ful (1 — 6.) > 2 5 IA LAR 
(17) 


v(9) = 


il 


= 5 flteâta, d t)]. 


Lă _ 
e In (1 — Is.) — 
k= T k=1 

Lmind aci în particular x =2r —yow fi= —iP, fi = 
= i P, se obţin din (17) tocmai pa a (16.10), inclusiv constantele adi- 
tive neesențiale. 


$ 22 ECUAȚIA LUI MUSHELIȘVILI, EXEMPLE 491 


c) Planul cu un orijiciu eliptic. Concentrarea tensiunilor 


Funcţia (A.8.8) realizează reprezentarea conformă a unei coroane 
circulare pe o coroană eliptică. Dacă raza cercului exterior tinde la infinit, 
căpătăm reprezentarea exteriorului unui cerc pe exteriorul unei elipse. 
Pentru a obţine reprezentarea discului unitate pe exteriorul unei elipse, 
este suficient să considerăm şi inversiunea [=)1/%, ceea ce conduce la funcția 

3 = o(9)=e(ţ "+A, (18) 
de unde 


a, = c(p 1 + hp)cos0, za = —c(p! — hp)sin. (19) 


În notaţiile din $ 20, avem desigur e = o... 

Alegind ge = 1, obținem condiţia pp 1—hp >0, astfel că trebuie să 
avem h< | pentru ca funcţia (18) să realizeze reprezentarea discului /]* 
pe exteriorul elipsei de semi-axe 


a=c(L1+h), b=cU—h). (20) 


Pentru a putea utiliza relațiile (20.8), (20.9) — deduse pentru depla- 
sări și tensiuni nule la infinit — vom calcula mai întîi valorile la limită 


o(5) _ l+ho_  o(0) _c(h+ o?) 
w'(6)  o(h — 5?) i w'(8) ho? — 1] 


Formulele menţionate dau aci (după ce am renunţat la constanta 0) :: 


= 1 îodaa—-1 g L+he* ș(o) 
p() 2xi ă 0 a 2xi $ c(h — 8?) 0 


(21) 


(22) 


a 1 f ho __1 (| sth+ 9 e'(5) 
V(%) Azi $ Ra, ori $ h o2 =, | Pe 


În cele de mai sus, funcţia gq'(0) este valoarea la limită a unei 
funcţii olomorfe în J” (vezi (A.11.35)). 


Prima funcţie din (21) este valoarea la limită a funcţiei 


E 7. ERE ne em. a 
t(n — 2) VIU — hr) 
= — (UFO + a + 4...) (23) 


așadar (întrucît avem h < 1, şi deci |hţ2| <1 pentru ţe/[), a unei 
funcţii olomorfe în /]- și nule la infinit. Prin urmare, în virtutea formu- 
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lei (A.10.2), integrala ce conține pe ș o'(6) în (22) este nulă, şi asttel 
obţinem 


: EI A ei, 


?(3) = sar e iai (24) 
A doua expresie din (21) este valoarea la limită a funcţiei 
Th + 8) Ra pt E - 
hE2 —1 1 — ha? 
= — RA (LA EA +...) (25) 


aşadar (întrucît h <1, şi deci |ht?| <1l pentru [e/*), a unei funcţii 
olomorfe în J[+. Integrala din expresia (22) a funcţiei 4 (%) se calculează 
deci cu ajutorul formulei (A.10.1), de unde 


L(V) = i h(5) B(h + & =) ? [5] 
IC aa sau) (26) 


Dimpotrivă, să presupunem acum că deplasările şi tensiunile nu 
sînt nule la infinit. Formulele precedente își pierd desigur valabilitatea, 
şi soluţia are în acest caz forma (20.10), unde funcţiile op(3), Vo(3) se 
obţin din formulele (24), (26), dar unde h(o) trebuie înlocuită prin he(5) 
dată de relaţia (20.14), care în problema de față devine 


1 h m d 
ho (6) = = h (6) e Îmi, — ini: iz 


X . 

——ln o — acea 1 — b.co; 
5) 
aT 


(au, b au valorile din (10.33), iar e este constanta din (18)). 

Cu titlu de exemplu, să considerăm cazul unui orificiu eliptic liber 
(h(6) = X =0), planul fiind supus la infinit la o întindere P după o 
direcţie ce formează un unghi $% cu 0a,. Notind cu a! afixul unui punet 
în noile axe, rotite de un unghi 9 față de axele Oaza, obținem din 
(9.16), (9.20) tensiunile la infinit 


Ss=S=P, S= [exp(— 2i9)]S! = — [exp(— 2i9)]P, (28) 
şi deci, utilizînd (10.33): 


4 == =: P, b=— 5 [exp (— 2i9)] P. (29) 


RR 
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Din (27) căpătăm acum (întrucit o = o 1): 


1 „[a(l+ha:) ba 1 Şi 

ho (0) sud [PS — o ] Liă Aud [exp (2i9)]c, 
(30) 

— 1 h + o? 1 A = 

bl aia L —0P — 2i9 i, 
ho (6) Fii [teze [exp ( 9) ]o 
Cu ajutorul relației (23) obţinem 

SEE = 00 ME (UI Me a) = 

= — hp — [It — (31) 


de unde conchidem că această funcţie este olomoriă în J[-, cu excepţia 
punctului de la infinit, unde ea posedă un pol de primul ordin. 
Tot astfel, cu ajutorul relației (25) deducem că 


LES 


so: 
ap > (et EEE...) 


I 


= E + (1 E (33) 
astfel că această funcţie este olomortă în /*, cu excepţia originii, 
unde ea posedă un pol de primul ordin. 

Făcind acum uz de (A.10.23), respectiv de (A.10.20), obţinem 
deci 


f c(l +-ha?) de i, 
îi A e 

(33) 
?-Ș FA h+ o? do h + 2 h Uh 


îmi j,e(i—hojo=f EU) E A 
şi mai departe, evident, 


1 do 1 oda 
=A Dec le 2 îi 34 
ari $ o(c — [) 27. i e—f ș (54) 


Formulele (24) şi (26) scrise pentru funcţiile ș, (3), Vo(3) dau aşadar 


Qo(%) = Ș eP [2 exp Qi9) — hf, 
(35) 


Ru. LE 3 Re 
(0 = — Pe aa FI taaa î500, 
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astfel că în definitiv, introducînd (35) şi (29) în (20.10), avem 


ș(0) = ep [ţ + (2 exp (2i9) — Mt], 
(36) 
y9 = —pePhexp (— 2î9))% + 


+ 1 + h2 — h [exp (2i9)] — [exp (2i9)]t: (|, 
1 — h8 
Să comparăm această soluţie cu cea din problema planului fără 
orificiu, supus aceleiași sarcini la infinit (notată cu un indice 1 — stare 
iniţială). Pentru aceasta, remarcăm că din (10.32) rezultă (vezi și finele 
$ 16, pag. 458) că avem 


qi (3) = ax, iu (3) = bă (37) 
de unde, utilizind (18) şi (29), urmează 


p“(7) = JP (Ah, Op) = — : cP [exp (— 2i9)] (3-"+h). 
(38) 


Diferenţa dintre funcţiile (36) şi (38) descrie tocmai perturbarea 
stării elastice a planului, provocată de prezenţa orificiului eliptic. 

În cazul-limită h = 0 al unui orificiu circular (studiat în (16.25) 
pentru 9 = 0) deducem din (36): 


ș(%) = - eP (7-1 +2 [exp (2i9)]Y), 


(39) 
v(9) = -2 eP ([exp (— 2i9)]t + [ —[exp (2i9)]62). 


Celălalt, caz-limită (h = 1) corespunde prezenței unei fisuri rec- 
tilinii : 
1 , 
9 (0) = cală (3: + [2exp(2i9) —1]0), 
40) 


i ( 
Y(î) = —ZeP| exp (— 2499] t+ a e Sl pi, 


Se poate aprecia uşor efectul prezenței orificiului eliptic. În acest scop, 
să remarcăm că din (18.6) şi (9.16) cbținem în orice sistem de axe — 
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deci şi în coordonate naturale — valoarea  S, = 6 + 60. Întrucit 
frontiera orificiului este liberă, deducem 
plz, = Pdlz, =0, (4) 
şi deci 
0d|g, = 4 Re [g'(0)/o'(0)]- (42) 


Prin urmare, utilizind (36) şi (18) deducem (a nu se confunda 
9 şi 0)) 


60 |g, = P Re ([1 —(2 exp (2i9) — h) exp (2i0)]: [1 — h exp (2i0)]) 

= P [1 — h2 ++ 2heos 29 — 2 cos 2(9 + 0)]: [1 —2hecos20 + 2], (43) 
de unde în particular pentru cere (h =0): 

dz, = P[I —2 cos2 (9 + 0)], (44) 


şi pentru fisura rectilinie (4 = 1): 


6d|g, = P [cos 29 — cos 2 (9 + 0)]: [1 — cos 20]. (45) 
Lmînd 9 = 0 (sarcină dirijată după Oz), căpătăm din (43) 
Dig, = P[L + 2 —h2 — 2 cos 20]: [1 + h? — 2h cos 20]. (46) 
Derivata acestei cantităţi în raport cu 9 conține în factor pe 
sin 20, şi deci se anulează — pentru orice h — pentru 0 = 0 şi 0 =x/2. 
'Ținînd seama de (20), obţinem valorile 
= |b=o = ant 


=—P, 60 
*, 


l—h b 
s, | L. 1 + :) L ) je 
În punctul-frontieră 0 = =/2 avem deci, în cazul cercului, concen- 
trarea maximă pentru tensiunea normală : 668 = 3P. Dimpotrivă, în 


cazul fisurii rectilinii avem 0 ora = P: sarcina la infinit dirijată după 
direcţia tisurii nu modifică tensiunile normale în vecinătatea acesteia. 

În punctele de intersecţie ale elipsei cu axa Oz, obţinem din (43): 
00 |oco.„ = PL +h—2cos29]: [1 —h] = P[a/b — (1 + a/b)cos29]. (48) 


Pentru h = 1 ( = 0), tensiunile devin infinite, oricare ar fi 9-40. 
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Cele de mai sus constituie exemple simple de studiu a concentrării tensiunilor în proble- 
ma plană. O cercetare detaliată a acestei probleme (incluzind rezultate relative la încovoierea 
plăcilor, la corpuri anizotrope, date experimentale etc.) este dată în monografia lui G. Savin [1]. 

Vezi de asemenea A. Green și W. Zerna [1], capitolul 8 (şi cap. 9—pentru cazul anizo- 
trop); L. Milne-— Thomson [2], $5 6.3 şi 6.4; lucrările lui S. Belonosov [3]; E. Burmistrov [1]; 
$. Heler et al. [1]; G. Șapiro [1] — și lucrările mai recente ale lui M. Kikukava [1] — [4] şi 
N. Kurdin [1]. Pentru utilizarea de ecuaţii de ordin superior în teoria plăcilor, vezi B. Pelch 
[1]. Pentru un punct de vedere permiţind evitarea apariției de tensiuni infinile în vecinătalea 
fisurilor, vezi indicaţiile din $ 6.25 pag. 508. Pentru cazul teoriei asimetrice, vezi G. Savin [2], 
$4. 


$ 23. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU DOMENII MULTIPLU 
CONEXE. ALGORITMUL ALTERNANT GENERALIZAT 
AL LUI SCHWARZ-MIHLIN 


O cale posibilă de rezolvare efectivă a problemelor fundamentale 
pentru domenii multiplu conexe este dată de generalizarea la teoria 
elasticităţii a algoritmului alternant al lui Schwarz. Pentru detalii, vezi 
S. Mihlin [1], $$ 48—53. (Vezi și indicaţiile din $ 4.4, pag. 135.) În 
cele ce urmează, vom prezenta ideea algoritmului alternant, şi o schiţă 
a raţionamentului ce îl justifică. 


a) Algoritmul alternant 


Să considerăm ca exemplu problema lui Neumann pentru un do- 
meniu mărginit de două curbe simple închise 2, 2, conducînd la 
problema la limită 


g(t) + te'(t) + (9) = hit) +0, tez,(j=01). (1) 


Presupunînd deja efectuată separarea eventualilor termeni multi- 
formi (vezi $ 11, pag. 418), rezultă că funcţiile ge, y sînt olomorte în Z, 
iar hO(t), A(t) sînt uniforme pe Z. Să luăm pentru început kt) = 


Să admitem acum că putem rezolva problema (1) pentru domeniul 
simplu conez Zi ; tuncţiile lui Kolosov și Mushelișvili obţinute pot îi pri- 
vite ca o primă aproximaţie a soluţiei, şi vor fi notate cu indici la stinga : 
19(3), „b(3). Cunoaşterea lor permite să calculăm funcţia 


„h(t) = apt) + tip) + „Y(t), te £,. (2) 


Dacă obţinem astfel „h(t) = 0 pe 2,, problema (1) este rezolvată. 
Dacă nu, se trece la rezolvarea problemei lui Neumann pentru domeniul 
nemărginit Z;, cu datele la limită ce rezultă din (2). Aceasta duce la 
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determinarea unor funcții Kolosov-Mushelişvili 2e(4), 2V(â), iar funcţiile. 
19 — 2 1 — a rezolvă evident o anumită problemă Neumann pentru 
domeniul Z cu componenta 2, a frontierei libere, așa cum cere condiţia, 
(1). Dacă în acelaşi timp condiţia (1) pe 2, rămîne satisfăcută, aceasta, 
este soluţia exactă. În general însă, apariţia funcţiilor — 20, — a face. 
ca (1) (toemai condiția din care am dedus funcţiile „q, „V) să nu mai fie 
verificată pe Za. Este deci firesc să rezolvăm acum o nouă problemă, 
Neumann cu date la limită ce se obţin calculinăd 


ah () = 20(9) + tap() +a), te (3), 


ceea ce conduce la găsirea unor funcţii „q(3), ay(â). Funcţiile „9 — so + 
+ 39; 1 — a +a asigură acum verificarea condiţiei la limită pe Z,,. 
dar pretind o nouă corecție pe Z,, datorată apariţiei termenilor se, 3 — 
și procesul continuă astfel la infinit. 

În determinarea termenilor de ordin par, așadar cînd se rezolvă, 
probleme Neumann pentru domeniul 2; , apar termeni constanţi pe care 
trebuie să-i neglijăm; aceştia pot fi priviţi ca fiind valorile la infinit 
ale funcţiilor lui Kolosov şi Mushelişvili, întrucit, prin ipoteză, nu există 
termeni logaritmici sau polari la infinit. 

Putem renunța acum la presupunerea inițială h(t)==0: într-a- 
devăr, dacă componenta Z, nu este liberă, este suficient să scădem 
din primul membru din (2) funcţia h(t), şi lanţul ulterior de raţio- 
namente rămine intact. 


b) Exemplu 


Reproducem aci, cu unele detalii, un exemplu dat de S$. Mihlin [1], $53. Fie o coroană, 
circulară excentrică de raze Ry, 1. Problema plană corespunzătoare poate fi rezolvată prin, 
metoda seriilor, făcind uz de funcţia de reprezentare (A.8.3); calculele sint similare celor - 
din $19 (vezi şi $5.18, exemplul e). Ea se pretează însă și la utilizarea algoritmului alternant, . 
intrucit. soluțiile pentru domenii cu o singură frontieră circulară sînt relativ simple. 

Să alegem originea în centrul cercului SZ,, și să luăm linia centrelor drept axă Oz, ; cen- 
trul cercului Z, va ti notat cu atixul său a,. 

Pentru problema lui Neumann pentru domeniul 2, avem de utilizat formulele (22.8), 
care, ținind seama de (22.1), se scriu 


ami a, t-3 2 (4). 
i RU = 1 ” 
V(4) = — i DO at — RE) 3 + Ma Ro8l + 2ha — ho 
dai 2 


Coeficienţii ho, hu, ha se deduc din (22.9) — (22.11) ţinind seama de (22.1) — așadar - 
inlocuind derivarea în raport cu & prin derivare față de 3, și înmulţind cu R, la o putere egală 
cu ordinul de derivare. 
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Pentru problema lui Neumann pentru domeniul Z, , vom face uz de soluţia problemei 
planului cu un orificiu eliptic, luind c = RR, şi h = 0 în (22.18). Întrucit (22.18) realizează 
reprezentarea exteriorului unei elipse pe J[*, va trebui să schimbăm și sensul de parcurs pe fron- 
tieră. Neglijind constantele neesenţiale şi revenind la sensul de parcurs direct, căpătăm din 
(22.24) şi (22.26) pentru un cerc £, cu centrul în origine 


4 a) (5) 
VG) = — N, —— dt — Rie'()3). 
Fi 


în rezultatul final, va trebui evident să ţinem 
seama şi de tormulele (9.15). 

Pentru simplitate, vom admite că componenta Z, 
este liberă, iar Z, este supusă unei presiuni hidrostatice. 
Întrucit pentru orice domeniu supus la o astfel de presiune 
este valabilă soluția (11.21), prima aproximaţie va fi 


1 
Fig. 6.23.1 1903) = — i Pă (3) =0. (6) 


Înlocuind (6) în (2), obţinem „h(t) = —pt, valoare ce trebuie introdusă mai departe 
in (5). Întrucit 3 e exterior curbei Z,, integrala ce dă „p(3) este nulă (vezi (A.10.1)). Formulele 


(9.15) arată acum că funcţiile lui Kolosov şi Mushelişvili rămin invariante la o translație. A doua 
formulă (5) se scrie 


1 4 
2V(4) e a | Re di, 


2ri EA ţ — 3 
sau încă, notindt —a,=T, 3—a=Z: 
a 1 Ţ. 
EA PR. LEA ăi. (2 
2 
p 2ri Ti =, T-—Z 


Întrucit T = R2IT, şi [3 — al > Ry, de unde |ZI> R, avem 


9 


a 


1 1 R E 
— (3) = — 87 +a — 24 a | >Ba (8) 
p 2i Jia, T(T — 2) 2xi | |7| = a! — Z 


Dat fiind că funcţia 1/T este valoarea la limită a unei funcţii olomorfe in exteriorul cer- 
cului de rază R,, şi nule la infinit, prima integrală din (8) are (vezi (A.10.2)) valoarea RI (ZI; 
cea de a doua este evident nulă. 


Prin urmare, termenii de corecție obţinuţi sint 


29(3) = 0, st) = —pPRIG—a). (9) 
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Introducind (9) în (3), și ţinind seama că pe cercul Z£, avem i = R3H4, căpătăm sh(t) = 
= — pRt NR — Gt), valoare ce trebuie introdusă în (4). Prima din aceste formule devine 


t at 1 
AŞ hp, (10). 
Matt 3 


1 
se(3) = —p Ed 
2ri Po 


În integrala din (10) intervine valoarea la limită a unei funcţii ce nu posedă poli în a: 


intrucit a, e 2, numitorul integrandului se anulează într-un punct R5/a, > Ry. Valoarea 
integralei ei este deci dată de (A,10.1); 


Me i t at 3 


ră ja, EI = aj î—3 OR3— aj 
Din (22.10) şi (11), derivind în raport cu 3 şi luind apoi 3 = 0, obținem (după înmulțire 


cu Ry. și tinind seama şi de factorul pR?) valoarea h, = —pRIJ Ro: Cu aceasta, din (10), (11). 
urmează 


ş (11), 


1 a 2 
sp(3) = — E p (RI R9) (RE + a.3)3 (83 — 03)]. (12) 


A doua lormulă (4) necesită calcularea integralei 


li i 
pai eh PIURE Si Ri 4 SES 5 (13) 
2mi |, Ro— mt t—3 2mi Je, (i — atit —3) 
unde am ţinut seama că Lt = Rgt, şi de formula (A.10.2) pentru funcţia 1/(L — a), valoare. 
la limită a unei funcţii olomorfe în Z, și nule la infinit. 
Al doilea și al treilea termen din a doua formulă (4) se obţin cu ajutorul valorilor deja 
calculate (3) şi h,, asttel că 


aVG) =p RE a, L2RE — a3)/(RE — 0,3]. (14). 


Continuarea calculului nu prezintă dificultăţi principiale. 


c) Asupra justificării algorilmului alternani 


Convergenţa acestui procedeu este în general destul de lentă. De: 
asemenea, dificultăţile de calcul crese simţitor dacă Z are mai mult 
decît două componente. 


Procedeul poate fi utilizat în asociere cu metoda reprezentării conforme ; în acest caz, 
problema reprezentării unui domeniu multiplu conez pe un domeniu canonic este deci înlocuită 
cu cea (mult mai simplă) a reprezentării conforme a mai multor domenii simplu conexe pe discul 
unitate. Un astfel de procedeu e folosit de L. Solomon și D. Drăghicescu [1] pentru domeniuP 
mărginii de două pătrate cu centrul comun și laturile paralele. Remarcăm însă că convergența 
algoritmului este mult înrăutăţită dacă funcţiile de reprezentare nu sint destul de exacte. (0- 
astfel de deficiență, neremareată la timpul ei, se prezintă în lucrarea menţionată, datorită utili= 
zării integralei Schwarz-Christoifel ; vezi şi $ A.8, pag. 755 —'756), 
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Pentru studiul teoretic al algoritmului, calea de urmat este, în linii 
mari, următoarea. Condiţia la limită a problemei lui Neumann se scrie 


p(t) + tot) + Vb) =h0(9 +0, tez,j=0, Li...,m. (15) 


Presupunînd termenii multitormi deja separați, vom căuta e(3), 
Y(3) sub torma 


zi) = Si e,lo Ma)= SE ta), (16) 


unde fiecare din funcţiile c,(3), 4,(3) este olomortă în domeniul de indice 
j (aşadar în 2; pentru j = 0, şi în Z; pentruj =1, 2,... m). 
Să introducem funeţiile 


î, (6) = 9,(9 + te) +9), tez,. (17) 


Dacă funeţiile Î, (t) ar îi cunoscute, relaţia (17) ar permite să re- 
zolvăm problema lui Neumann pentru domeniile mărginite de cite o 
singură curbă Z,, așadar să determinăm ș,, 4, şi deci — ţinînd seama 
de (16) — să scriem soluţia problemei iniţiale. 

Soluţia problemei lui Neumann depinde evident de punct, de do- 


meniul considerat, şi de valorile la limită corespunzătoare. Putem deci 
serie 


ș.(3) +3 (3) + (3) =, [i (01, pentru ge 2; sau e 25, (8) 
unde ÎR, este un anumit operator ce depinde numai de domeniul mărginit 


de Z,, și al cărui aspect se obţine dacă rezolvăm problema Neumann 
corespunzătoare. 


Pe orice curbă Z, avem deci, ca mui sus, 
e, (6 +to(t) + Şt) =), tez,. (19) 
Pe de altă parte, pentru orice indice [=£j, curba Z, este în înte- 
riorul domeniului 2; (sau 2, ), astfel că pe această curbă este valabilă 

relația (18): 

ș(t) + tat) + Vb = [tis (9), tez, Ii. (20) 
Adunind (19) cu toate relaţiile (20), şi ţinind seama de (16), căpătăm 
şt) + te + = (D + DR) tez, 0 


Dar primul membru din (21) are valoarea (15); aceasta conduce 
la sistemul 


(0 ++ Ls în (9 = 0) + Op te Z j,=0, lee m: (22) 
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Problema este redusă astiel la determinarea funcţiilor A, (t) din (22), 
funcțiile h(t) fiind cunoscute. 

Posibilitatea de a rezolva sistemul (22) depinde evident de natura 
operatorilor 9,. Această chestiune a fost studiată de D. Şerman (vezi 
S. Mihlin [1), $ 52). Rezultatul obţinut permite să se afirme că sistemul 
(22) admite alternativa lui Fredholm — şi în felul acesta existența solu- 
ției decurge direct din teorema de unicitate a lui Kirchhoff. 

Dacă componentele Z, nu sînt prea apropiate, sistemul (22) poate 
fi rezolvat prin aproximaţii succesive, ca în studiul ecuaţiei lui Laplace 
în domenii multiplu conexe (loc. cit., $ 50). Aceasta impune o tehnică 
de recurenţă şi, în ultimă instanţă, sîntem conduși toemai la felul de a 
raţiona din (1)—(3). Pentru domenii dublu conexe, convergența acestui 
algoritm a fost demonstrată de S. Sobolev [1]. 


Ş 24. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU DOMENII 
MULTIPLU CONEXE. ECUAŢIA INTEGRALĂ A LUI ȘERMAN 


Din cele arătate în $ 18 (pag. 466), urmează că una din dificultăţile 
esențiale în rezolvarea problemei plane stă în necesitatea de a determina 
funcţia 3 = o(Ţ). Această dificultate devine considerabilă în cazul dome- 
niilor multiplu conexe, caz în care se adaugă și imposibilitatea de a face 
uz în mod direct; de metode de calcul eficace, ca cea a seriilor sau (chiar 
pentru domenii dublu conexe) cea a integralelor de tip Cauchy. 


Există rezultate importante, bazate pe utilizarea integralelor de tip Cauchy pentru de- 
menii multiplu conexe; unele dintre ele duc lu rezolvarea problemei în chiar planul 3. fără 
a face uz de funcţia de reprezentare, Problema este amănunţit examinată de N. Mushelişvili 
[5]. $$ 96— 104, unde se dau rezultatele esențiale în acest sens, datorate lui S. Mihlin, N. Mus- 
helișvili şi D. Șerman. 


În cele ce urmează, vom expune ideea unei soluții mai recente 
date de D. Şerman [7]. Pentru bibliografia rezultatelor obţinute pe această 
cale, vezi D. Şerman [8]. Vezi încă același autor [9]. 


a) Ecuația lui Serman 


Esenţialul metodei constă în a reduce problema la limită la rezol- 
varea unor ecuaţii integrale pentru domenii mărginite fiecare de cîte 
una din componentele lui Z. Metoda rămîne valabilă şi pentru problema 
lui Dirichlet. 

Pentru simplitate, fie că Z este mărginit de două curbe simple 
închise Zy Z,. Condiţia la limită are forma (11.7), unde vom presupune 
constantele C, incluse în funcția h(t). Avem prin urmare : 


g(t) + tot) + pu) =), tez. (1) 
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Să definim numai pe componenia exterioară 2y, funcţia complexă 


ș(t) — tot) — p(D) =aţt), tez,. (2) 


Funcţia h(t) este cunoscută. Dacă g(t) şi V(t) ar fi cunoscute pe 
frontieră, a(t) ar rezulta de asemenea cunoscută. Invers, dacă h(t) şi 
a(t) ar fi cunoscute, valorile pe Z, ale funcţiilor e, 4, ar rezulta cunos- 
cute. Într-adevăr, adunînd termen cu termen 
(1) şi (2), obţinem : 


A 2 IM0) val te. (3) 


Presupunind funcţiile din (3) derivabile 
în raport cu t, avem și p'(t) = F [R'(t) + a'()]. 


LI 


Fig. 6. 24.1 Scăzînd acum termen cu termen (1) şi (2), 
deducem 
soia „la (00 
0 = — fat) e ara + 2 — tn tez. (44) 


Înmulţind relaţia (3) cu dt/2zi (t — a) şi integrînd pe 2, avem 


A Pit E ti-i 5 
ab Eat = UL +4 (5) 
unde 
af hb să atiba > 
20 = 700 Aaaa (6) 


sînt integrale de tip Cauchy, care definesc funcții olomorfe pe porțiuni 
în Zi şi 2. Utilizind notaţiile din (A.11.1) şi prima formulă (A.11.9), 
şi ţinînd seama de (3), obţinem mai întîi 


1 i ă 
e(t) = 2 (4 (î) + A i a [H_()+A_()), teze. (7) 
Să considerăm acum în domeniul Z funcţia 


o (3) — = LE, (3) + 4. ()]. (8) 
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Prin definiţie, această funcţie este analitică în 2 (dar nu în 2, |): 
în virtutea egalității (7), ea poate ti prelungită prin continuitate în 2; 


cu funcţia analitică — s (H_(3) + A_ (3)]. Prin urmare, funcţia 


ș(4) — : [E G)+ 4.0), 3e2, 
a (3) = i (9) 
Ra 2 LH . (3) + A. (3)], de 2, 


este definită peste tot în 2;, şi evident analitică ; întrucit în 2, ea este 
suma a două integrale de tip Cauchy, rezultă că ea este nulă la infinit. 
Acesta este primul pas al raționamentului, care duce la conside- 
rarea unei funcții (4) analitice în domeniul avind ca frontieră numai 
componenta Z£,. 
Un raționament analog poate fi realizat pornind de la relația (4). 
Fără nici un calcul, se vede că (4) se obţine din (3), dacă înlocuim 


a(t) prin —[a(t) + tatt)], 


. (10) 
N (t) prin [h (0) — th'(9]. 
În loc de (6), vor apare acum funcţiile 
14 RO= d atbrtatt) aș, 
“a pa MPa Ca sI 
care permit — analog cu (9) — să definim o funcţie 
1 
(3) Fei > (G, (4) +P B, (3) şe 2, 
6 (3) = (12) 


1 
ia [G_(3) + B_(G)], se, 
analitică în 2,;, și nulă la infinit. 
Cu aceasta, putem trece la utilizarea datelor de care dispunem 
pe Z,. Întrucît din (9), (12) urmează că în Z avem 


e(4) = a) + [E (3) + 4,000) 
V (8) = 80) + , [G. (3) + 8.0) (13) 


(0) = (0) + 0 (6) + 41,0), 
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condiţia (1) scrisă într-un punct oarecare t, de pe , devine 


a (1) + taia (11) + B(t.) = 


1 ocupi 
= (3) — IE + E (+6, U)] — 


a - [A, (t0) + 42476) + BI), tez, (14) 


astiel că problema determinării funcţiilor «(3), 6(3) este echivalentă cu 
o problemă Neumann pentru domeniul infinit 27. Dificultatea stă acum 
în faptul că în membrul al doilea din (14) apar și funcţiile necunoscute 
A, și B,, care depind la rîndul lor (sub o formă integrală) de funcția 
necunoscută a(t) de pe 7,. 

Să explicităm ultima paranteză din (14). Avem pe rînd 


iată 0 at ud 44 _a CR 
el 


4xi st —. t, iai ț ==—==3 t)3 


+ sat SI ai e i «| i i] 
Azi % i — t, Azi Pa t — LE - — LEI 
+16 ah 14 atăt, 
4xi ] e, (t— 12 driJa, t—t 


Integrind prin părţi în ultima integrală de mai sus, presupunind 
că a(t) este uniformă (ceea ce este întotdeauna admisibil — vezi (11.7)— 
(11.11)), şi grupînd cu penultima integrală, deducem, după calcule ele- 
mentare : 


x = LA, (tn) + tn 44 (t) + 8. (t)] = 


i ii zibeală 
= sală aj + = SE + sat a(t)d——. (15) 
Azi ] e, t—t, t—tl 4rilz, î—h 


Dacă funcţia a (to), toe Za, ar fi cunoscută, atunci a(4), (3) s-ar 
obţine rezolvind problema (14); soluția acesteia are deci forma 


a (3) = a«[a(to), 3]; B(3) = Bla(to), 3 toeeZ. (16) 
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În acest caz, funcţiile lui Kolosov şi Mushelişvili se scriu cu ajutorul 
formulelor (13), în care introducem (16), iar însăşi funcția a(t) din (2) 
se obține sub forma 


a=ab+. LI (+a, wtf +a E +1 10] 


PD +30 +, 20), 


sau încă, explicitind şi înlocuind t prin t, pentru a lăsa lui t rolul de 
variabilă curentă de integrare : 


a (to) = a [a (to), to] — to ăi, [a (to), te] — 8 [a (to); te] + 


Ad Eta Aa 


4ri ] et — to 4ri ] at — to)? 
1 h (4) —th (ba * a(t) 
ya us IRA bar a Anti dt 
e t—t da pe LI 
1 SI ze _£ a(t) + ta'(t) „- 
ţ TA - e dt —_— h Pearl AB sotii 457, 17 
El Ș, (=) ai? t—te ie 


Cele trei integrale ce depind de h(t) sint funcţii cunoscute. Să 
grupăm cele două integrale în care apare a(t); să integrăm prin părți 
în integrala ce conţine a'(t), ţinind seama că i a(t) este uniformă, şi să 


adunăm cu cealaltă integrală în care apare a(t); ; să revenim în inte- 
gralele ce depind de kh(t) la notaţiile din (6) şi (11); după calcule 
elementare, (17) devine 


a(to) = a La (to), tel — to ap[a(to), tol — Bate), tol + 


+ UE, (to) —t Ei) — 6 (1) + 


1 —t l 
E 1 ra 
+ $, a (to) d n: se: Au 5 UL 4 (13) 


Ari 


așadar o ecuație integrală pentru funcţia a (t), unde t, toc 2. 
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b) Asupra metodei de calcul efectiv 


Conducerea efectivă a calculelor prezintă dificultăți importante. 
Vom schița aci numai linia mare a tipului de raţionament folosit de 
Serman şi colaboratorii săi, în lucrările în care această metodă este 
folosită pentru rezolvarea de probleme concrete. 

Fie de pildă cunoscută funcţia 


3 = oo (3) (19) 
care reprezintă conform domeniul 2, pe exteriorul /1” al cercului uni- 


tate y din planul £. Dacă curba 7, este de clasă cel puţin C3, atunci 
relația (19) rămine valabilă pe frontieră : 


t = 0o(0), se, (20) 


iar dt se obţine de aci prin diferenţiere (vezi $ A.6, pag. 730). 
Prin urmare, orice funcţie c (t) dată pe Z, poate fi scrisă 


e (t) 22 c* (0) = Ş c& oi, (21) 
ha —ca 
unde coeficienţii e; sînt cunoscuţi prin intermediul lui e(t) Şi oo(0). 
Acest raţionament rămîne valabil pentru funcţiile h(t) și a(t) de 
mai sus. În particular, a(t) devine astfel 


a(t)=a*(0)= Ș atei, (22) 
L= 
unde a; urmează a fi determinaţi, în timp ce h; sint cunoscuţi odată 
cu h(t). 
Integralele de tip Cauchy din (6) și (11) devin integrale Inate pe y, 
așadar expresii ce depind în ultimă instanţă de li; și a. 
Dar pentru 3 e a: A sia serie întotdeauna 


— Ma: ei Ma. E at =), (23) 
2 ri * — „a 2 mi 

așadar o funcţie în principiu cunoscută î a. „ Acest raționament per-- 

mite să calculăm integralele din (6), (11) și în interiorul curbei 2, obți- 

nînd astfel expresii ce depind de coeficienţii cunoscuţi hp, de coeficienţii 

necunoscuţi a;, şi de funcţiile cunoscute y,. 

Prin urmare, soluţia problemei la limită (14) poate fi acum scrisă 
prin intermediul coeficienţilor a; ; în particular, aceasta este întot- 
deauna realizabil dacă cunoaștem funcţia 

3 = eu($) (24) 
care reprezintă conform domeniul 2, pe exteriorul J- al cercului uni- 
tate y. Dependenţa din (16) este astfel explicitată, și problema este 
redusă la rezolvarea efectivă a ecuaţiei (18) — ceea ce conduce în gene- 
ral la un sistem infinit de ecuaţii algebrice liniare pentru coeficienţii af. 
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Obţinerea efectivă a soluţiei depinde la rîndul său de posibili- 
tatea de a rezolva acest lanţ de probleme. Exemplele studiate pînă azi 
par să arate că metoda e rapid convergentă, şi în particular utilă în 
studiul concentrărilor de tensiuni pentru componente ale frontierei apro- 
piate în anumite porţiuni ale lor. 

În unele din lucrările citate în articolul mai sus amintit (şi de altfel 
chiar în articolul iniţial al lui Şerman), metoda este aplicată cu succes 
şi la studiul problemelor încovoierii și torsiunii — unde soluţia depinde 
de o singură funcţie analitică de determinat. 

Metoda a fost generalizată la cazul tridimensional de către P. 
Perlin [1]. 


$25. ALTE METODE ȘI PROBLEME 


Lipsa de spaţiu ne obligă să dăm numai scurte indicații asupra altor teme — uneori 
mai puţin elementare — referitoare la problema plană. 

a) Domenii. semiintinite... Prezintă deosebit interes considerarea unor domenii mărginite 
de curbe deschise, cu capetele aruncate la infinit (domeniu de tipul semi-planului), cu sau fără 
orificii. Punctul de plecare în studiul lor îl constituie problema semi-planului elastic, cu uti- 
lizarea reprezentării conforme. Tehnica integralelor de tip Cauchy este ușor aplicabilă aci, 
formulele din cazul reprezentării conforme pe discul circular găsindu-șşi imediat analogul. 
Pentru detalii, vezi N. Mushelișvili [5], $$ 90—95 ; vezi şi A. Green şi W. Zerna [1], $$8.6—8.11, 
M. Haimovici [1], $$16.2—16.5; L.. Milne-Thomson [2], capitolul 4. 

b) Eeuaţiile integrale ale problemelor lui Dirichlet şi Neumann. După cum am spus în 
$ 20, pag. 481, studiul ecuaţiei lui Mushelişvili poate fi redus la cel al unor ecuaţii de tip Fred- 
holm, cu nucleu nesimetric. Aceste ecuații sint însă utilizabile numai pentru domenii reprezen- 
tabile conform pe un disc, şi ele nu pot fi scrise efectiv decit dacă funcţia de reprezentare este 
cunoscută. | 

$. Mihlin [1], $$ 42, 43, a obţinut ecuaţii integrale utilizabile și pentru domenii multi- 
plu conexe — legate totuși de necesitatea cunoașterii funcţiei lui Green a domeniului considerat. 

Ulterior, N. Mushelişvili [5], $98 a stabilit ecuaţii integrale de tip Fredholm valabile 
pentru domenii multiplu conexe, în care intervin direct datele la limită pe frontiera domeniului 
iniţial, și care nu pretind cunoaşterea funcţiei de reprezentare pe vreun domeniu canonic. 
L. Mignaradze (vezi lucrările sale în bibliografia la N. Mushelişvili [5)) a demonstrat că aceste 
ecuaţii rămin utilizabile și pentru frontiere cu puncte unghiulare (care nu sint puncte de întoar- 
cere) ; în acest caz, integralele trebuie înţelese în sensul Radon-Stieltjes. 

În fine, D. Şerman [1] — [4] (vezi S. Mihlin [1], $56; N. Mushelişvili [5], $101) a 
stabilit ecuaţii de o formă apropiată de cea a ecuaţiilor lui Mushelişvili, dar impunind condiții 
mai slabe funcțiilor necunoscute, Aceste ecuații corespund variantei plane a ecuaţiilor lui 
G. Lauricella [3] — [5] — dar sînt obținute pe o cale mult mai directă, și își păstrează valabili- 
tatea şi pentru domenii multiplu conexe. 

c) Problema conjugării linlare. În $17 am văzut că problemele fundamentale pentru 
domenii cu frontiere circulare pot fi abordate cu ajutorul unui proces de prelungire analitică a 
funcţiei P (4) prin porțiunile libere ale frontierei. Acesta constituie un caz particular al proble- 
mei conjugării liniare (sau incă : problema Riemann-Hilbert) care constă în construirea unei 
funcţii olomorte pe porţiuni, definite în planul cu o tăietură în lungul unei linii Z, — dacă este 
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cunoscută o relaţie liniară între valorile Ja limită ale funcţiei de o parte şi de alta a acestei 
linii. Problema este amănunţit studiată dintr-un punet de vedere general-teorelie de către 
F. Gahov [1] și N. Mushelişvili [3] (vezi în special cap. 2); pentru aplicaţiile nemijlocite la 
teoria elasticității vezi A. Green şi W. Zerna [1), capitolul 8; L. Milne-Thcmson [2], capitolele 
3—6; N. Mushelişvili [5], capitolul 6. 

Spre deosebire de metoda seriilor și de meloda integralelor de tip Cauchy — care 
permit rezolvarea efectivă sau cel puţin studiul teoretic al problemelor lui Dirichlet şi Neu- 
mann — studiul problemei conjugării liniare rămine metoda de elecţie a problemei mixte 11), Pen- 
tru indicaţii critice și bibliogratice, vezi și J, Goodier [4], $5. Printre lucrările inspirate de 
această metodă, vezi V. Buchwald [1], [2]; G. Mandjaviaze [1]; C. Stănescu [2] etc. 

Dintre problemele majore ale elasticităţii plane, cea a contactului corpurilor elastice şi 
cea a fisurilor sint abordabile tocmai pe această cale. 

În legătură cu problema de contact, vezi L.. Galin [4] (inclusiv pentru corpuri anizotrope ; 
pentru acest ultim caz, vezi și numeroasele lucrări ale lui ). Brilla, de exemplu [2]; G. Mand- 
javidze [2]); A, Green şi W. Zerna [1], $$8.11—8.14; L. Milne-Thomson [2]. capitolul 4; 
N. Mushelişvili [5], capitolul 6, partea a doua. 

În ce priveşte studiul problemei fisurilor (este vorba de tisuri în corpuri casante — așadar 
fără trecere în stadiul plastic), punctul de pornire a fost constituit de o ipoteză a lui S. Hristia- 
novici : condiţia ca tensiunile la capetele fisurii să rămină linite — analogă cu condiţia cunos- 
cută din aerodinamică asupra finiludinii vitezelor la bordul de fugă al unui profil anguloș, 
Rezultate majore în acest sens aparţin lui G. Barenblatt [1]— [3] (cu indicaţii asupra lucră- 
rilor lui G. Cerepanov, P. Jeltov, BR. Salganik etc.). Vezi încă I,. Babic și A. Kaminski [1]; 
A. England și A. Green [1]; V. Entov şi R. Salganik [1]; 1.. Kacianov [2]; V. Panasiuk 
[1) — [3]. Pentru teoria clasică, vezi A. Green şi W. Zerna [1), $$ 8.15—8.17. 

d) Metode operaţionala. Ua cu totul alt punct de vedere constă din utilizarea metodelor 
operaționale, bazate pe transforimatele Fourier, Laplace, Mellin ele. Acestea se dovedesc extrem 
de eficace în problema contactului, a fisurilor etc., și prezintă avantajul de a putea îi exlinse 
la cazul tridimensional. Un bogat material în această direcţie e dat de I, Sneddon [1], cap. 9 
(vezi şi cap. 10, pentru problemele cu simetrie axială, înrudite cu cele plane). Vezi încă L. 
Sneddon [2] (pentru aparatul matematic) şi [3] (pentru unele puncte de vedere mai recente). 
În liniile sale mari, metoda e prezentată de |. Sneddon și D, Berry [1]. capitolul C. partea a 
V-a. Numeroase rezultate noi aparţin lui |. Uiliand [2], capitolele 1 și 3—6 (bandă, lamelă, 
pană, încovoierea plăcilor), şi [3]. 

S. Belonosov [2] a propus o metodă care asociază punctul de vedere al teoriei inte- 
gralelor de tip Cauchy cu cel operaţional, reducind problema (pentru domenii simplu și 
dublu conexe) la studiul unor ecuaţii integrale de tip Fredholm cu nuclee simetrice, și care pot 
ti utilizate şi în prezenţa de puncte unghiulare pe frontieră. Metoda îngăduie atit demonstrarea 
de teoreme de existenţă, cit și obţinerea de algoritme de calcul efectiv. i 

e) Observaţie finală. Toate aceste metode sînt departe de a fi limitate la studiul pro- 
blemelor plane şi antiplane ale elastostaticii liniare a corpurilor omogene și izotrope. Ele sint 
deja larg utilizate în studiul problenulor bidimensionale (vezi mai jos indicaţiile din $7.1, 
pag. 510—511); în studiul corpurilor anizotrope (S$. Lehniţhi [1]. [2]); în teoria neliniară a elas- 
ticităţii (vezi de ex. A. Green și J, Adkins [1]; vezi încă D. Carlson și R. Shield [1], etc.); în 
teoria plasticității (vezi lucrările lui D. Cercpanov [1] — [3]; ș.a.m.d.). Pentru alte domenii, 
unde cercetarea este într-un stadiu mai puţin evoluat, a se revedea indicaţiile cin $ 7, pag. 391. 


1) Pentru metodele numerice de studiu ale problemei mixte, vezi M. Diugaci [1]. 


CAPITOLUL 7 


PROBLEMA TRIDIMENSIONALĂ. STUDIUL ECUAȚIILOR LUI LAME 


$1. GENERALITĂŢI 


În $$ 4.8, 4.10 și 4.12, au fost puse în evidență donă fapte esen- 
țiale : caracterul eliptic al ecuaţiilor lui Lame statice şi caracterul bi- 
armonic al componentelor stării elastice. Aceste rezultate deschid două 
căi posibile de studiu al ecuaţiilor lui Lame: 

a) studiul lor ca ecuaţii de tip eliptice — așadar posibilitatea de a 
construi o teorie a elasticităţii după modelul teoriei ecuaţiei lui Poisson 
sau Laplace ; 

b) studiul soluţiilor lor ca funcții reprezentabile, datorită teoremei 
lui Almansi, prin potenţiali armoniei. 

Analiza problemelor plană și antiplană se subsumează, în prin- 
cipiu, celui de al doilea dintre aceste puncte de vedere. Dimpotrivă, 
stadiul problemei tridimensionale nu mai beneficiază direct de posibili- 
tățile teoriei funcţiilor complexe, și obligă la abordarea directă a ecua- 
țiilor lui Lame, care se dovedesc în acest caz mai utile decit ecuaţiile 
în tensiuni. 

Avertizăm că aceste raționamente sint valabile numai pentru corpuri 
izotrope şi omogene, în teorie liniară. Totuși, primul din punctele de 
vedere de mai sus (și într-un anumit sens şi cel de al doilea), e sus- 
ceptibil de importante generalizări. 

Amintim aci forma generală (4.8.7) a ecuaţiilor lui Lame 


Aa + (1 —2v'graddivu +u!F=0, (1) 

și condiţiile la limită (4.2.1) pi (4.2.2): 
ul, =9, (2) 
a,(u)|g =. | (3) 


Întrucit intenţionăm să abordăm sistemul (1), este necesar ca și 
condiția (3) să fie explicitată prin intermediul lui u. În acest „800p» vom 
face uz de legea lui Hooke (3.3.18), unde vom da în factor 2u, şi vom 
ține seama că din (3.4.16) urmează 7/2u = v/(1 — 2»); aceasta duce la 


6, = 2ul[e, + v(1 —2v)"'63,]. (4) 
Introducînd (4) în relațiile lui Cauchy (2.3.3), căpătăm 
6, = 2u [en + Vl — 2v)in,divu]. (5) 
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În al doilea termen din (5) apar evident componentele vectorului 
2uv(l — 2v)"'ndivu, (6) 


dirijat după normală. În ce priveşte primul termen din membrul al 
doilea, din ecuaţiile geometrice (4.11) avem pe rind 


1 1 
e, n, cz o (4, + u,u) n, . EI (a, ui 14) n, je LIRE (7) 


unde ultimul termen este derivata normală a funcţiei u,; prin urmare, 
din (5) se separă şi componentele vectorului 


2, . (8) 


În fine, primul termen din expresia finală din (7) este alcătuit 
din componentele vectorilor n şi rot u; după calcule elementare, dedu- 


cem că în (7) apar componentele lui 2-a x rotu. 'Ținind seama şi de 


(6) şi (8), obținem în definitiv 
e, (u) = 2u [a — 2v)indivu + în x rotau + a]: (9) 


Pentru studiul problemei lui Dirichlet vom păstra deci condiția 
la limită (2), în timp ce în problema lui Neumann trebuie să introducem 
(9) în condiţia (3). 


Capitolele ce urmează sint consacrate studiului problemei tridimen- 
sionale. Aci nu mai dispunem de un analog eficace al reprezentării 
conforme, astfel că rezultatele obţinute pentru domenii canonice (bulă, 
semi-spațiu) nu sînt nici înrudite între ele, și nici nu pot fi „transcrise” 
pentru domenii mai generale. Aceasta obligă la studiul separat al diferi- 
telor tipuri de corpuri, și justifică situația actuală, cînd masei de soluţii 
relativ unitare de care dispunem în cazul antiplan și plan, i se opun 
în cazul tridimensional puţin numeroase probleme, rezolvate cu metode 
relativ disparate. Tocmai așa se explică faptul că, chiar în tratate de 
prima mină, spaţiul acordat problemei tridimensionale este în general 
destul de redus. 


Menţionăm încă unele încercări de extindere a melodelor teoriei funcțiilor compleze (şi 
hipercomplexe) în studiul problemelor tridimensionale : lucrările lui A. Alexandrov şi ale 
colaboratorilor săi 1. Soloviev și V. Volpert (vezi de ex. A. Alexandrov [1]); |. Arjanih şi B. Bon- 
darenko [1]; S. Bergman [1]; M. Mişicu [2]; V. Mossakovski [8]; M. Nedelcu [1]; E. Obo- 
laşvili [1]; Tang Li Min şi Sun Hwan Chun [1]. 

O metodă ce-şi păstrează validitatea în principiu intactă în problemele uni-, bi- sau 
tridimensionale, este metoda operațională, bazată pe utilizarea a diferite translormări integrale 


$1 GENERALITĂŢI 5u 


(Fourier, Laplace, Mellin, Hankel etc.). Aparatul matematic corespunzător este expus în deta- 
liu de 1. Sneddon [2], și pe larg folosit de același autor în [1]. Vezi de asemenea 1. Sneddon 
şi D. Berry [1], $$64—66; 1. Ufliand [2] (cu numeroase aplicaţii) și [3]; 1. Sneddon [3]. 


Capitolul de față este consacrat studiului ecuaţiilor lui Lame din 
punctul de vedere al legăturii lor cu ecuaţia lui Laplace, și al unor 
metode generale de integrare. În capitolul 8 va fi prezentată problema 
bulei, iar în capitolul 9, cea a semi-spaţiului. În fine, în capitolul 10 
va fi studiată una dintre problemele cu vaste implicaţii: contactul 
corpurilor elastice. 

Toate acestea poartă numele de „probleme clasice” ale teoriei elas- 
ticităţii. Forma geometrică a corpurilur considerate nu mai îngăduie nici 
o simplificare de tipul celor admise de rezistenţa materialelor, şi aceste 
probleme — ca și cea plană — nu pot fi cercetate decit cu ajutorul metode- 
lor exacte ale teoriei elasticităţii. Toate aceste probleme vor fi examinate 
aci în varianta lor tridimensională — deşi există şi variante plane ale lor 
(de exemplu problema semi-planului, san cea a contactului plan). Indi- 
caţii asupra problemelor clasice sint date de A. Love [1], capitolele 7,8, 
10, 11; E. Tretttz [3], capitolul 10. 


Printre problemele clasice de care nu ne vom ocupa aci, notăm încă problema 
corpurilor axial-simetrice, problema paralelipipedului elastic, şi altele. : 

Pentru problemele cu simetrie axială, vezi articolul de analiză al lui B. Abramian şi 
A. Alexandrov [1]; apoi A. Alexandrov [1] (cu generalizare la cazul absenței simetriei); 
N. Arutiunian şi B. Abramian [1] (cu aplicaţii speciale la problema torsiunii); M. Belenkii 
[1] (ca și la A. Alexandrov, în strinsă conexiune cu problema plană); S$. Belonosov [1]; 
V. Cemeris [1] (funcţii p-analitice); A. L.urie [4], capitolele 6 şi 7 (bulă, și cilindru circular 
solicitat pe suprafața sa laterală); G. Polojii [1], [4] (probleme de torsiune și Incovoiere, și 
aplicaţii ale teoriei funcţiilor p-analitice); FI. Poritsky [2] (torsiune); 1. Sneddon [1], capi- 
tolul 10; K. Solianik-Irasa [1] — [3]; 1. Ulliand [2] (transformări integrale); G. Valov 
[1], [2]; Y. V. Vlasov [1]. Pentru chestiuni mai simple de tip axial-simetrie, vezi $. Timos- 
henko și J. Goodier [1], capitolul 13. 

Problema paralelipipedului a fost propusă de G. Lamc [1]; ea a fost reluată de B. Bon- 
darenko [1]. [2]; M. Filonenko-Borodici [2] (metode aproximative); K. Halta [1] (metode 
operaționale) ; P. P. Teodorescu [1] (care demonstrează că sistemele de ecuaţii liniare obţinute 
pornind de la soluția lui l.ame sint complet regulate) și [5] (diferite domenii de tipul paraleli- 
pipedului cu feţe aruncate la infinit). 


Studiul teoretic al ecuaţiilor lui Lume poate fi pus în strinsă conexiune 
cu cel al ecuaţiei lui Laplace. În acest sens amintim mai întîi lucrările 
lui E. Betti [1], 0. Tedone [1], care studiază ecuaţiile lui Lume puse sub 
forma 


A n - 0-29 zdivu] =0, 


; În telul acesta, problema este redusă la integrarea celor trei ecuaţii Leplece ce mai sus, 
plus ecuaţia care arată că div u este de asemenea armonică. Aceasta permite utilizarea dircetă 
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a rezultatelor teoriei potențialului. Totuși, metoda conduce nu în mod nemijlocit la cunoaște 
rea componentelor deplasării, ci la cea a mărimilor div u şi rot ae. Atit Betti cit şi Tedone studiază 
problema semi-spaţiului, a domeniului mărginit de două plane paralele, a bulei, a domeniului 
mărginit de două sfere concentrice, O expunere rezumativă a acestor rezullute, inclusiv indi- 
caţii bibliografice, este dată de A. Love [1], cap. 10. Vezi de asemenea M, Haimovici [1], cap. 
12 şi 413.3; |. Sneddon şi D. $. Berry [1], $$61—63. 


Lucrări recente aflate sub o formă sau alta în conexiune cu studiul 
ecuației lui Laplace aparțin lui J. Bramble [1); J. Bramble şi L. Payne 
[6]; I. Diaz şi L. Payne [1]; G. Grioli [1], [3]. 

Printre problemele generale de mare importanţă notăm aci chestiu- 
nea evaluării marginilor pentru deplasări, tensiuni, energia de deformație, 
în funcţie de datele problemei, — și pe cea a concentrării tensiunilor. 


În ce privește chestiunea marginilor, vezi G. Adler [1], J. Diaz şi H. Greenberg [1], 
G. Fichera [41| (margini în problema lui Dirichlet); G. Grioli (3], capitolul 6 (margini pentru 
tensiuni) ; J. Bramble și L. Payne [4], M. Slobodianskii [3], [4] (margini pentru tensiuni şi 
pentru energia de deformație) ; K. Washizu [1]; vezi de asemenea G. Colombo [1], G. Grioli 
[2] (margini pentru tensiuni în problema anti-plană); C. Maple [1], L.. Payne și H. Wein- 
berger [1], (2] (margini pentru soluțiile unor ecuaţii de tip eliptic). Aceste rezultate se obțin 
făcindu-se uz de reprezentări prin intermediul matricei lui Green (vezi mai jos $ 12), sau încă 
prin metodele lui W. Prager și [.. Synge, citate în 44.4, pag.136. 


Cu referire la studiul concentrării tensiunilor, a se revedea indicaţiile din $ 4.2, pag. 127; 
exemplele tratate în capitolele 5 și 6; lucrările citate în $ 6.22, pag. 496. Indicăm încă punctul 
de vedere a lui [. Babușka şi J. Kautski [1], și studiul concentrărilor de tensiuni în vecină- 
tatea unszi frontiere cu rugozităţi, realizat prin mijloace probabilistice de către V. Palmov 
[1] — [3]. Menţionăm aci şi o concluzie generală la care se ajunge în studiul concentrărilor 
de tensiuni : caracterul lor mai puțin important și mai localizat in cazul tridimensional, în 
comparație cu variantele plane respective (vezi exemplul de la finele $ 8.6, pag. 584). Acest 
fapt se explică într-un mod asemănător cu cele spuse referitor la principiul lui Saint-Venant 
în cazul plan (vezi $6.11, pag. 421); vezi şi mai departe $10. 


Pentru studiul problemei tridimensionale, vezi încă indicaţiile date 
de I. Sneddon şi D. Berry [1] (cap. D), E. Sternberg [4], G. Sapiro 
[2]. Pentru problemele dinamice, a se revedea finele $ 4.12, pag. 163—164. 


$ 2. DESPRE STUDIUL ECUAŢIEI LUI POISSON 


Vom aminti aci unele fapte privind studiul celei mai simple ecuaţii 
de tip eliptie— ecuația lui Poisson. Acestea vor fi utile în studiul ecuați- 
ilor lui Lams, pe ambele linii menţionate la începutul $ 1. Pentru detalii, 
vezi de pildă R. Courant [1], capitolul 4; E. Goursat [2], capitolele 27 şi 
28; 0. Iacob [5], capitolul 3; V. Smirnov [2], volumul 2, $7.4; A. Tiho- 
nov şi A. Samarskii [1], $$ 4.2—4.5. 
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Vom nota!) coordonatele carteziene cu z,y, 2 Sau 2 ay Za iar ver- 
sorii axelor, cu î, j, k sau î,, dz, d. Amintim expresiile operatorilor : 


gradf = Vf =, (1) 
div V — y.V = Vis (2) 
Aj = 7-7 f =. (3) 


Dat fiind că avem pe rînd (n-grad)f = (n,î))-(î,f) = nfs opera- 
torul de derivare normală se poate serie şi sub forma 


Î = (n-grad)f = (n: V)J. (4) 
Trecînd la coordonatele sferice definite de relaţiile 
az, = Rsin Ocosg, Xa = Rsin Osing, 2 = hcosd, (5) 


sau încă de relaţiile inverse lor 


R=Vă+a+a,  O=arctgl Vai raza],  p=arctg(zalz), (6) 
obținem după calcule elementare expresiile : 
În = sin0cos of, + R Lcosbeospfg — R 1 (sinq/sin0)J, 


Î» = sin Osing f.„ + Rt cos sino fs + R 1 (cose/sin0)f., (7) 
= cos Of, — RIsin0fs, 


ceea, ce permite să transeriem (1)—(4) în coordonate sferice. În particular 
avem 


Af = RR (E f a + (8in0)71 (sin 0fs)p + (sin 0) 2fasl. (3) 


Pentru transcrierea operatorilor diferenţiali analogi celor de mai sus 
în diferite sisteme de coordonate curbilinii, inclusiv pentru utilizarea lor 
în teoria elasticităţii, există o vastă literatură. (Vezi indicaţiile din $4.1, 
pag. 121). 


a) Formule integrale 


Formula lui Gauss-Ostrogradskii : date tiind trei funcţii U,eC!(7) 
într-un domeniu mărginit 77, a cărui frontieră este alcătuită dintr-un 
număr finit de suprafeţe ce posedă o arie (vezi $ 1.1, pag. 34), avem 
relația 


| U,,aY = NI U,n,48, (9) 
y > 
unde n, = cos (n, z,), iar n este normala extericară la Z. 


1) Orice exagerație puristă duce la complicații, și ar fi greu să scriem majoritatea relaţiilor 
din capitolele 9 și 10 în coordonate z,, Za: Xa, (vezi de ex. mai departe pag. 557; cap. 10 pag. 
669; etc.). 
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Formula rămine valabilă dacă funcţiile U, posedă derivate parțiale mărginite și inte- 
grabile în 7/7. Pentru cadrul ei de valabilitate, vezi și indicaţiile de la finele $A.3, pag. 701. 
În cazul plan, (9) ia forma (A.3.18) sau (A.3.19). 


Prima formulă a lui Green : date fiind funcţiile u, ve C2(77), avem 


Îi oAudV = — | (grad u - grad o) dV + N vu „AS. (10) 
: y g 
A doua formulă a lui Green : Luind u = v, obţinem din (10): 
N uAudV = — (| (grad u)24V + | uu, AS. (11) 
p 7 [7 


A treia formulă a lui Green :; intervertind în (10) funcţiile u și e şi 
scăzînd termen cu termen (10) din relaţia astfel obţinută, avem 


(|| (uAo — oAu) dV =] (uv,, — vu) AS. (12) 
y Ci 
Formule de același tip se stabilesc şi în cazul plan, pentru domenii 
Z mărginite de curbe frontieră netede pe porţiuni. 


Toate aceste formule se generalizează uşor pentru domenii nemăr- 
ginite, dacă u, v sînt regulate la infinit, adică veritică (în 23) condiţiile 


lim RIȚI SO, lim Flgradf| <0, (13) 
ce R=+ co 


(0 = const.) (Vezi de ex. A. Tihonov și A. Samarskii (1], $4.2, pet. 8.) 

Subliniem că formulele lui Green nu se referă la proprietăţi ale func- 
țiilor u, p— ci la proprietăţi ale operatorului lui Laplace şi ale operatorilor 
grad şi (n-grad), asociați acestuia prin intermediul relaţiilor (10)—(12). 


Fig. 7.2.1 Fig. 7.2.2 


În cele ce urmează, vom avea de repetate ori de considerat puncte în 
Y, pe care le vom nota 2 sau £. Punctele situate pe % se vor nota a 
(şi încă £, în special pentru puncte curente de iei „sai a Pe Y se consideră 
întotdeauna normala exterioară, notată cu n. 
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Vom folosi notaţiile 
R=e—E, Ro=2—$, R=IR| = |sice — E, 
9 = (mp8), eo = (ns — Ro). 


Prin urmare, R este vectorul de la £ la a, iar R este modulul său. 
(În (5), (6) avem desigur £ = 0.) Unghiul ș este unghiul dintre normala n 
în punctul € şi vectorul —R de la a la £ (vezi și mai departe, pag. 518). 

Este uşor de văzut că funcţia RR! veritică ecuaţia lui Laplace în ra- 
port cu variabilele z, (cu excepţia punctului £), sau încă verilică ecuaţia 
lui Laplace în raport cu variabilele £, (cu excepţia punctului a). Mai 
precis, se poate arăta că 


AR! = —A4nd(z — 8), (15) 


unde ă() este iuncţia lui Dirac în 23: 5(a0) =—=5(2, >, Za). (Vezi LI. Ghel- 
fand şi G. Şilov [1], volumul 1, $ 1.2, pet. 3; $4.1, pet. 5.) 

Privind valorile funcţiei RR! în punctul a ca descriind efectul unei 
anumite acțiuni mecanice în £, vom numi pe primul din aceste puncte, 
pumnel de observație, iar pe cel de al doilea, punct de sursă. Rolurile acestor 
puncte pot fi intervertite. 


Funcţia 
J(z; $) = llA4rR (x; £) (16) 


se numește soluția fundametală?) a ecuaţiei lui Laplace (în 44). Factorul 
1/4x este un factor de normare : prezenţa sa arată că f(a; £) descrie o 
acțiune concentrată unitară în £ (compară (15) şi (16)). Astfel de pildă, 
funcţia (16) poate fi privită ca potenţial al vitezelor în mişcarea irotațio- 
nală a unui fluid ideal, în prezenţa unui izvor de intensitate unitară. 
În cazul plan, rolul de soluţie fundamentală este luat de funcţia 


fix; €) = Ul2n) In Ri; 8)]. (17) 


Întrucît aceste funcţii depind numai de diferența a —€, orice supra- 
punere de acţiuni descrise prin intermediul lor, poate fi exprimată printr-o 
convoluție (vezi $ A.2, pag. 690). 

Pentru a scrie formula (12) pentru o funcţie ue 02(77) şi funeţia (16), 
trebuie să izolăm punctul singular e = £, şi să calculăm integrala de su- 
prafață pe , plus aceeaşi integrală luată pe o suprafață , care conţine 
în interior punctul a — £, de exemplu o sferă S(£, «); integrala de volum 
urmează a fi calculată în domeniul 7” — B,, unde B. e bula mărginită de 


*) Din punctul de vedere al unei teorii generale ar fi mai corect să atribuim expresiei (16) 
semnul minus. 
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$,. (Compară cu raţionamentele care au condus la (A.4.48).) Trecînd la 
limită pentru s —>0, se obţine așa numita formulă integrală fundamentală : 


(2) = an Wa ay tan Bla = «(1) as (18) 


unde derivata normală se calculează în raport 
cu punctul de sursă £ variabil, iar punctul de 
observaţie a joacă rol de parametru. Formula 
(18) rămîne valabilă și pentru domenii 7” ne- 
mărginite, dacă funcţia u este regulată la infi- 
nit. Ba poate fi transcrisă în 62, dacă înlo- 
cuim (16) prin (17). 
Fig. 7.2.3 Ca şi formulele lui Green, formula (18) 
pune în evidență proprietăţi ale operato- 
rului lui Laplace, căruia ea îi asociază operatorul identie și opera- 
torul de derivare normală, 


b) Potenţiali newtonieni 


Considerînd funcţiile Au, 4 și 4, cunoscute în 77, respectiv pe %, 
formula (18) introduce trei tipuri de integrale, legate de soluţia funda- 
mentală : 


U (2) = (| e aY, (19) 
dă 

Y (a) = | ai â8, (20) 
9 

(az) = — (7) ze as. (21) 


Acestea se numese polențiali nemwlonieni, și anume : potențial de 
volum, de simplu strat, şi de dublu strat; F, G, şi H sint densităţile 
respective. 


Pentru o expunere detailată a teoriei potenţialilor newtonieni, vezi 
de exemplu E. Goursat [2], $$ 535—539 ; N. Giinther [1]; L. Sretenskii[! ]. 
Pentru potenţialul de dublu strat, putem încă scrie (21) sub forma 
W (a) = (| RR, H(E) 98. (22) 
g 
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Or, din (14) urmează că în ge Y avem 


R., =", Ba, = n(£, — 2) | R = —(n-R)/R = cos ş, (23) 


astfel că acum formula (21) devine 


W (a) = Ș| (cos 9 R2) H (E) a8. (24) 
y 
Proprietăţile potenţialilor depind de cele ale densităţilor, şi de 7. 
Potenţialul de volum (19) este o integrală improprie. Dacă 
Pe C2(7-), integrala U (a) este convergentă, și reprezintă o funcţie de 
clasă C; (77), pentru care 
AU (a) = |—Ar F(x) dacă zevy, 
| 0 dacă ze +. 
Potenţialul de volum este deci o soluţie particulară a ecuaţiei lui 
Poisson, și cunoaşterea lui permite reducerea studiului acesteia, la studiul 
ecuaţiei lui Laplace, cu condiţii la limită convenabil modificate. 
Domeniul 7” poate fi privit ca ocupat de o mulţime de surse de in- 
tensitate variabilă (1/4x) PAV, repartizate continuu în 7. Luînd PF = 0 
in complementara C (77 + %), şi observind că R depinde numai de dile- 
rențele x, — £,, acest potenţial se serie sub forma unei convoluţii 


U=P*R-. (26) 


Ținînd seama de (A.2,23), unde rolul operatorului 2 este preluat de 
A, obţinem pe rînd (făcînd uz și de (15) și (A.2.10)): 


AU = A(P*R-)=PxAR1=FPă(—4n3) = —1mF, O (27) 


(25) 


ceea ce este similar cu (25), dar are un sens mai general, întrucit F este aci 
o distribuţie. (Vezi I. Ghelfand şi G. Şilov[1], vol. 1, $ 1.3, pet. 3.) 

Potenţialii (20), (21) verifică ecuaţia lui Laplace în orice punct 
e Z, pentru orice densități G, H integrabile pe S. (Formule mai generale, 
similare cu (26), pot fi de asemenea date ; vezi loc. cit., $ 3.1, pet. 2, 5 şi 8.) 
Este limpede că aceste formule definesc funcţii diferite după cum z este 
interior sau exterior domeniului. 

Întrucit sînt funcţii armonice, potenţialii (20), (21) sint şi funcţii 
analitice (destăşurabile în serii Taylor convergente) în orice punct ae 7. 

Dacă însă ae Z, integralele (20), (21) devin de asemenea improprii. 
Dacă densităţile sint integrabile şi mărginite pe Z, iar Ş este o suprafață 
Liapunov pe porţiuni, aceste integrale sînt convergente. Valorile lor pot 
îi obținute printr-un proces de trecere la limită, care nu trebuie confundat 
cu cel care dă valorile la limită ale integralelor (20), (21) în sensul din 
$ 1.1, pentru puncte interioare sau exterioare ce tind către punete de 
pe 7. (Compară cu $ A.11, pag. 776.) 
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Să notăm cu indicele ,,+-” valorile la limită pentru pr —> ep, zeyr*, 
Xye Y, şi cu indicele ,,—” cele ce evrespund cazului complementar. 

Dacă G și H sînt continue pe Y, se pot stabili următoarele relaţii între 
valorile la limită interioare (+), cele exterioare (—), şi valorile directe ale 
integralelor (20), (21) şi ale derivatelor lor în orice punct me: 


V, (o) = V_ (o), (28) 

W, (40) = 2 Ha) + ) (cos eo 82) HI (£) d8, (29) 

W_(az) = — j (| (cos eo | R2) HI (£) 45, (30) 
Ss 

V, „(9) = 220(a0) + pă cos Vp / R:) Q(E) 48, (31) 

? 

V_(29) = —2nG(29) + Șţ (cos | R2) G(£) 48. (32) 

[o 


În aceste relaţii, gg este — după cum urmează din (14) — unghiul dintre normala eate- 
rioară n la S/ în punctul de sursă E, şi vectorul — Ry ce merge de la punctul de observaţie 
ep (situat acum tot pe S), la punctul de sursă £. Unghiul 4, este unghiul dintre normala exte- 
rioară în punctul de observaţie, şi același vector —N, (vezi şi fig. 7.2.1 şi 7.2.2). 


Aceste relaţii rămîn valabile pentru suprafeţe deschise și orien- 
tabile. 

Asemănarea dintre formulele (28)—(32) şi formulele lui Sohoţkii- 
Plemelj (A.11.6) pentru integralele de tip Cauchy este evidentă. 

Formule similare pot fi stabilite în £,, înlocuind în (29)—(32) coeti- 
cientul 2 prin 7, şi RE prin Ro. 

Pentru un studiu detailat al formulelor (28)—(32), vezi de exemplu 
N. Giinther [1], capitolul 2; V. Smirnov [2], volumul 4, pet. 192—199; 
L. Sretenskii [1], capitolul 1; A. Tihonov şi A. Samarskii [1], $ 4.5. Vezi 
şi N. Mushelişvili [4], $ 1.12. 

Potenţialii newtonieni introduşi în (19)—(21) conduce la o interpre- 
tare importantă a formulei (18). Anume, fiind dată ecuația lui Poisson 

Au+P=0 în %, (33) 

şi valorile la limită 


ulg =9» 4, | = f» (34) 


formula (18) realizează reprezentarea lui u ca sumă a trei potențiali. Studiul 
ecuaţiei lui Poisson poate fi deci redus la cel al funcţiilor (19)—(21). 
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e) Metode de rezolvare 


Formula (18) nu dă totuși explicit soluţia problemei (33), (34): 
teorema, de unicitate arată că datele din (34) sînt supraabundente. Pentru 
a căpăta o formulă care să furnizeze soluţia ccuaţiei (33) cu datele la limită 


ul 9 ua =Î, (P'U TI = 9, 9'N7'=0), — (35) 


este necesară considerarea funcției lui Green G (& ; £). (A nu se confunda 
cu G(£) din (20)!) Aceasta este suma soluţiei tundamentale a ecuaţiei 
lui Laplace, cu o anumită soluţie regulată a aceleiaşi ecuaţii, care trebuie 
determinată din condițiile 


Glg, =0; Gulg, =0. (36) 


Prin urmare, G(x; £) este o funcție de domeniu (şi de descompunerea, 
S'US”) şi trebuie ataşată nu ecuaţiei (33) cu condiţiile (35), ci operato- 
rului A, domeniului 77, şi descompunerii $'|%”. Cunoaşterea ei dă posi- 
bilitatea de a exprima soluţia celor trei probleme fundamentale (Dirichlet, 
Neumann, sau mixtă) pentru ecuaţia lui Poisson prin integrale definite : 


uz) = ÎN Pe Gr; Ea — (N pe) Gta; 691. 05 + [| rect 0 as. (37) 


2 * pr 


Aceasta a fost istoriceşte prima cale spre demonstrarea teoremelor 
de existență pentru ecuaţia lui Poisson. Din punct de vedere al calculului, 
importanţa ei este sensibil redusă de dificultăţile legate de determinarea 
efectivă a funcţiei lui Green. 


O a doua cale constă în a reduce problema la studiul unor ecuaţii 
integrale pentru densităţile ce apar în (18) — așadar, în cazul tridimensio- 
nal, pentru funcţii de două variabile, iar în cel bidimensional, pentru funcţii 
de numai o variabilă. 

Formula (25) arată că problema poate fi întotdeauna redusă la inte- 
grarea ecuaţiei lui Laplace, iar soluția acesteia poate fi căutată sub torma 
unui potenţial de dublu sau de simplu strat, după cum este vorba de pro- 
blema lui Dirichlet sau Neumann. Densitatea odată găsită, soluţia se 
obţine şi aci sub forma unei integrale definite. 

Astfel de pildă, să determinăm funcţia u, armonică în 77*, şi care ia 
pe S valori date g. Căutînd soluţia sub forma 


W (a) = | (cos ș/ R:) H(£)dS, (38) 
d 
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sîntem conduși la a transcrie condiţia la limită sub forma 


VW, =9, (39) 


ceea ce, ținînd seama de (29), duce la ecuaţia integrală, 


2 Ela) + ÎI (cos șo/R2) H(E)d8 = g(a0), Lofe d. O (40) 
P 


Dacă $/ este o suprafață cu curbură continuă (vezi $ 1.1, pag. 34), această ecuaţie este 
«le tip Fredholm. Dacă S/ este numai o suprafaţă Liapunov, prezența factorului 1/R5 arată 
“că avem de-a face cu o ecuație slab-singulară (funcţia cos qg fiind în acest caz hălderiană), 
“care beneficiază deci de multe din mijloacele teoriei lui Fredholm. Pentru studiul acestor pro- 
bleme, vezi C. lucob [5], capitolul 3; S. Mihlin [1], $$ 10 și 38; [2], $$48 şi 19; [3], Ş$19—21; 
[4], $74; A. Tihonov şi A. Samarskii [1], $4.5, pet. 11. 

Dacă S/ nu este o suprafaţă Liapunov, atunci (40) este o ecuaţie integrală singulară. 
Pentru problema plană, asttel de ecuaţii (incluzind cazul frontierelor Liapunov) sint stuciate 
în general de F. Gahov [1]; N. Mushelișvili [3]. Pentru un număr oarecare de dimensiuni, 
rezultatele cele mai importante aparțin lui G. Giraud (vezi o expunere detaliată în C. Miranda 
41], capitolele 3 şi 4) și S. Mihlin [5). 


Menţionăm în fine vechiul punct de vedere al lui Riemann în studiul 
ecuaţiei lui Poisson, constînd în reducerea chestiunii la o problemă de mini- 
mum pentru o anumită funețională. Reluat de D. Hilbert [1], acest punct 
de vedere a deschis drumul aplicaţiilor analizei funcţionale în problemele 
fundamentale ale teoriei potenţialului. (Vezi 5. Mihlin (2]—(4].) 


Ideea de a reprezenta soluția cu ajutorul funcţiei lui Green, sau prin 
potenţiali (integrale de tipul (19)—(21), definite cu ajutorul soluţiilor 
fundamentale ale ecuaţiei omogene corespunzătoare), cu reducerea ulte- 
rioară la rezolvarea anumitor ecuaţii integrale — s-a dovedit a fi rodnică 
şi înafara studiului ecuaţiei lui Poisson. Pentru mai multe detalii, vezi mai 
departe $ 11, pag. d62. 


d) Funcții sferice 


În unele chestiuni cu caracter teoretic, precum şi în problemele refe- 
ritoare la domeniul mărginit de una sau două sfere concentrice, se poate tace 
uz de dezvoltări în serie, analoge într-o anumită măsură seriilor Laurent 
şi Fourier : este vorba despre seriile de polinoame armonice omogene, res- 
pectiv de seriile de funcţii sferice superficiale. 


Pentru expuneri amănunțite, vezi de exemplu E. Goursat [2], $$531—592; E. Hob- 
son [2], capitolul 4; V. Smirnov [2], volumul 3, partea 2, $6.1; S$. Sobolev [3], capitolele 
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29—30; L. Sretenskii [1], capitolul 5 ; N. Teodorescu și V. Olaru [1], vol. 1, partea 3, capitolul 4. 
A. 'Tihonov şi A. Samarskii [1], anexa 2, 


Amintim aci pe scurt că, dacă se caută soluţiile polinomiale ale ecua- 
ţiei lui Laplace (în 63), se vede uşor că există 2n + 1 polinoame armonice 
și omogene de grad n, liniar independente. 'Transcriind aceste polinoame 
in coordonate sferice cu ajutorul formulelor (5), deducem că orice astfel de 
polinom are forma 


H, (244 tag ta) — R” Y (5; 4) . (41) 


Aceeaşi concluzie se obţine dacă se pune ecuaţia lui Laplace sub 
torma care rezultă din (8), și se caută soluţia sub forma 


H(R, 0, o) =g(R) Y(0, q). (42) 

De aci, obținem uşor ecuaţiile 
RR) + 28918) — kg(B) =0, (43) 
(sin 0)-1 (sin OY o).o + (sin0)” Vp +kt=0, (44) 


unde k este o constantă nedeterminată. Soluţia ecuaţiei (13) este de forma, 
g(R) = R"; întrucit căutăm soluţii polinomiale, urmează k =n(n +1). 
Introducînd această valoare în (44), obținem pentru fiecare întreg n > 0 


cîte o soluţie Y, (0, ș) şi pentru fiecare Y,, câte două soluţii ale ecuaţiei 
lui Laplace : 


H(R, 0, 9) = RY(9 9), Abd, ep) = BR Y(0, 9), (45) 


dintre care prima este un polinom, iar cea de a doua este o funcţie armonică. 
și omogenă de grad —n —1. 

Funcţiile H, și H_,„_. se numesc funcţii sferice, iar Y, se numese 
funcţii sferice superficiale de ordin n. Evident, există 2n +1 funcţii sferice 
superficiale independente de ordin n. 

Căutînd soluţia ecuaţiei (44) pentru k = » (n + 1) sub forma 


Y, (9, e) = 0,(0)0,(9), (16) 
obținem 
0, /Î, = — [sin 0 (sin 0 0,)/0,] —n(n + 1)sin20 = —mt, (47) 


unde — m? este o nouă constantă. Ecuația 
0 + mo, =0, (48) 


ce rezultă din (47), posedă soluţiile sin me, cos me. Pentru 0 <ms<, 
obținem deci 2n + 1 soluţii liniar independente. 


ZA) 
jiu] 
> 
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Etectuînd în cea de-a doua ecuație ce rezultă din (17) schimbarea de 
variabilă z = cos 0, obținem ecuaţia 


A | — pay APe(2) _ Mm __] pala) == 
7 (a 7 a ÎN [e e că 
unde am notat 

P2 (2) = 0, (6) (50) 


pentru o valoare dată a lui m (număr ratural). 
Soluţia continuă în intervalul [—1, +1 ]a ecuaţiei (19) este 


Pe (2) = (1 — 22)" 4" P,(2)/dz”, (51) 
unde funcţiile P,(z) sînt polinoamele lui Legendre 
P, (2) = (2 n!) d" (32 — 19"/da; (32) 


P* () se numesc polinoamele lui Legendre asociate. Și unele, şi celelalte 
sînt sisteme de polinoame ortogonale în intervalul |—1, +1]. 
Funcţia sferică superficială din (46) ia acum formu 


n 
Y„ (0, e) = ao Po(cos 0) + Ş [a cosmo + b„sinmoe] Pi (cos 0), (53) 
m=l 
şi depinde de 2n + 1 constante arbitrare. 
Funcţiile sierice superticiale rezultă de asemenea ortogonale pe sfera 
unitate. Aceasta permite construirea unor serii formal analoge seriilor 
Fourier : 


PO, ș) = Şi Vu(0, 9) = + Sas P. (cos 0) + 
n=0 


n=l 
+ Ş (a: cos mo + bb sin m) P” (cos | , (54) 
m=l Ă 


în care coeficienţii au, datorită proprietăţilor de ortogonalitate, valorile 
_ Zn +1)(n—m)! 


dm 
23, xn + m)! 


n pân 
| | F(0, g) P2 (cos 0) cos me sin 0 d0 de, 
0 Jo 
(55) 
2 — m) cr cz 
DE = ie Bl A a arma | | F(0, e) Pr(cos 0) sin me sindd0 dg, 
28, rin-+ m)! Jo Jo 
unde PP== P,, iar d =2, 6, =lpentrum >. 
Pentru convergenţa uniformă a seriei (54) în orice punct al sferei unitate, este suficient 
ca media valorilor lui F'(0, e) pe orice cerc (privit ca cerc paralel) pe sferă să fie o funcţie de clasă 
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C! în raport cu arcul meridianului corespunzător (vezi V. Smirnov [2], vol. 3, partea 2, pet, 
134). Aceasta este o condiție mai severă decit cele ce intervin în teoria seriilor Fourier (vezi 
$ A.9). O altă condiţie suficientă de convergenţă este F(0, 9)eC?. Pentru rezultate mai generale, 
vezi E. Hobson [2], capitolul 7. 


Din cele de mai s s rezultă uşor soluția problemelor lui Dirichlet şi 
Neumann pentru bulă, pentru exteriorul sferei şi pentru domeniul mărgi- 
nit de două sfere concentrice. Astfel, în problema lui Dirichlet este sufici- 
ent să dezvoltăm datele la limită în serii de funcţii sferice superticiale, 
şi să înlocuim în fiecare din termeni funcţia Y, prin (R/Ro) Y, (pentru 
problema interioară), sau prin (R/R,) "1 Y, (pentru problema exte- 
rioară) sau, în fine, cu o sumă de termeni de ambele tipuri (pentru dome- 
niul mărginit de două sfere de raze R, < Re). 


$ 3. ASUPRA REPREZENTĂRII SOLUȚIILOR ECUAȚIILOR 
ELASTICITĂŢII PRIN POTENŢIALI DE TENSIUNE 
ȘI DE DEPLASARE 


a) Potenţiali 


Noţiunea de potențial a fost introdusă în $ 1.10. În capitolele 5 şi 6, 
am văzut că funcţiile lui Prandtl și Timoshenko, ca şi cea a lui Airy, sint 
potenţiali de tensiune ; funcţiile lui Capildeo şi Milne-Thomson, respectiv 
ale lui Kolosov și Mushelişvili, sînt potenţiali de deplasare pentru aceleaşi 
probleme. 


Trecind la cazul tridimensional, amintim rezultatele lui J. Maxwell [1] și G. Morera 
[1] care, generalizind formulele lui Airy, au construit potenţiali de tensiune ce asigură verifi- 
carea ecuaţiilor de echilibru. (Vezi și E. Deltrami [1]; G. Morera [1], [2]; M. Gurtin (2).) 
Dar laptul că acești potenţiali trebuie să veritice și ecuaţiile ce derivă din condiţiile de compati- 
bilitate (şase la număr, în loc de una în cazul plan), explică noile dificultăţi de învins. Pentru 
detalii, vezi de exemplu M. Haimovici [1], $9.1; A. Lurie [4], SS111 și 1.12; A. Love [1], 
Ş 56; vezi și lucrarea lui B. Finzi [1], care este la originea punctului de vedere dezvoltat de 
1. Krutkov [1] și V. Bloh [1], (2) (inclusiv pentru cazul coordonatelor curbilinii); vezi în 
fine E. Kroner [2] şi [4], $2.11—2.12; H. Schaetter [1]; C. Truesdell [4]. 

Dificultăţile menţionate au justificat concentrarea atenţiei asupra ecuațiilor în deplasări. 


După o primă reprezentare a soluţici ecuaţiilor lui Lam6 omogene 
prin funcţii armonice (lord Kelvin [1], retipărit în [4], vol. 1; vezi încă 
E. și F. Cosserat [2)), au urmat repetate încercări de a se reprezenta 
aceste soluţii prin funcţii bi-armonice (vezi de ex. J. Boussinesq [2]; 
B. Galerkin, [1], [2] vol. 1). Dar teorema lui Almansi (vezi $ 4.10) permite 
să se ajungă la reprezentarea deplasărilor prin potenţiali armonici. Utili- 
zarea funcţiilor bi-armonice în acest scop este azi deja depășită, 
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“Totuşi, potenţialii de deplasare prezintă — deocamdată — avantaje evidente, mai ales 
in cazul corpurilor izotrope și omogene. Dimpotrivă, metoda potenţialilor de tensiune poate 
conduce la soluții care nu depind de legătura dintre tensiuni și deformaţii, şi sint deci apte de 
a fi generalizate la corpuri anizotrope, ne-omogene, chiar plastice etc. (Vezi şi $o.1,pag. 166; 
$ 6.6, pag. 388.) 


b) Reprezentarea lui Kelvin 


Înainte de a trece la reprezentările uzuale ale soluţiilor, amintim 
pe scurt reprezentarea lui Kelvin. Să considen ăm ecuaţiile lui Lame (4.8.7): 


Au + (1 —2vl grad divu+u!F=0, (1) 
şi să folosim pentru vectorii u și F descompunerea lui Stokes : 
u=gradp +rotg, (2) 
F = grad P-+rot Q. (3) 
Aceasta dă succesiv 
divu —Ap; Au =gradâAp +rotAg, (4) 


astfel că (1) devine 


A = ») grad Ap + rot Ag + E, (grad P-+rotQ)=0. (5) 
sie dag u 


Or, această ecuaţie este desigur satisfăcută dacă alegem 


Ap = cai IT Esi Ag = = (6) 


2(l—v) p pu 


Orice vector u definit de (2), (6), verifică ecuaţiile (1). Am obţinut 
deci o soluţie a ecuaţiilor lui Lame, reprezentată prin patru potenţiali 
(scalari) de deplasare, soluţii la rîndul lor ale unor ecuaţii Poisson, sau pur 
şi simplu funcţii armonice dacă F = 0. (Vezi şi $ 4.10, pag. 156). 


Cu toată importanța ci principială, reprezentarea lui IKelvin a jucat un rol practic res- 
trins — desigur, din cauză că potenţialii p şi q intervin în expresia lui u numai sub formă 
diferenţială. 


c) Reprezentarea lui Clebsch 


Un analog al acestei reprezentări pentru cazul dinamic a fost obţinut 
de A. Clebsch [1]. Folosind cele arătate în $ 4.11, ecuaţiile micilor 
mişcări elastice se obțin (în absenţa forțelor de volum) înlocuind PF 
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prin vectorul lui d'Alembert — p îi. Raţionamentele de mai sus rămin in- 
taete, şi în locul ecuaţiilor (6) căpătăm (folosind încă şi (3.4.7)) 


Ap = lel(a + 2p)lb, Ag = Leluld. (7) 

În cazul prezenţei forţelor de volum, în membrul al doilea din (7) 
se adaugă încă termeni identici celor din membrul al doilea din (6). 

În elasto-dinamică, ecuaţia lui Poisson (sau Laplace) este deci înlo- 
cuită de ecuația propagării undelor, cea mai simplă ecuație de tip hiperbolic. 
Repetind cu referire la ecuaţiile (7) raționamentele bazate pe formula 
(4.12.4), ajungem la concluzia că componenta îrotaţională grad p a depla- 
sării u se propagă cu viteza c, iar componenta echivoluminală rot q se 
propagă cu viteza e, din (4.12.16). Descompunerea lui Stokes şi raţio- 
namentul lui Clebsch oferă deci o posibilitate de a separa cele două tipuri 
de unde, puse în evidență în $ 4.12. 


Ş 4. REPREZENTAREA LUI GRODSKII. ALTE 
REPREZENTĂRI PRIN POTENŢIALI DE 
DEPLASARE. PROPRIETĂŢI GENERALE 


Ne vom opri acum asupra unor reprezentări libere de inconvenientul 
mai sus menționat relativ la cea a lui Kelvin. O tehnică unitară de dedu- 
cere a celor mai importante reprezentări prin potențiali de deplasare este 
următoarea (L. Solomon [1]). 


Dacă termenul median ar lipsi din ecuaţiile lui Lame 
Au + (1 —2v) grad divu+u!F=0, (1) 


vectorul u ar satislace o ecuaţie Poisson. Să căutăm deci soluţia ecuaţiilor 
lui Lame sub forma 


unde B este soluția ecuaţiei Poisson (vectoriale) 

AB-+u!F=0, (3) 
iar up este un vector de corecție. Impunind dinainte diferite proprietăţi 
vectorului 4; vom obţine pentru acesta diterite ecuaţii cărora elle satis- 
face. Toate aceste rezultate sînt valabile pentru u e 0? (77), chiar dacă 


Po. 
a) Reprezentarea lui Grodshii 


Să căutăm mai întii vectorul up sub forma 
Up = grad f. (4) 
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Pentru a găsi ccuația căreia îi satistace funcţia f, vom introduce 


u=B-+ gal f (5) 
în (1), ţinînd seama că B este soluţia ecuaţiei (3). Întrucît avem 


Alisa cote GB divu =divB-+Af, (6) 
7 
şi întrucît avem 0 < v < A ecuaţia (1) devine 
era ara —y divBj 0. (7) 


Întrucît nu căutăm soluţia generală a ecuaţiei (7), este suficient; 
să Imărmn 


Af = = (a — div B. (8) 


Să începem prin a evalua expresia A(xr.B). Avem mai înţii 
A(ze-B) = (5,8 +2, 8, =2divB+e.-AB, (9) 


și deci, ţinînd seama și de (3): 
div B ata -R) vita -P). (10) 
Introducînd acum (10) în (8), căpătăm ecuaţia 
Ajram D= — 0 me-p, a 
şi mai departe, notînd 
f+ Date Ba iB 


căpătăm în definitiv 
AB =ul(e-P), (12) 
unde B, este soluţia generală a ecuaţiei (12), iar f are forma 


i 
| = — Oe B+ Bo). (13) 
Corecţia căutată a fost astfel găsită, şi u admite reprezentarea 


u= BLU — grad (2. B+ Bo), (14) 
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unde avem 
AB = —u!F, ABo=ul(z.F). (15) 
Sub o formă mai dezvoltată, relaţiile (14) se scriu 
1 . 
u; = B, — —— (a But Da Ba + Pa Bs + Bo),;- (16) 
4(1—v) 


Se verifică uşor că orice vector u de forma dată în (14), (15) este o 
soluţie a ecuaţiilor Imi Lame. Într-adevăr, un calcul elementar dă (ţinînd 
scama şi de (9) și (3)): 

simi d 
77 ORE „ANRE grad div B, PSR „na. 
u 2 (1 —») 2 (1 — v) 
astfel că ecuaţiile (1) rezultă identic verificate. 

Prin urmare, reprezentarea (14), (15) este o condiție suficientă (nu 
şi necesară !) pentru ca vectorul ue C2 să fie soluţie a ecuațiilor Lam ne-o- 
mogene. Evident, alegind funcţii B, B, destul de simple, putem construi, 
printr-o metodă inversă, soluții ale ecuațiilor Lam. Vom face de repe- 
tate ori uz de acest fapt. 

Reprezentarea (14), (15) a fost găsită de către G. Grodskii [1], 
H. Neuber [i] şi P. Papkovici [L], [2]. După cum subliniază P. Papko- 
viti [3], prioritatea îi aparţine lui Grodskii, în timp ce Neuber are meritul 
celei dintii utilizări sistematice a acestei reprezentări. În cele ce urmează, 
reprezentarea (14), (15) se va numi reprezentarea (sau soluția) lui Grodskii, 
iar funcţiile B, B,, B, B, vor fi funcţiile lui Grodskii. (În literatură, este 
frecvent folosită denumirea de „soluţie Neuber-Papkovici” sau ,„,Papko- 
vici- Boussinesq"”.) 


divB, U7) 


OB3ERVAȚIE. O reprezentare de aspect similar apare în studiul corpurilor poroase, sau 
al corpurilor compuse din mici granule sferice. Vezi de exemplu M. Biot [1]; A. Lubinskii [1]; 
R. Mindlin [5). 


Pentru F = 0, tormulele (14) şi (15) dau soluţia de clasă C2 a ecuaţi- 
ilor lui Lame omogene prin intermediul a 4 potenţiali armoniei de deplasare. 
(După cum vom vedea în $ 5, aceştia nu sînt independenţi.) 

Ca şi în $$ D.11 şi 6.11, ne vom limita în general laa căuta soluţii 
regulate. Pentru aceasta, este suficient să presupunem că B, Bye C* (7 
+ 9). Uneori, vom considera totuși şi potenţiali cu singularităţi (vezi 
de ex. $8 şi $$ 9.5—9.8). 


b) Reprezentarea lui Trejft= 


Să căutăm soluţia ecuaţiilor (1) sub torma (2) în aşa fel, încât 2 
să depindă de o singură funcţie scalară, şi să se anuleze?) pe unul din planele 
de coordonate, fie el r;, =0: 

u=B-+a;gradh. (18) 

3) Pentru sensul acestei condiţii, vezi $ 9.2. 
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Vectorul B satisface aceeași ecuație (3) ; dar întrucit vectorii de co- 
recţie din (5) şi (18) sînt diferiţi, rezultă că notația B este folosită în 
cele două formule pentru vectoi de asemenea diferiți. 


Ținind seama că grad cz, =i;, deducem din (3) și (18) 
Au= —pu PP +2 (gradh), +a; grad Ah, 
div u=div B+, + Ah, (19) 
grad div u = grad div B+ gal; +o;grad Ah +i, Ah, 


astiel că ecuaţia (1), după înmulțire cu (1—2vy)=£0, conduce la 
(3 — 4») (grad h); + grad div B-+2(1—va,grad Ah + i, Ah=0, 
ceea ce este desigur verificat dacă luăm 


Ai=60 3 dim = (34 id A. (20) 


Spre deosebire de cazul reprezentării lui Grodskii, scalarul h care determină vectorul 
de corecție este soluție a unui sistem de două ecuaţii. Problema compatibililăţii sistemului (20) 
— așadar a posibilităţii de a reconstitui funcţia armonică h dacă derivata ci h,, (pentru j 
dat) e cunoscută, este cercetată de M. Slobodianskii [1]. (Aceasta revine la a rezolva o anumită 
problemă Dirichlet pentru ecuaţia lui Laplace.) 


Reprezentarea (3), (13), (20) aparţine lui E. Trefitz [3). Şi ea poate 
fi folosită pentru a obține soluții pe linia metodei inverse. 

Menţionăm încă reprezentarea lui J. Boussinesq [2]— care se obţine 
cerînd ca vectorul u, să se anuleze pe frontiera unei bule — şi cea a lui 
A. Korn [1]— care rezultă dacă up este căutat sub forma unui vector echi- 
voluminal. Nu insistăm asupra lor, întrucit ele par a fi deja eliminate din 
practică de către reprezentarea lui Grodskii, cea mai maleabilă. 

O reprezentare foarte generală este propusă de A. Haimovici [1], 
$ 9.2: 


u=B-++Hgralp+hop, 
(21) 
AB=L, Ap=L, H=aR+b-z+ce,H=(a+h)a-+b, 


unde a, ce, k, L, b, L, sint constante şi vectori constanți cunoscuţi. 
Vezi de asemenea reprezentările propuse de V. Bloh [1], [2]; 
F. Ciurikov [1]; V. Deev [1]. 


Articole de sinteză asupra diferitelor reprezentări ale soluţiilor aparţin lui C. Mar- 
guerre [1]; P. Papkovici [3]; C. Weber [3]. Importanta chestiune a compleliludinii acestor 
reprezentări (așadar a condițiilor necesare pentru ca soluția să poată fi pusă sub o anumită formă) 
este cercetată de R. Eubanks şi E. Sternberg |1); M. Gurtin [3]; R. Mindlin [2]; P.Naghdi 
şi C. Hsu [1]; M. Slobodianskii [1], [2]; E. Sternberg și M. Gurtin [1]. 


Pentru acceaşi problemă în elasticitate asimetrică, vezi J. Doyle [1]. 
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c) Proprietăţi generale 


Vom examina acum pe scurt unele caracteristici ale reprezentări- 
lor lui Grodskii şi Trefftz, valabile de altfel şi pentru cele ale lui Korn şi 
Boussinesq. 

Ideea de bază în utilizarea acestor reprezentări este următoarea : 
dacă transcriem componentele stării elastice prin intermediul potenţiali- 
lor de deplasare, integrarea ecuaţiilor lui Lame este redusă la cea a unor ecua- 
ţii Poisson (sau Laplace), cu date la limilă Jormulate pentru potenţiali. Desi- 
gur, în general nu se mai obțin probleme Dirichlet sau Neumann pentru 
funețiile Imi Grodskii, 'Treiftz ete. 'Potuşi, în unele cazuri problema a putut 
îi redusă chiar la studiul unor probleme Dirichlet sau Neumann pentru 
ecuația lui Laplace (vezi de ex. $$ 5.11, 8.3, 8.4, 9.2, 9.4, 9.6). 


Toate aceste reprezentări sint valabile numai pentru corpuri izotrope şi omogene. Re- 
zultatele puţin numeroase obținute pentru corpuri anizotrope sint expuse de A. Green şi: 
W,. Zerna [1], 35.12; E. Krâner [1], [3]; Z. Mossakowska [1]; A. Secger [1]. (Vezi şi $4.10; 
pag. 155-—156). 


Aceste rezultate nu depind de ordinul de conexiune al domeniului,, 
de faptul dacă el este mărginit sau nu, de natura frontierei sale, sau de even- 
tmalele condiţii la limită. Singura presupunere necesară este aceea că 
soluția există, și că ueC2(7-). Conform cercetărilor asupra completitudinii 
amintite mai sus, dacă soluția există şi dacă ue C?, atunci soluția poate fi 
pusă sub forma prcpusă de Grodskii, Trefitz ete. — cu unele rezerve asu- 
pra faptului dacă 7” este mărginit sau nu, precum şi asupra frontierei 
(vezi de ex. M. Slobodianskii [1]). 

Să ne oprim asupra reprezentării lui Grodskii pentru P = 0. Din pro- 
prietăţile fundamentale ale funcţiilor armonice (vezi de ex. A. Tihonov 
şi A. Samarskii [1], $4.2), urmează că orice soluţie de clasă C2 a ecuaţiilor 
lui Lame omogene : a) este de clasă 0*(7-), așadar indefinit derivabilă, 
b) este analitică în 7-, așadar desfășuabilă în orice punct ze în serie 
Taylor convergentă ; c) depinde continuu de datele la limită, așadar la 
modificări mici ale datelor la limită corespund modificări mici ale solu- 
ției în y. 


Dacă 77 este nemărginit, sint necesare în plus anumite condiţii la infinit (vezi mai jos 
(6.18)). Pentru o analiză amănunţită a acestor chestiuni (mai ales în domenii nemărginite),vezi. 
R. Duftin și W. Noll [1]; M. Gurtin [3]; M. Gurtin şi E. Sternberu [2], 

Pentru dependența soluţiei în raport cu domeniul și proprietăţile materialului, vezi încă 
lucrările lui 1. Babuşka (pe scurt rezumate în [2)), J. Bramble și L.. Payne [5], şi V. Pal- 
mov [5]. Pentru indicaţii asupra proprietăților soluțiilor în prezenţa forțelor concentrate, a se 
vedea indicaţiile din ş 2.1, pag. 65. 


Dacă F = 0, dar nu există forţe de volum concentrate, trebuie să 
admitem F e 0% (77 )-— ceea ce este evident necesar din considerente mecanice. 
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Soluţia particulară a ecuaţiilor (15) este în acest caz construită cu ajutorul 
unor potenţiali newtonieni de volum (2.19), ceea ce nu mai conduce în mud 
obligatoriu la funcţii analitice. 

Mărginindu-ne la cazul F — 0, din proprietatea de analiticitate 
rezultă că dacă o parte (de volum nenul) a corpului % este în stare 
naturală, atunci întreg corpul este în stare naturală. (În cazul plan, 
analiticitatea soluţiei duce la proprietăţi suplimentare : vezi N. Mushelișvili 
[5], $ 37.) 

i cele de mai sus nu rezultă că ecuaţiile lui Lame posedă numai 
soluţii analitice— ci doar că, dacă în anumite condiții aceste ecuaţii au 
soluţii de clasă 02, atunci soluţiile se dovedese în fapt a fi analitice. Ches- 
tiunea de a şti dacă astfel de soluţii există şi sînt de clasă C2 aparţine desi- 
gur domeniului teoremelor de existenţă. 

În cele ce urmează, ne vom limita la a considera numai soluţii ana - 
litiee, exceptind eventual prezenţa unor puncte singulare izolate. 

Cu anumite precauțiuni, rezultatele de mai sus pot [i extinse la ca- 
zul prezenţei de singularități (de ex. : date la limită discontinue). 

Toate reprezentările prin potenţiali de deplasare se deosebesc avan- 
tajos de cele pin potenţiali de tensiune (Maxwell, Morera), datorită simpli- 
cităţii ecuaţiilor pe care potenţialii le verifică, Toate aceste reprezentări 
separă din vectorul u o componentă B sub formă întreagă, și prin aceasta 
se deosebese avantajos de reprezentarea lui Kelvin (3.2), (3.6). Întrucît 
ele conduc la ecuații Laplace (sau Poisson), ele se dovedesc în practică 
considerabil mai eficace decit reprezentările prin funcţii bi-armonice (de 
tip Galerkin, şi altele). 


d) Cazul problemei piane; cazul dinamice 


Variantele plane ale acestor reprezentări se obţin cu uşurinţă, 
Expresia (14) rămine desigur valabilă în fa. Efectuind calculele în (16) (pentru j = 1,2) 
şi amintind notația (6.7.13) pentru x = 3 — 4 v (detormatie plană), obținem 


A(1 — vu > Bi — Boa — ZiPra — taBaae 
(22) 


Pe de altă parte notindep =p-+ig, v=r+it, și separind părţile reală și imaginară 
în (6.7.12), căpătăm 


Duty > XP — ZiPa — Tau» 


(23) 
dup = x + t — ZaPa kt ZaPae 
înmulţind (22) cu u și (23) cu 2(1 — v) şi egalind relaţiile, deducem 
21 — v) [xp —r — 2Pa — Zadal = ul Bi — Boa — Ta Baa — TaBaul, &ă 


21 — vizat — ZaPa + iQ = ln Ba — Boa — Zi Baa — ToBaal. 
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Ținind seama de ecuaţiile lui Cauchy-Riemann şi de faptul că funcţia B, este armonică, 
aceste relaţii rezultă verificate dacă alegem 


By, Qq= a Ba, r= 2 Bg v t 2 Ei + Boz» (25) 
21 — v) 21 — v) 21 — ) 


astiel că reprezentarea lui Kolosov şi Mushelișvili se obţine din cea a lui Grodskii dacă luăm 


p= 
21 — v) 


gi) =pțtiq=- i (B+riB), Vâ)=r+rit= E Boa - (26) 
2(1 — v) 1—v 


Un raţionament similar poale fi construit pentru reprezentarea lui Capildeo şi Milne- 
Thomson, ! 

Pentru cazul dinamice, ne mărginim la a menţiona că există reprezentări în parte analoge 
celor ale lui Grodskii şi Korn (vezi de ex. L., Solomon [2]) — dar totuşi problema elasto-dina- 
micii rămine dominată de reprezentarea lui Clebsch, examinată la finele $3. Toate aceste 
reprezentări exprimă deplasările prin potenţiali ce satisfac ecuaţia propagării undelor, Pentru 
informaţii, vezi articolul de sinteză al lui E. Sternberg [3]. Vezi şi E. Sternberg şi M. Gurtin [1]. 

Problema reprezentării soluţiilor începe a fi studiată sub forme analoage și pentru cor- 
puri care nu mai sint elastice. Vezi, ca exemplu, W, Edelstein şi M. Gurtin [2]. 


$ 5. RELAŢII DE DEPENDENȚĂ ÎNTRE POTENȚIALII 
DE DEPLASARE. TEOREMA LUI EUBANKS ȘI STERNBERG 


Chestiunea independenţei funcțiilor B,, Ba, Ba, Bo s-a pus încă de 
mult. P. Papkovici [4], $ 4.6, a încercat să demonstreze că (pentru 
v=£ 0,25) soluţia generală este rep ezentabilă prin intermediul vectorului B. 
H. Neuber [2], $ 3.6, afirmă că oricare din cele patru funcţii poate îi 
neglijată. Problema a fost reluată de R. Mindlin [2] şi M. Slobodianskii 
[1], inclusiv pentru alte reprezentări. O examinare critică a acestor din 
urmă rezultate a condus pe R. Eubanks și E. Sternberg [1] la rezultate 
privind reprezentarea lui Grodskii 


1 
u=B — (iad (a-B + Bo), (1) 
unde, în absenţa forţelor de volum, avem 
AB =0,.AB =0. (2) 
__ Presupunerea geometrică fundamentală este aceea că domeniul 7 
este stelat cel puţin în raport cu un punct al său : există un punct cu proprie- 
tatea că segmentul ce îl uneşte cu orice alt punct al domeniului, este în 


întregime conţinut în domeniu. În particular, acesta este cazul pentru 
orice domeniu convez (care este stelat în raport cu orice punct al său). 
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Scopul raționamentului este de a se demonstra că, dacă originea 
este aleasă într-un punct în raport cu care 7” e stelat, şi dacă v 40,25, 
atunci vectorul u admite și reprezentarea prin trei potențiali armoniei 


u=4- ZU — wigrad (0-4), A4=0. (3) 
Pentru aceasta, este suficient să se demonstreze că vectorul 
D= — a — vwigrad By, AB =0, (4) 


admite reprezentarea 
pis ua —vigrad(a-0), A0C=0; (5) 
într-adevăr, introducînd 2 din (5) în (1) şi notind B-+ C = A, se obţine 


reprezentarea dorită (3). 
Dacă relaţiile (4) şi (5) sînt adevărate, avem 


grad By = — a0C + grad (x-C), (6) 
unde am notat 
a = 4(l—v), 2<a<ă4. (7) 
Aplicînd în ambii membri din (6) operatorul rot, deducem 
rot C = 0. (8) 


Dacă vectorul C definit de (5) există, atunci el e armonie, deci ana- 
litic, şi urmează că există un scalar f aşa fel ca 


C = grad f (9) 
(vezi N. Kocin [1], $ 16). Introducînd acum (9) în (6), obţinem 
grad (a-grad f)— «grad f = grad B,, 
sau încă, integrînd 
z-grad f — af = Boc, c = const. (10) 


Pe de altă parte, aplicînd în (9) operatorul lui Laplace, deducem 
(utilizind AC — 0) că grad Af = 0, de unde după integrare : 


Af = 0; Ca == const. (11) 


Deci, dacă reprezentarea (5) este realizată, trebuie să existe o solu- 
ţie analitică f a sistemului (10), (11). Reciproc, dacă există soluția anali- 
tică a acestui sistem, atunci din (4), (10), (11) urmează 


iii au — wi grad B, = grad (f — a 1ae-gradf). (12) 
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Atunci, dacă vom defini C prin (9) şi vom introduce (9) în (12), 
vom âvea 
p=C —a !grad(z.C). 
Totodată, în virtutea ecuaţiei (11) vom avea şi 
grad Af = AC =0, 


astfel că reprezentarea (5) este o consecinţă a existenţei soluţiei analitice 
fa sistemului (10), (11). Problema este asttel redusă la a dovedi că, în con- 
diţiile date, sistemul considerat are soluţie analitică. 


Observind că din (2.6) urmează 


R, = ah, e- grad] =], = Rin, (13) 
şi ineluzind constanta ec, în B, vom pune (10), (11) sub forma 
Ri. — a] = By Aj=ea. (14) 
Întrucît avem evident (Ref), = —aR-*-! f-+ R"f,, deducem că 
prima ecuație (14) ia forma 
(R-* ja = Ro Bo. (15) 


Să transcriem în coordonate sferice (2.5) toate funcţiile ce intervin 
aci. Întrucît B, este armonică în 7”, ea este reprezentabilă prin seria 


B = $ PY(b, e), (16) 


care converge uniform în orice vecinătate sferică a originii conținută în 7” 
(vezi $ 2, pet. d). Introducind (16) în (15), vom separa în membrul al doi- 
lea termeni ce rămîn mărginiţi, şi termenii ce tind către infinit pentru 
hR—0. Notind (numai în acest paragrai) cu |] pe cel mai mare întreg 
cuprins în N, vom scrie 


Ba = Bu | Boa (17) 
unde 
[a+1] =] 
Bo — y, R” i, 20 Boo — pb R Y,, (18) 


n=0 p=(a+1) 


cea de a doua dezvoltare fiind valabilă numai într-o vecinătate a originii 
conținută în 7. 

Funcţia By, este suma unui număr finit (de trei sau patru) funcţii 
armonice. Prin urmare, ea este de asemenea armonică. Din faptul 
că B, este prin ipoteză urmonică, rezultă deci că şi Bop posedă aceeaşi 
proprietate în Yr. 
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Introducînd (17), (18) în ecuaţia (15), o vom transcrie acum sub 
forma 


n=0 


la 1] 
(Ref ȘI Rei FV, + Re Ba. (19) 


Pentru a găsi de aci funcţia f, este suficient să determinăm o primi- 
tivă a acestei expresii în raport cu R; domeniul 7 fiind stelat în raport 
cu originea, orice integrală în raport cn R folosită pentru a găsi o astfel de 
primitivă are o limită superioară determinată. Pentru a efectua calculele 
necesare, observăm mai întîi că dezvoltarea în serie (valabilă în veci- 
nătatea originii) 


i By ȘI Ri Llde) (20) 
nel +2] 


cuprinde numai puteri pozitive ale lui R. În virtutea faptului că seria (16) 
converge uniform, de aci rezultă 


lim R-* By =0, (21) 
R=0 
şi prin urmare integrala | 
Di 
| Bon e de (22) 
i) 


este convergentă, şi are o valoare deplin determinată. 
Pe de altă parte, calculind o primitivă pentru suma celor trei sau 
patru termeni ce apar în Boy, avem 


nad le+ 1] | 
| Ba p* dp =| ȘI pei Vdp= ȘI (nare. (23) 
n=0 „n=0 
Din (19), (22) şi (23) căpătăm mai întii valoarea R-* f, de unde 
1o-+- 1] R 
j= Ş (no RI, + cal ps Boa de (24) 
AR 0 n=ţoe+2) 


astfel că funcţia f (care verifică (19), şi deci și prima ecuaţie (14)) este de- 
terminată, dacă se cunoaşte dezvoltarea lui B, în serie de funcţii sferice. 

Relaţia (24) are sens numai dacă nf e, de unde deducem că singura 
valoare interzisă este v = 0,25. Rezultatul coincide cu cel prevăzut de 
P. Papkovici. 


Rămîne de arătat că funcţia din (24) verifică şi a doua ecuaţie (14). 
Întrucît pentru v =£ 0,25 prima sumă din (24) este evident armonică, ră- 
mine de calculat laplasianul expresiei 

R 
1] 
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Să punem operatorul lui Laplace din (2.5) sub forma 
1|2 â i Afla 8 1 9% 
A = =I—l|R— Și; Nae — — (ăn 6. — ——- (26 
sila sa) + | sin 0 | = pa dp? (26) 
Din (25) căpătăm mai întii 
2 


Şia % ae | Boa p*de+ PR"! Boa= BR! (a9 + Bo) 


iii 


de unde urmează 
(229 aa = (289 + R Boo). a = (a + 1)(ag + Boa) - R Bos.x- (27) 


Mai departe, întrucit operatorul $ nu depinde de R, avem şi 
R R 
sg = (| pei Bas de) = Ref p =" RBoude. (28) 
9 "0 
Or, întrucît Bo, este o funcţie armonică, din (26) deducem 
S Boz RI > (R* Boa a) as 
astiel că (23) devine 


R 
iul ej 9-1 (9* Boz 2) de. (29) 


Li 
Integrind aci prin părţi, avem pe rind 


% RR 
j 0% (09 Bia.oe de = 0"! otBua, | i P* Bos.p (—a —1)p"** de = 
[i] 0 -0 


R R 
se peti Bal + (+ 1) | 9-* Boa. de. (30) 
o 0 


'Ținînd seama aci de valoarea Bop din (13), obţinem 


- Ss Boss! — e i: ata E, 


p=0 O nmţa+2) 


9=0 


astfel că (30) devine 


R R 
j 20 (P2 Boz. 2. ele = Ret! Boa n + (a p D$ pe Boa. de. (31) 
% 
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În integrala din membrul al doilea şi în suma dinaintea, ei, exponenţii 
sînt pozitivi, integrala este deci convergentă, şi integrarea prin părţi 
are sens. Integrînd mai departe prin părți în (31), obţinem (vezi şi (30)): 


R 
9“ Boa, dep =p “Boa 
0 


R R 
+ af pa”! Bade. (32) 
Au) “0 

Integrala din membrul al doilea din (32) apare şi în expresia (25) 
care definește pe g. Din (20) şi (21) ştim că ea e convergentă, şi chiar că 


lin (pr*-By) =limo(072 Bu) = 0; (33) 
e=0 p=+0 
astfel că (32) se reduce la 
R R 
| P* Boze dp = Ro Boa + = | p* 1 Boade. (34) 
“0 9 


Putem introduce acum (34) în (31), şi rezultatul astfel obţinut, în 
(29). 'Ținînd din nou seama de (18) și (25), căpătăm 


29 R 
tg = —R) Ş RY, +(a+1) R-* Ba + aa +0 p* Puel, 
Li] 


na +2] 
de unde 
Sg = —(RBoan tar) Boata(z+1)gj (35) 
aşadar o cantitate egală şi de semn contrar cu cea din (27). Introducind 
acum (27) şi (35) în (26), deducem mai întii că R2Ag= 0. Dar ţinînd seama 


de expresiile (18) şi (25) în (27) şi (35), precum şi de faptul că a > 2, rezultă 
că putem împărți peste tot la R?, astfel că găsim 


Ag=0. (36) 
Amintind încă structura expresiei (24), avem în definitiv 
AT =:0a (37) 


şi deci funcţia f, soluţie (analitică) a celei dintii dintre ecuaţiile (14), o 
satisface și pe cea de a doua (pentru c, = 0). 

Cu aceasta, este demonstrată posibilitatea reprezentării (3) prin 
intermediul a numai trei potenţiali armonici, 


Cazul de excepţie v = 0,25 nu derivă din tehnica demonstrației, ci din natura problemei. 
Într-adevăr, Eubanks şi Sternberg dau un contra-exemplu, din care urmează că pentru 
y = 0,25 și By = R*Y,, soluţia sistemului (14) nu este analitică în origine. 


Menţionăm încă faptul că pentru 7” convez, se demonstrează (loc. cit.) 
că se poate renunța la oricare din componentele lui B (independent de 
valoarea lui v). 
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Aceste rezultate au fost ulterior reluate de P. Naghdi și C. Hsu [1], 
care au demonstrat că pentru orice domeniu 7” regulat în sensul lui O. Kel- 
log ([1], $ 4.8), eventual chiar multiplu conex, și pentru orice valoare 


1 
ve | — 1 3 | , avem reprezentarea 


+ a 
Minea De 8, (38) 
AB=-—uF, b=—(/4z) arad (| R-divBAV, 
7 
aşadar o reprezentare prin intermediul a trei funcţii. O modificare a acestei 
formule rămîne valabilă şi pentru v — . . Rezultatul ni Naghdi şi Hsu 


este mai general, şi cuprinde și cazul PF - 0. Dar el face uz de descom- 
punerea lui Stokes u= 2 + 20, cu div 7 —0, 20 — grad pp, iar raţiona- 
mentele, deşi mai scurte, sint mai puţin directe decât cele ale lui Rubanks 
şi Sternberg. 

OBSERVATIE, 'Voale acestea nu trebuie să dea impresia că ar fi bine să se caute soluția 
prin intermediul a trei potenţiali, Dimpotrivă, încă P. Papkovici [3] a sugerat, şi A, Lurie 
(vezi mai departe $$ 8.3; 8.4; 9.4) a utilizat cu succes ideea de a se păstra pentru inceput 
in raționamente toate cele palru funcţii ale lui Grodskii, folosindu-se taptul că ele nu sint in- 
dependente abia în momentul în care aceasta duce la simplificări esențiale, 


$ 6. PROPRIETĂŢI DE RECIPROCITATE ALE OPERATORULUI 
LUI LAME 


Să reluăm sistemul complet de ecuaţii pentru corpuri eventual 
anizotrope și ne-omogene (vezi $ 4.1) sub torma 


= 2 (mur ude (1) 
Su +F, =0, (2) 
06, = e; Can (3) 
Și să amintim forma (4.8.3) a ecuaţiilor lui Lame 
Nu =F, (+) 
unde operatorul lui Lamâ ȘI are expresia, echivalentă cu (4.8.4), 
[et cu (4)],î, +F=0. (5) 


Comparind (4) cu (2.33), vom pune în evidență un anumit parale- 
lism între operatorii N şi —A. 
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Să începem prin a stabili analogul formulelor lui Green (2.10) — 
(2.12). În acest scop, să considerăm doi vectori u, ve C2(77), unde 7 
este mărginit, și să calculăm valoarea integralei 4) 


< vw, du > = (Vp ee ev. (6) 
p 
Pentru produsul scalar v- Va avem imediat din (14), (5): 
v- Nu = —v, [ei cs (u)l,, (7) 


de unde, integrind cu ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradskii (2.9): 


< v, Nu >= — (| oc? cu (u) 2,98 + | ereu (u)o,dV. (8) 
[d dd 
Or, din (1.5.6) avem evident 
0, = sy(0) + o,(0). (9) 


'Ținind seama de (3) și (2.5.3), integrandul din integrala de suprafaţă 
din (8) se serie sub forma 


pci su (u)n, = 0, clu), = vocu(u) = v-o,lu), (10) 


unde e,(u) este dat de (1.9). În integrala de volum din membrul al doilea 
din (8), ţinind seama de (9), de proprietăţile de simetrie ale coeficienţilor 
cp, şi de faptul că matricea w,, este antisimetrică, obținem 


ci; cn(u) 9, = ci; eu(u) t, (9) . (11) 


În virtutea legii Imi Hooke (3) şi a proprietăţilor de simetrie ale 
coeficienţilor c!;, această formă Dbiliniară poate fi serisă în două variante : 


și Sue (20) (P) E | i (12) 
Su (P) cu (1). 
Ambele forme amintese de expresia (3.7.11) a energiei de deformație 
(20 = a, 2), dar se deosebese de ea prin faptul că aci apar produse con- 
tractate de tensori ce corespund la vectori deplasare diferiți. Vom nota 
de aceea 
20 (u, 7) = cu(u) z,(e). (13) 


Această formă se numeşte energia unitară a tensiunilor stării u, 
acționînd în cîmpul deformaţiilor stării v. Această cantitate are dimensiu- 


*) Este limpede că acesta este un produs scalar în sensul leoriei spaţiilor Hilbert. 
Mai mult, în spațiul asociat de K. Priedrichs problemei (4), acesta este pur şi simplu 
produsul scalar [u, e). Vezi de exemplu $. Mihlin [4], $$ 4.26 şi 6.46. 
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nile energiei (sau lucrului mecanic), dar e alcătuită, hibrid, din date rela- 
tive la două stări elastice distincte ale aceluiaşi corp. În particular, (3.7.11) 
se va scrie acum 2b(u,u). Relaţia (12) arată că forma biliniară O 
este simetrică : 

P(u,0)=0(e,u). (14) 


Forma OP, ca şi relaţia (14), au fost considerate de E. Betti [2]. 
Rezultate mai generale, dar de acelaşi tip, aparțin lui 1. Fredholm [1]. 

'Ținind acum seama în (8) de rezultatele din (10)—(12) și de notația 
(13), obţinem prima formulă a lui Betti : 


< o, Nu >=2 ȘI O (u, )dV — $| v- a,(u)d$, (15) 
y > 


analogă cu prima formulă a lui Green (2.1): operatorul — A este înlocuit 
cu Y, forma biliniară și simetrică (grad u-grad ») este înlocuită cu 
2 0 (u, v), iar derivata normală u,, — cu vectorul tensiune c,(u). 

Mai departe, luind u = e în (15), obținem a doua formulă a lui 
Betti, analogă cu (2.11): 


<u, Nu >=2 (j O (a, u)dV — | u-c,(u)dS. (16) 
y EA 
În fine, intervertind u cu e în (15) şi scăzind termen cu termen 


relația astfel obţinută din relaţia (15), deducem, în virtutea relaţiei (14), 
cea de a treia formulă a lui Betti, analogă cu (2.12): 


<u do > — <ov,lu> m! [2 -a,(u) —u-c,(2)]dS. (17) 
> 


OBSERVAȚIA 1. Ca şi formulele lui Green, formulele lui Bellti nu sint legate de proprietăţile 
domeniului 7” (în afară de cele pretinse de aplicarea teoremei Gauss-Ostrogradskii), nici de cele 
ale vectorilor u, 7 (în afară de apartenența lor la clasa C2). Ele informează doar asupra 
unor proprietăți ale operatorului lui Lame, permiţind trecerea ulterioară la studiul proprietăţilor 
soluţiilor ecuațiilor lui Lame, 

Totuși, notăm aci un rezultat foarte sugestiv, datorat lui C. Truesdell [8]: dacă formu- 
lele lui Betti sint identic valabile pentru orice pereche de deplasări infinitezimale a şi 2 într-un 
corp, atunci acest corp este hiperelastic, 

Formule similare apar în studiul mișcării fluidelor viseoase (vezi C. lacob [5], $ 4.46). 

OBSERVAȚIA 2. Formulele lui Betti rămin valabile pentru domenii nemărginite, dacă 
2, t satisfac la infinit condiţii de regularitate analoge cu (2.13): 

lim R|ulsSC, lim F*le,(u)lSC. (183) 
i E] R — co 

Pentru detalii, vezi M. Gurtin şi E. Sternberg [2]. În particular, se vede uşor că dacă 
funcţiile lui Grodskii sint regulate la infinit în sensul din (2.13), atunci vectorul deplasare 
corespunzător este regulat în sensul din (18). 
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$ 7. TEOREMELE LUI BETTI 


Să presupunem acum că u, e sint soluții diferite ale anumitor ecuaţii 
Lame, corespunzînd unor forţe de volum FF, unor forţe superficiale f,,,, 
Ît — dar aceluiaşi domeniu 7” și aceloraşi constante elastice. Vom scrie deci 


HNu=Fyu, No = Fu. (1) 


Proprietăţile operatorului YI puse în evidenţă în $ 6, conduc la proprie- 
tăţi ale stărilor elastice corespunzătoare vectorilor u, 2. Obţinem pe rînd : 

a) Teorema lui Betti (iorma loeală): energia potenţială (unitară) 
de deformație corespunzătoare tensiunilor stării e acționind în cimpul 
deformaţiilor stării o, este egală cu energia corespunzătoare tensiunilor 
stării 2 acţionind în cîmpul deformaţiilor stării a. 

Teorema exprimă pur şi simplu conţinutul relaţiei de simetrie (6.14). 

b) Teorema lucrului îorţelor exterioare: lucrul mecanic formal 
total al forţelor exterioare ale stării u acţionind în cimpul deplasărilor 
stării v, este egal cu dublul energiei potenţiale totale formal acumulate. 

Pentru a explica acest enunţ, să considerăm valorile 


YI ze si Fu 3 e, (u) lg ie ; AEI . (2) 
Introdueînd (2) în (6.15) și ţinind seama de (6.6), obţinem: 
| o. FV + v-Îud8=2 Îj O (u, o)aV. (3) 
y E y 


În membrul al doilea apare energia potenţială totală (adică integrată 
pe Y'), formal definită cu ajutorul relaţiei (6.13). În primul membru din 
(3) apare un hibrid de același tip, şi anume un lucru mecanic total formal, 
care se va nota 


2 e) = je pu ar + (jo fas. (4) 
cu EA 
Relaţia (3), transerisă cu ajutorul lui (4), dă toemai enunţul teoremei. 
€) Teorema lui Betti (iorma globală) : lucrul mecanic formal total 
al forţelor exterioare ale stării u acţionind în cîmpul deplasărilor stării 2, 
este egal cu lucrul mecanic formal total al forţelor exterioare ale stării v, 
acţionînd în cimpul deplasărilor stării u. 
Intr-adevăr, din (6.14), (3) şi (4) urmează imediat 
2 (u,v0)=t(o,u). (5) 


d) Teorema lui Clapeyron : lucrul mecanic total al forţelor exterioare 
acţionînd în cîmpul deplasărilor static corespunzătoare lor, este egal cu 
dublul energiei potenţiale real acumulate în corpul elastic. 

Aceasta se deduce imediat dacă luăm u = v în (3), (1): 


e (u,u) = 2 | Du, u) dV. (6) 


pr 
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În expresia lucrului mecanic (aa, u) (vezi (4)), deplasările u sint cele ce corespund 
forțelor F,, , Şi În prin intermediul ecuaţiilor echilibrului elastic. Apariţia factorului 2 în (6) 
sc explică prin aceca că forma (6.13) pentru u = e a fost obținută prin integrarea formei 
dilerențiale 30 = s,; ds, din (3.6.6), aşadar ținind implicit seama de creșterea deformaţiei 
de la zero la valoarea sa finală, în cadrul ipotezei dependenţei liniare între tensiuni și detor- 
maţii, Dimpotrivă, lucrul mecanic Y (e, 2) se obține inmulțind scalar forțele F,,, și fu cu de- 
plasările u ce le corespund statie — aşadar la finele procesului de deformaţie — In timp ce lucrul 
mecanice realmente cheltuit de torţele exterioare ar trebui calculat prin înmulţirea acestor forţe 
cu valori t ale deplasării ce cresc în timp de la zero la valorile lor finale, și prin integrarea în 
raport cu timpul a cantităţii astfel deduse. 


Acest raționament subliniază caracterul farma! al mărimii (ae, a), spre deosebire de 


cel rea? al mărimii (joc. a) UV. Dacă am presupune că deplasarea crește în primă apro- 


> 
ximaţie ca funcție liniară de timp de la 0 la u, va rezulta și intuitiv că lucrul mecanic reab 


1 
al forțelor exterioare trebuie să fie egal cu -— (a, u). 


Sub forma lor iniţială, aceste teoreme aparţin lui E. Betti [1], [2]. 
Teorema lui Clapeyron — extrem de importantă în practică — este încă, 
mai veche, (Asupra ei, vezi observaţiile lui A. Clebseh și B. de Saint- 
Venant [1], nota la pag. 871 şi 872.) 


Toate aceste teoreme pot fi extinse la domenii 7” nemărginite, cu respectarea condiţi- 
ilor de regularitate. În mod evident, ele sint independenle de proprietățile de omogenilale sau 
izolropie, dar depind esenţial de caracterul liniar al relaţiilor cu care operâm. Astlel, ele au 
putut [i generalizate în elasto-dinamică, in visco-clasticitate, în tceamo-elasticitate ete. (Vezi 
de ex. D. Gralti [1]; V. lonescu-Cazimir [1].) 


$ 8. METODA SURSELOR. SOLUŢIA FUNDAMENTALĂ 
A ECUAȚIILOR LUI LAVE 


Pentru a construi un analog al formulei integrale fundamentale 
(2.18), este necesară o soluţie care să joace în teoria ecuaţiilor lui Lume, 
rolul soluției 1/izR din teoria ecuaţiei lui Poisson. Astfel de soluţii 
au putut fi găsite pină acum numai în două cazuri : pentru corpurile omo- 
gene şi izotrope, şi pentru cristalele sistemului exagonal (en 5 constante 
elastice). Pentru cristalele din alte sisteme, se folosese mijloace aproxi- 
mative, reprezentindu-se soluţia fundamentală prin serii. (Vezi de ex. 
E. Kroner [1], [3]; A. Seeger [1], $ 33.) 

Teoria soluţiilor fundamentale şi toate problemele ce derivă de 
aci sint amănunţit studiate de C. Miranda [1]. În cazul ecuaţiilor cu coe- 
ficienţi constanţi, problema este abordabilă sub o formă simplă și generală 
cu ajutorul teoriei distribuţiilor (vezi 1. Ghelfand şi G. Șilov [1], 
vol. 1, $ 3.2). 
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Ne vom limita în cele ce urmează la cazul corpurilor izotrope şi 
omogene. 


Căutarea de soluții singulare va fi pusă în legătură cu inlerpretarea lor ca descriind 
unele acțiuni mecanice concentrate. Acesta este punctul de pornire al metodei surselor, impru- 
mutate din hidrodinamică. Tehnica de lucru e similară celei amintite : punctul singular este 
izolat cu ajutorul unei suprafeţe închise, şi se studiază apoi din punct de vedere mecanic com- 
portarea acestei suprafeţe și a domeniului mărginit de ea, atunci cind diametrul său tinde la 
zero. Ca şi în hidrodinamică — unde se evaluează fluxul de îluid ce traversează suprafața care 
conţine în interior punctul singular — în teoria elasticităţii sintem conduși la a determina 
torsorul tensiunilor pe această suprafaţă, și valoarea sa limită, cînd suprafata se reduce la 
un punct. 


a) Cîmpul deplasărilor singulare 


Să presupunem deci spațiul +, ocupat de un material elastic omogen 
şi izotrop. Forţele de volum sînt nule. Nu există condiţii la limită, ci numai 
condiţii de regularitate (6.18). În virtutea teoremei de unicitate, orice 
soluţii ne-identie nule, regulate la infinit, şi corespunzîind la forţe de volum 
nule, trebuie să posede punele singulare. 

Vom căuta — pe linia metodei inverse — o soluţie care să aibă în 
origine o singularitate de cea mai simplă natură, şi care înafară originii 
să fie regulată, așadar reprezentabilă sub forma (4.14), (4.15). Întrucit 
F = 0, avem 


u=B— —u — vw)! grad (£:-B + B,), (1) 


unde funcţiile B, B, sînt armonice în €, (cu excepţia originii), şi regulate 
la infinit. Să luăm By = 0, şi să căutăm vectorul B sub forma 


unde O este un vector constant, iar e este un scalar armonic. Pentru 
9, vom alege soluţia fundamentală a ecuaţiei lui Laplace (care posedă 
în origine şi la infinit proprietățile cerute), înmulțită cu un factor de nor- 
mare A necunoscut 


pie dlă. (5) 


Cu aceasta, soluţia prezumată a problemei ia forma 
u = A|oIn — au — 1 grad (£-Q/R)|, R = Var ai+ai. (4) 


În cele ce urmează, vom face de repetate ori uz de diferite relaţii 
simple de analiză vectorială (vezi de ex. N. Kocin [1], $ 12; V. Smirnov 
[2], vol. 2, pet. 105 şi 112). Ținind seama că 


grad (f9) = fgrad 9 + g grad f, (5) 
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deducem imediat 


grad (z-0/R)= BR grad (2-0) + (2-0) grad RI; (6) 
întrucît Q este un vector constant, avem mai întii 
grad (2-0) = î,(2.0.).,=9; (7) 


și pe de altă parte 
grad Ri = -—R* grad R=-—R a; (8) 
de aci urmează 
grad (z-0/R) = QR — (xz-0Q) z/R*. (9) 


Prin urmare, formula (4) se mai scrie şi 
= 0 — AN3— 4078 + (2-0) z]Ril. (10) 


Acesta va fi cel mai simpla cîmp de deplasări, cu o singularitate 
în origine, şi regulat înafara originii (inclusiv la infinit). Pentru a determina 
cîmpul vectorilor tensiune corespunzători, vom aminti aci formula (1.9): 


a,(u) = 2u |v(l —2vindivu + În X Tot u + a]. (11) 


Aceasta arată că avem de calculat expresiile div u, rotu, şi u, 
pentru vectorul a din (4) sau (10), construit en ajutorul vectorilor OQ/h și 


(2: Q)a/R3. 
Amintind că avem 
div (fe) = f div v-+ v-grad f, (12) 
şi ţinînd seama de (8) şi de faptul că O este constant, urmează 
div (Q/R) = — z-Q/R5. (13) 
Utilizind (12), (7) şi (8), şi faptul că AR”! =0 pentru R=F 0, deducem 
div [(z:0) z/R*] = — div [(2-0Q) grad R1]= — 
— (grad RR") - grad (-0) = — 2-08. (14) 


Făcind uz acum de (10), (13) şi (14), deducem 


div u = -—a — 25) (1 — A (e-0)/R5. (15) 
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Calculul cantităţii rot u este mai simplu. Pentru a o găsi, vom folosi 
expresia (4) a deplasării, și vom ţine seama că 


rot grad f =0, rot(fo)=frot o —2 x grad f. (16) 
Cu aceasta, căpătăm mai întîi 
rot u = A rot (Q/R) (17) 
şi apoi, utilizind (8), (16) și faptul că Q este constant: 
rot u = A(0 xz)/R?. (13) 
Mai rămine de calculat a, pentru care vom face uz de formula 
(70), =JÎ,v+J0,.. (19) 
Dat fiind că Q este constant, avem mai întîi 
(Q/R)., = Q(R), = — ORAR, (20) 
unde 
Ra =" RU = R =n-alR, (21) 
astiel că 
(0/2), = — (n-2) QR. (22) 
Pe de altă parte, trebuie să calculăm derivata 
[z(z-9)/R*]. = (z-Q/R5)z, + zlz-Q/R"),.. (23) 
Or, utilizind și (21), avem pe rînd: 
e, =(ia), =, = (24) 
(7-0/R%), = (2-0) (R9.„+R *(z-0),; (25) 
(2-09), = Q-z, =n:9Q; (26) 
(R-3), = —3 RER, = —3(n-2)/R5. (27) 


Cu aceasta, (23) devine 
[(z-Q) z/R*], = (z-Q)n/R* +a [— 3(x-0Q) (x-n)/R5 + (n-Q)/R2]. (28) 
'Ținînd seama de (10), (22) și (23), deducem deci 
A 


nr 
SD e | 03 A — = Bă 
a, ei (3-49 


Q-a LL (n-2) (0.x) 
ra Nasa aj, (29) 


$8 SOLUȚIA FUNDAMENTALĂ 545 


Pentru a putea face uz de (11), ne mai rămîne să calculăm 


La xr0t u = = (4/85) în x(9x2)]= 


(A/R%) [(n-a) Q — (n-09) x]. (30) 
Introducînd acum (15), (29) şi (30) în (11), obţinem relaţia finală : 
aa kb ăz29 4[_g. : 

at) = — e | 9antnDo + n-0)zi 
$ 1 
1—2v R2 


Acesta este cîmpul vectorilor tensiune corespunzător cimpului de- 
plasărilor din (10). Condiţia de regularitate la infinit este vizibil respectată. 


(n:2)(Q-2) | (31) 


b) Soluţia fundamentală 


Să trasăm acum o suprafaţă închisă S care nu conține originea în 
interior. Întrucît (10) este aci o soluţie regulată, torsorul tensiunilor ce 
acționează pe S trebuie să fie egal și de semn opus cu cel al forţelor de 
volum acţionînd în domeniul mărginit de  — așadar egal cu zero. Argu- 
mentul îşi pierde valabilitatea dacă S conţine în interior originea. 

În acest ultim caz, este vizibil că torsorul tensiunilor pe o suprafață 
nu depinde de forma acesteia. Într-adevăr, să considerăm donă supra- 
feţe Y' şi ” tără puncte multiple, şi dintre care a doua este conținută 
în interiorul celei dintii. Torsorul tensiunilor ce iau naştere pe frontiera 
domeniului definit de 4", 7” este evident nul, astfel că 


(jo. as — ji o, 48 =0, (| x 2.48 —jjzxe. AS =0, (32) 
La sr P* pr 

întrucit aci normala exterioară coincide cu normala exterioară la ”, şi 
cu cea interioară la S”, iar forţele de volum sînt nule. Raționamentul 
poate îi ușor extins la suprafeţe care se intersectează, la suprafeţe cu 
puncte multiple ete. Aşadar, rezultanta şi momentul rezultant al tensiu- 
nilor considerate nu depinde de forma lui Ş, şi este cel mai uşor să le cal- 
culăm pe o sferă S(0, R). 

Întrucît pe sferă avem n = /R, formula (31) poate fi mult simpli- 
ficată. Făcînd înlocuirea za = Rn, obţinem 


CL Bam. BEC [e PE 
2(1 —v) aL | 


e„(u) = — (O-n)n| pe S(0,R). (33) 


1 —2v 
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Rezultanta tensiunilor (33) pe această sferă este 


e = | a, (4) as = jţe, (4) R248, = tjţo, (4) 48, (34) 
$ $ s 


unde am notat cu d$, elementul de arie pe sfera unitate $, cu centrul în 
origine. Întrucît avem R = const., obţinem 


RI. &: —2v) 4 __3 E . 35 
e 202) +) lo (oz (9-n) d d$,. (35) 


După cum se vede, toemai faptul că e, tinde spre infinit ea 1/hR2 
pentru R — 0, dă integralei 2 o valoare finită şi independentă de R. 
De aceea integrala din (35) poate îi calculată pe sfera $,, şi nu pe $. 

Prima integrală din (35) se obţine uşor sub forma 


(|o =. MR oţ| AS, = 4xQ. (36) 


Pentru a o găsi pe cea de a doua, să observăm că pe sfera 5, avem 
n =, și deci integrandul corespunzător este un vector de lungime (9-2), 
dirijat după normala n. Scriind formula lui Gauss-Ostrogradskii (2.9) 
sub forma 


ÎN grad f aV = (7 n 48, (37) 
7 7 
ceea ce se verifică uşor dacă separăm cele trei componente din (37), 
deducem din (37) şi (7): 

(| (Q-n) nds, = ((ţ grad (Q-z) dv = ($ O av = = 0, (38) 

s, B B 
unde B, este bula de frontieră $,, al cărei volum este desigur = 7, 

Introducînd acum (36) și (38) în (35), obţinem 
R = —4xpuA0, (39) 


ceea ce dă rezultanta tensiunilor pe orice suprafaţă închisă care conține 
originea în interior. 


Momentul rezultant al tensiunilor (33) faţă de origine este 


AM “Jim (u) 48 = cl a Bla lo + 240 -n) Lima 
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unde, ca şi în (35), am ţinut seama că R — const. şi că integrăm pes, 
Al doilea termen din integrandul din (40) este nul, iar pentru cel dintii 
deducem pe $,: 


(| nx as, = — 0 x | zas, =0. (41) 
Ss, S, 


Prin urmare, momentul rezultant (în raport cu originea) al tensiu- 
nilor pe orice suprafaţă care conţine originea în interior, este nul. 


Domeniul mărginit de o suprafață care conţine în interior ori- 
ginea va fi în echilibru dacă şi numai dacă în interiorul său, oricît de 
mici ar fi dimensiunile lui, acţionează forțe al căror moment rezultant 
faţă de origine este nul, şi a căror rezultantă este egală cu — 2 = 4nu AO. 
Prin urmare, starea descrisă de (10) este realizată dacă considerăm spa- 
ţiul elastice nemărginit, solicitat; în origine de o forță concentrată 4xu. AQ, 
care face echilibru tensiunilor ce apar pe orice suprafață care conține 
în interior originea. 


Prin „forță concentrată” se înţelege tocmai acţiunea mecanică definită prin acest proces 
de trecere la limită. Din punct de vedere practic, avem de-a face cu un sistem de tensiuni 
foarte mari, repartizate pe un domeniu de dimensiuni foarte mici, avind momentul rezultant 
iaţă de origine nul, iar rezultanta finită și diferită de zero. (Compară cu $2.1, pag. 65. Vezi 
şi mai jos, Observaţia 3.) 


Putem dispune în sfîrşit de constanta încă nedeterminată A. Solu- 
ţia obţinută va corespunde acţiunii unei forțe concentrate Q, dacă avem 


A = 1/4nu. (42) 


Aşadar, pe calea unei metode inverse am obţinut soluția ecuaţiilor 
lui Lame omogene pentru o forţă concentrată Q în origine, sub forma 


pasa ur Sz [= 9 9 =] (43) 
R R3 
Vectorul (43) este soluția fundamentală a ecuaţiilor lui Lame şi con- 
stituie analogul funcţiei 1/4xR din teoria ecuaţiei lui Poisson. Rolul 
constantei (42) este analog celui al factorului 1/4x din teoria acestei 
din urmă ecuaţii. 


Cîmpul vectorilor tensiune (31) se scrie acum sub forma definitivă 


a = — a | 0-94 n-29+ (m:0)2+ 
3 


3 i , (44) 
TA (n-a) (9 e] 


5418 PROBLEMA TRIDIMENSIONALĂ Cap. 7 


O soluţie de tipul (43) a fost dată de lord Kelvin [1] (retipărit în 
[4], vol. 1). Ea a fost regăsită și utilizată de C. Somigliana [1] (vezi şi 
[3]). Asupra semnificației sale au revenit E. şi F. Cosserat [2], [3]. 
Vom numi această soluție — sau unele variante ale ei — soluția lui Kel- 
vin şi Somigliana. 


OBAERVAȚIA 1, O soluţie de același tip apare în studiul fluidelor viscoase, Rezultatele 
relative la ea sînt deci legate de rezultatele corespunzătoare de hidrodinamică. (Vezi de ex. 
C. Iacob [5], $ 4.47.) 

OBSERVAȚIA 2. Dacă am calcula rezultanta tensiunilor (33) pe o semi-sferă cu centrul 
în origine, am obţine — datorită simetriei — valoarea (8 = — 2xu A'Q, de unde, raţionind 
la fel ca mai sus: 

A' = 1]2xu. (45) 


Nu se poate însă afirma nimic despre momentul rezultant — afară de cazul unei sarcini 
normale pe planul-frontieră. (Vezi și mai jos $ 9.4, pag. 394). 
OBSERVAȚIA 3. Raţionamentele de mai sus sint bazate pe un anumit proces de trecere 
la limită, analog celui considerat în plan în $ 6.16, exemplul €. Observațiile făcute acolo (pag. 455) 
rămin valabile, Pot fi imaginate şi procese de trecere la limită mai complicate, pentru sarcini 
mai puţin particulare, sau în care bula să tie înlocuită cu alt tip de domeniu. 


c) Utilizarea funcţiei lui Dirac 


Toate cele de mai sus sînt în fond strîns legate de unele noţiuni de 
bază din teoria distribuţiilor. În fapt, soluţia (43) poate fi reobținută 
cu ajutorul funcţiei 3, ceea ce a fost realizat de către N. Şandru [2] 
(vezi și I. Ghelfand şi G. Silov [1], vol. 1, $1.2, pet. 3, şi $1.4,pet.4). 

Pentru aceasta, să rezolvăm ecuaţiile lui Lame (1.1) în spațiul elas- 
tic 3, supus acțiunii forței concentrate F (z) = Q 3(z) aplicate în ori- 
gine (vezi 2.1.4)). Pentru a găsi funcţiile lui Grodskii, trebuie să rezolvăm 
ecuaţiile (4.15), fără nici o condiţie la limită. Observînd că (A.2.15) rămîne 
valabilă în £, ecuaţiile (4.15) devin 


AB = —(9lu)5(2), AB =0. (46) 
'Ținiînd seama de (2.15) pentru £ =—0, urmează imediat 
B = (Omu) R", Be, =0, (47) 


ceea ce este exact soluţia care rezultă din (2), (3) şi (42). 

Demonstrația este incomparabil mai simplă, dar mai puțin elemen- 
tară. Mai mult: calculele care duc la expresia (31) rămîn întotdeauna 
necesare pentru a ne da vectorul tensiune ce corespunde deplasării consi- 
derate. Şi chiar şi cele care duc de la (31) la (42) nu sînt fără rost: 
tocmai ele arată că soluţia (47) dă într-adevăr, pentru orice , rezulta- 
tul căutat, astfel încît utilizarea funcţiei 3 în reprezentarea forțelor con- 
centrate se găseşte justificată, 
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Este uşor să se obțină acum deplasarea care corespunde acțiunii unui moment concentrat. 
În acest scop este suficient să considerăm două forțe egale şi opuse aplicate în puncte apro- 
piate, şi să facem ca distanţa între aceste puncte să tindă la zero, în timp ce momentul păs- 
trează o valoare constantă. În acest raţionament, trebuie avută în vedere necesitatea de a se 
obţine un rezultat independent de punctele de aplicare, şi de orientarea forţelor alese. 


Toate cele spuse relativ la acţiunile concentrate au semnificaţie 
mecanică numai la o oarecare distanţă de punctul de aplicare corespunză- 
tor. Într-adevăr, întrucît tensiunile şi deplasările crese nemărginit în ve- 
cinătatea unor astfel de puncte, urmează că ecuaţiile elasticităţii liniare 
își pierd aci valabilitatea. Din punetul de vedere al comportării materia- 
lelor reale, problema este rezolvată prin apariţia de zone de deformare 
plastică, sau de fisuri. 
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Să ne imaginăm starea de deplasare (8.43) realizată prin suprapu- 
nerea a trei stări elementare, corespunzînd fiecare acţiunii unei forțe con- 
centrate dirijate după una din axe; să presupunem că acestea sînt forţe 
unitare. Pentru Q =—î,, vom obţine 


e, = [1/16 xp (1—»)] ((3—49)Â [RA (îs) e/R%], (1) 
de unde, întrucit î, are componentele 5,;, căpătăm componentele 
Pi = [1/16 xp (1—v)] [(3—4v) 8 /R + a 0/89]. (2) 


Vectorul e, poartă şi el numele de soluţia lui Kelvin şi Somigliana. 
Cele nouă cantităţi 7, formează un tensor de ordinul al doilea: tensorul 
lui Kelvin și Somigliana. Componentele 7, se măsoară în em/kgf. Ele 
pot fi scrise şi sub forma 


ou = (UPăzu (1—v)] [5-6 3/8 + RU Baa): (3) 


Cunoașterea componentelor 7, permite scrierea soluţiei corespunză- 
toare acţiunii oricărei forţe concentrate în origine. Dacă aceasta este apli- 
cată într-un punct €£ — punctul de sursă — soluţia rămîne valabilă 
după o translație. Notînd, ca şi în (2.14), cu R vectorul de componente 
& — &i, de la punetul de sursă £ la cel de observaţie z, obţinem de 
pildă din (2): 

di (2; 6) = [1 /16zp (1—v)][(3—4v) 84 /R + (4 —) (a, — 507), (4) 
unde 
R* = (a — E) + (Za — Bo)? + (a — Es)2. (5) 


Formula (1) rămîne şi ea valabilă dacă se înlocuieşte 4 prin R. 
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a) Proprietăţi de simetrie 


În primul rind, se remarcă simetria soluţiei (4) în raport cu punctele 
de sursă şi de observaţie. Notind cu 2, (2;£) vectorul de componente 
(4), avem 

o, (2:65) =($; 2), (6) 


astiel că forţa unitară aplicată în punctul de sursă şi dirijată după 0z, 
produce în punctul de observaţie o deplasare egală cu cea care ar fi 
produsă în chiar punctul de sursă de aceeași forță, dacă ea ar fi aplicată 
în punctul de observaţie. 

Această interpretare — valabilă deocamdată numai pentru spaţiul 
nemărginit — stă la baza așa-numitelor teoreme de reciprocitate de tip 
Maxwell, de care nu ne vom ocupa aci. (Vezi de ex. C. Biezeno şi R. 
Grammel [1], cap. 2, pet. 9; R. Southwell [3], $ 12.) Ele au un rol 
însemnat în calculul practic, mai ales în studiul sistemelor de bare elas- 
tice. Caracterul lor de principiu este identic cu cel al teoremelor lui Betti. 

În al doilea rînd, se mai poate interverti în (4) indicele axei de pro- 
iecţie cu cel al axei indicînd direcţia de acțiune a forţei: 


Vult; 5) = vu (2; 8). (7) 
b) Superpoziţia soluțiilor 


Din (4) se obţine uşor soluția corespunzătoare acţiunii unui sistem 
finit de forţe concentrate. Astfel dacă notăm cu Q'” forța de componente 
Q! aplicată în punctul €” de coordonate E, căpătăm deplasarea 


3 
ua) i QV'o, (28), (3) 


unde 7, este dat de (4), dar unde R trebuie înlocuit cu R' —z—€". 
Vectorul deplasare corespunzător acţiunii tuturor celor m forţe O” are 
deci forma 


u(2)= QY'o(e; 6"), ko, 2,3; 3=1,2,...m (9) 
unde z este același, iar RY variază cu £” de la termen la termen. 
Desigur, pentru ca soluţia (9) să aibă sens, trebuie ca principiul 


superpoziției să nu-și piardă valabilitatea, așadar ca deplasările, defor- 
mațiile și rotaţiile parțiale şi totale să fie destul de mici. 


c) Potenţiali elastici de volum 


Expresia (9) sugerează calea de urmat pentru a obține soluția pro- 
blemei spațiului elastic acţionat de forţe de volum repartizate continuu 
la distanță finită. Raționamentul e similar celui folosit în hidrodinamică 
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pentru o repartiție continuă de surse (vezi de ex. N. Kocin [1], $ 19; V. 
Smirnov [2], vol. 2, pet. 200; A. TPihonov şi A. Samarskii [1], $ 4.5). 

Fie deci un sistem de forțe F(£), repartizate într-o porțiune măr- 
ginită 7 Cd. Fiecare element de volum dV cu centrul în £ este supus 
acțiunii forţei F(£) dV. Aceasta sugerează să înlocuim suma în raport 
cu j din (9), prin integrala 


Uz) = ÎÎ Poezii 6)av, k=23 (10) 
vw 
(punctul de integrare fiind evident punctul £), sau încă 


Dle) = (N Pula, 23 (UI) 
2 


Soluţia (10) e similară cu soluţia (2.25) a ecuaţiei lui Poisson, 
exprimată prin potenţialul (2.19). Prin analogie, integralele ce intervin 
în (10) se numese potenţiali elastici de volum, de densități egale cu factorii 
F(8). 

Acest; raționament are caracter pur euristie. Într-adevăr, integralele 
(10) conţin termeni singulari care, după derivarea necesară pentru a veri- 
fica ecuaţiile lui Lame, duc la apariția unor integrale improprii, a căror 
convergență trebuie demonstrată şi a căror valoare trebuie aflată. 


Chestiunea se rezolvă ca şi în cazul ecuaţiei lui Poisson (vezi de ex. A. Tihonov şi A. 
Samarskii [1], $ 4.5). Pentru ecuaţiile lui Lame, calculele corespunzătoare au fost efectuate 
de G, Lauricella [1], [3], la sugestia lui V. Volterra. Vezi de asemenea M. Haimovici [1], $ 
11.2; $. Mihlin [3], $$ 21 și 45. 


Un raționament bazat pe utilizarea funcţiei 3 poate fi ușor construit, 
prin asemănare cu cel care conduce la formula (2.27). Anume, întrucît 
soluția lui (4) veritică ecuaţiile omogene pentru z=£ E, şi corespunde 
acțiunii unei „forțe de volum” F =i, 3(z —8E), putem scrie (vezi și 
(4.8.3) şi (4.8.7)): 


No, (7; 8) = î3(e—6), (12) 


ecuaţie similară cu (2.15). Întrucît v,(; £) depinde numai de a —&, 
potențialul (10) poate fi scris — analog cu (2.26) — sub forma 


U = F, * t, 3 (13) 
unde în fapt avem trei convoluțţii, corespunzînd celor trei componente 2,;. 
Luind acum în (A.2.23) pentru 2 — operatorul lui Lam 9, şi făcînd 
uz și de (12) și (A.2.10), avem pe rînd 


HU = A(Fxe)=F, x Au, =F, XUd=Ă,F,x0=F. (14) 
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Rezultatul rămîne valabil chiar dacă F este o distribuţie”). 

Problema echilibrului spațiului elastice nemărginit izotrop şi omogen, 
acţionat la distanță finită de forțe oarecari, şi în care apar deplasări şi 
tensiuni regulate la intinit, este deci rezolvată. Mai mult, pentru un corp 
Y mărginit supus acţiunii forțelor F şi satisfăcînd anumite condiţii la li- 
mită, integrala (10) este tocmai acea soluţie particulară a ecuaţiilor lui 
Lam ne-omogene despre care am vorbit în $ 4.10, şi care permite să re- 
ducem problema la problema omogenă corespunzătoare. 


$ 10. SOLUȚIA FUNDAMENTALĂ A ECUAȚIILOR LUI LAME 
BIDIMENSIONALE. CARACTERUL PARADOXAL AL ACESTEI SOLUȚII 


a) Soluţia fundamentală în €, 


Poate rezultatele relative la soluția fundamentală rămîn valabile 
în orice €,: pentru m>3 trebuie să facem uz de funcţia R "**, în timp 
ce în €, intervine funcţia In R. 

În acest din urmă caz, calculele din $ 8 pot îi refăcute pornind 
de la o reprezentare a lui Grodskii bidimensională (4.14), și înlocuind 
(8.3) prin 


p = An (a/p), (1) 
unde — spre deosebire de notația folosită în capitolul 6 — vom scrie 
e=Va +a, (2) 
pentru a nu risca confuzia cu R din (8.4) sau (9.5). Remarcăm prezența 


constantei a în (1); aceasta are dimensiunea unei lungimi, şi este introdusă 
pentru ca soluția să nu depindă de alegerea unităţii de măsură, 


Făcînd uz de (1) în (4.14), momentul rezultant este nul, și obținem 


A =1/2np. (3) 
Soluţia (9.1) se înlocuieşte acum prin 
v, = [1/8ru (1 — v)] [(3 — 4v)î, In (a/p) + (î,-2)e/e?], (4) 


unde constanta a nu poate fi determinată, întrucît tensiunile nu depind 
de ea. Pentru o forţă unitară aplicată în £, trebuie să înlocuim în (4) 
pe z prin p =2& —8. 


5) Egalitatea este desigur înțeleasă aci intr-un sens generalizat, mai slab — astiel că 
raționamentul din (14) nu poate înlocui raționamentele de tip L.auricella. 
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Fără a resiringe generalitatea raţionamentului, ne vom limita (L. 
Solomon [13]) la cazul £ =—0, î, =î,, astfel că din (4) căpătăm : 


On = (1/8zp (1 — v)] [(3 — 4v)In (a/p) + zi/e?], 
ve = [l/8ru (1 — v)] [a a/e2]. 
'Trecind la coordonate polare ş = p exp (ix), aceste expresii devin 
da = [mp (1 — 91 [(3 — 4v) In (a/p) + cos? 7], 
ba = [l/8ru (1 — v)]sin x cos x. 


(5) 


(6) 


Aceleași expresii se obţin dacă facem uz de soluţia lui Kolosov şi Mushelişvili pentru 
problema forței concentrate. Anume, luînd în (6.16.17) R,—>0 şi X!! = 1 (forţă unitară concen- 
trată dirijată în lungul axei 0z,), obţinem 


e (3) = — Unu + Ding, Y(3) = lal2r (a + ling, (7) 


astiel că deplasarea rezultă din (6.7.12) sub torma 
2uU = — [al2r (n + lin (33) + (1/2r (+ DI (3/3); (8) 
sau încă, ținind scama de valoarea (6.7.13) a constantei x = 3—4v (deformaţie plană) : 
U = — [(3 — 4vH6zu (1 — v)]in p2 + [i/16nu (1 — v)lexp (2iy), (9) 
ceca ce conduce tocmai la componentele din (5) sau (6). 


Să examinăm în detaliu comportarea componentei %, (deplasarea 
în lungul liniei de acțiune a sarcinii). Cu acest scop, să considerăm curba 


F(z, ș Ca; a) = cos? 3 + (3 — 4v) In (a/p) =0, (10) 
pe care avem 0 = 0. Este vizibil că 
F (aa, ax; a0) Fa, a; 1), (11) 


şi curbele care corespund la valori diferite ale constantei a sînt deci omo- 
tetice. Alegînd e = exp [—0/(3—4v)], se vede că curbele F(a,, 22; a) = 0 
coincid cu curbele P'(z,, 4; ac) =0. Liniile de egală deplasare 7, = 
= const. sînt deci omotetice cu liniile F(z,, 22; 1) = 0. Ne rămîne să le 
examinăm pe acestea din urmă ; din ecuaţia lor urmează 


e == exp [(cos? 7)/(3 — 4v)], (12) 


ceea ce defineşte o curbă închisă, cu două axe de simetrie. Pentru diferite 
valori ale lui v, aspectul acestor curbe este cel dat în figura 7.10.1. 
Soluția (1) sau (7) pune deci în evidenţă o curbă închisă pe care 
avem 9, =0. În interiorul acesteia avem vy>0, iar în exterior, vu <0. 
Așadar, componenta deplasării după linia de acţiune a sarcinii se anulează 
la o anumită distanță de origine, apoi își schimbă semnul, şi tinde la infi- 
nit, descriind deplasări tot mai mari şi opuse direcţiei de acţiune a sar- 
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cinii pe măsură ce ne depărtăm de punctul de aplicare al acesteia. Dimpo- 
trivă, componenta 2, nu depinde de pe. 


Rezultatul e un non-sens. Modificarea constantei a modifică prin 
omotetie aspectul acestui „tub”” de deplasări egale, dar nu schimbă carac- 
terul paradoxal al celor de mai sus. 

Faptul că funcţia In p posedă două puncte singulare, în timp ce 
funcţia 1/R folosită în €, are numai un singur astfel de punct, explică 
deosebirea de comportare a soluției în cazul bidi- 
mensional şi în cel tridimensional. 


E drept că în plan dispunem de două funcţii armonice 
cu ajutorul cărora putem construi două soluții de tip Kelvin- 
Somigliana : Re În 3, și im In ş,așadar în e și x = arc tg (xa/7). 
Alegind în (4,14) 


raţionamentul din $ 8 poate fi repetat; dar a doua soluţie 
care se obține este de asemenea inacceptabilă, intrucit depla- 
sările nu depind de p, şi înafară de aceasta ele sint funcţii 
multiforme, 


Alte posibilităţi de a construi soluţii de tipul 
lui Kelvin şi Somigliana în plan, nu există. Carac- 
terul paradoxal al celor de mai sus interzice uti- 
lizarea necritică a soluțiilor în deplasări ale pro- 

Fig. 7.10.1 blemei plane, dacă se face uz de componentele 

tensorului lui Kelvin și Somigliana sub formă în- 
treagă, aşa cum este cazul de pildă în construcția soluţiilor particulare de 
tip (9.10). Din acelaşi motiv, nu are sens să caleulăm componentele depla- 
sării în probleme în care funcţiile lui Kolosov şi Mushelișvili conțin ter- 
meni logaritmici sau polari la infinit (vezi $ 6.10). Dimpotrivă, toate cal- 
culele relative la componentele tensiunii rămîn justificate — dat fiind 
că derivatele termenilor în In (a/p) sînt regulate la infinit şi nu depind 
de constanta nedeterminată a. 


b) Soluţia fundamentală dedusă din soluția fundamenială în ca 


Caracterul paradoxal al soluţiei lui Kelvin și Somizliana în plan 
poate fi înțeles, dacă amintim că problema stării de deformaţie plană este 
în fapt o problemă tridimensională, cu monotonie în raport cu variabila az. 

Să revenim aci la notaţiile în z, y, 2, şi să presupunem că în lungul 
axei Oz sînt distribuite sarcini de intensitate constantă, dirijate paralel 
cu Ox. 

Vom nota cu a punctul de observaţie, şi cu £ (0,0,3) pe cel de sursă. 
Presupunind că sarcinile g(3)î au rezultanta î pe orice interval de 
lungime unitară de pe Oz, rezultă că trebuie să luăm g(ţ) = const. =1. 
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Vom face uz de soluția (9.4) pentru k = 1, ceea ce dă acum 
Da = + a] R?), da = cCay/ RS, 3 =cz (2 — Î)IR, (14) 
unde am notat 


R= Va (2—0, c=1fl6nu(l—v), x=3—4v. (15) 


Amplificînd în (15) cu dt şi integrînd de la o valoare î, la 4, ob- 
ţinem deplasările spaţiului 43, sub acţiunea unui fir” de sarcini repar- 
tizate continuu în lungul axei Oz, și avînd rezultanta (4, — [,)i. 

Etectuind schimbarea de variabilă 

Z=—2—t, dZ=—adt, (16) 


şi notînd cu V,,; integralele componentelor 1; din (14), obţinem 


z, z, 
A | | RI dZ + a | RR az), 
Jz, : d 


y, Pi (17) 
F., = cay | R-24Z, Va = cai Z d2Z. 
Za Z 
Or, din (15), (16) avem evident 
RS = — (Ro), YRS = — (Ra, ZR = — (Ra, (18) 


(unde indicele 3 marchează acum derivarea în raport cu Z). În acest fel, 
formulele (17) devin 


rZ 1 
Ya = ej) RI dZ — EA Bz], 
“Za i Z, 
a (19) 
pda — caf Ri 3, Pus — cal 0 (njaz 
12 9 d, . 13 ), 9Z . 


Să notăm pe scurt, pentru j = 1,2: 
RV Zi=Ve+ Zi; e=Vrg; R=Vpi+Z, (20) 


şi să amintim și formula cunoscută 


= 


"ME... a| (e + VazF a) A PER 


Vai + a ii a 
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Presupunind că &, < 2, astfel că pentru orice ze], ll avem 
Z, = 2 — > 0, Za = — la <0, vom calcula integrala 


Z Z ovi 2 AR) 
[paz m ZE = în REZ mea Z 
Za =) Z e (Re 4 Z,) (Re zi Za) 
sa lare E Ciu ji BR Ba, 
2 p 


unde Z, > 0, —Z,> 0. Introducînd aci şi constanta arbitrară a, avînd 
dimensiunea unei lungimi, putem scrie deci 


ta z, = 
R— dt =| Biden Sat Baa m pin € (83) 
“A CĂ a e 
Pentru a introduce (22) în (19), avem de calculat derivatele 
[2 în (a/p)], = —2(2,le9), (23) 
a? i R, (Ri + Za) Ra (Ra — Za) 
pentru 4, =, Za =y, îi = 1, 2. Cu aceasta, soluţia (19) capătă torma 
(Ra + Zu) (ha — Za) — 


2 
Ta = 209, + 6-2] e — 4) În 
e? p a 


— ca Fi + pc al 
Ra (Ra + Zi) Ra (Ra — Za) 


zy 1 1 
Ve = 260 ERE cea = 20 a al (25) 
ta p2 R, (Ru + Za) Ra (Ra — Za) 
i A | 
V. — Cc ir dal za ae A li: 
a | R, 5] 


După cum se vede, primii termeni din V şi Va coincid cu compo- 
nentele v,, respectiv v3 din (5). 


Desigur, ar fi de dorit ca pentru Z,, —Za — 00, să căpătăm din (25) 
tocmai soluţia lui Kelvin și Somigliana în d; în fapt, se constată uşor că 
în acest caz termenii ultimi din Vu și Vae, precum şi componentă Vs, se 
anulează. În schimb, termenul mijlociu din V,, tinde acum către infinit, 


Tocmai acesta este motivul pentru care componenta o din (5) tinde la infinit pentru 
p— 0, în contradicţie cu sensul mecanic al problemei : lucrurile se petrec astfel, numai pentru 
că în soluţia problemei plane — care ar fi trebuit să fie obținută din (25) — a fost dinainte negli- 
jat acel termen logaritmic, care tinde şi el spre infinit. (Acest termen descrie o stare cu tensiuni 
nule la infinit, astfel că prezenţa sa nu influenţează tensiunile la mari distanțe.) 
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Să regrupăm acum termenii în cos? x, cos x sin x, și termenii loga- 
ritmici. După calcule elementare, obținem din (25) 


| 
2 (2 9, 2) î| 21 + Zilo(V1 + Zile + 2, p) 
— TENE TE pi pă - 
2V1 + Zile*(V1 + Zile: — Zale) 


+ 203 — An /iFZIE + zale) + VIP AIE — 2] 2) 
(26) 


Pa (2,y 201 — res — 
dacii 21 + Zip(V1 + Zile: + 2,6) 


1 ; 
“aVi + Zilei + Zile" — Z,] 5] i ilie 


Va (4, y, 2) — o ara 
13 (Pb Y> i fie VI Ziei X 


(unde variabila z apare prin intermediul cantităților Z,, Za). 

Atit coeficientul termenului în cos? x, cît şi termenul logaritmic 
din Vu, sînt pozitivi pentru orice valori ale lui pp, x, Zu, Za, astfel că 
avem peste tot V,„,>0. Calculind limitele expresiilor (26) pentru p-—>oo, 
obținem, pentru orice valori finite ale lui Z,, Za: 


a Pie (5, 2) lim Vas (0,9; 8) lim Pia(5,9,8) =0. (27) 
Prin urmare soluția (26) dă deplasări care păstrează un semn con- 
stant pe direcţia sarcinii, şi tind la zero la infinit — în concordanţă cu 


sensul mecanic al problemei. 
Dimpotrivă pentru p finit, obținem din (26) 


lim Vu = (3 — 4v)e lim In (2,Za/ e?) = 00; 


Za —Zea (28) 
lim Vas = 20 sin yd Cos PA lim Vis = 0, 
2, —Zioe 2 —2Zae 


Aceasta este de asemenea ușor de înţeles : rezultanta sarcinii aplicate în lungul liniei Oz 
tinde și ea la infinit, odată cu diferenţa Z,—Z,, și e de așteptat că deplasările nu pot rămine 
finite. Prin urmare, condiția de finitudine a deplasărilor la infinit impusă în $6.10, pag. 413—414, 
este în fond străină naturii problemei. 


În practică, nu vom întilni desigur nici cazul Z,, —Zp—*oo, nici cazul 
p —> oo. Dar valorile deplasării nu vor trebui căutate sub forma (5) — lip- 
sită de sens mecanice — ci numai pornind de la formulele (26), şi apreciind 
în ce măsură aceste formule — stabilite pentru spaţiul nemărginit solicitat 
in lungul axei 02 — pot îi acceptate în problema studiată, 
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Ş îî. FORMULA INTEGRALĂ FUNDAMENTALĂ 
A ELASTOSTATICII 


a) Reprezentarea prin potenţiali elastici 


Această formulă reprezintă soluția ecnaţiilor Imi Lame ne-omogene 
pentru un corp izotrop și omogen, cu sumă de integrale definite care 
depind de forțele de volum și de valorile la limită ale deplasării şi tensiunii. 

Să considerăm un corp mărginit 7”, de frontieră (suprafaţă care 
posedă arie), supus acţiunii forțelor F și f, care realizează în 7” starea 
elastică regulată u,, o. 

Vom face uz de cea de a treia formulă Betti și de soluţia funda- 
mentală (9.4), alegind în (6.17) drept vector a chiar soluţia căutată, 
iar drept vector 7, un vector v, (K fix, dar oarecare) de componente 
2 din (9.4). Vom izola punctul singular 2 =€ al funcţiei », printr-o 
sferă notată 5,, de rază «. Formula (6.17) — unde în primul membru 
facem uz de (6.6) — va putea fi deci folosită pentru domeniul 7 — B, de 
frontieră 7 +S,: 


| [u-do, — v,-Nu]aV = $ [v,-a,(u) — u-a,(v,)]48 + 
7-a, îi 


ti 4 [e,-e,(u) — u-a,(v,)] d8. (1) 


Se 


Întrucit v, este o soluţie a ecuaţiilor Lame omogene, avem 
No, =0 în Y-—B8.. (2) 


Al doilea termen din integrala de volum este un potențial elastic de 
volum de densitate Nu, definit în 7” — B,. Întrucît weC2:(77), urmează 
că NueC'(77). Integrala corespunzătoare este deci convergentă (vezi 
indicațiile din $ 9, pag. 551), limita pentru e —>0 a acestei integrale exis- 
tă şi este desigur egală tocmai cu potenţialul elastic de volum de densi- 
tate Vu, definit în Y. 

Prima integrală din membrul al doilea din (1) nu depinde de e, 
astfel că și cea de-a doua are o limită pentru = —>0. Ne propunem să găsim 
această limită. 


Cu acest scop, să începem prin a calcula integrala 


4 = fe o.(u)ăs. (3) 


Se 
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'Pinînd seama de (9.4), avem pe rînd 


Ii = hu — v)] = Ș| [(3—4v) 3 + 
Se 
+ (a, — E) (a — 8) 2] o(u) d8,. (4) 
Al doilea termen al integrandului conține un produs de cosinuşi 
directori, care rămîne finit pentru e —> 0. Din (3) şi (4) urmează atunci 


lim Șj v,-0.(u) d8 =0. (5) 
Se 


Să trecem acum la calculul celei de-a doua integrale pe $. din (1): 


DE a ÎI u-c.(v,) 43. (6) 
Se 


Tensiunea e,(2%,) se calculează din (8.44), înlocuind a prin R, şi pu- 
nind Rh =c, 0=—i, şi R=— — Rn (spre deosebire de calculele care au 
condus la (83.33), normala exterioară domeniului 7 —B, e aci dirijată 
spre înteriorul sterei $.). Obţinem astfel 


o,(%,) lg. =((1—2v)/8r (l—v)le*[î, + 3(1—2y)1e(4,-R)RI, (7) 


şi deci (6) devine 


I? = (0 —2y)fa(u—vle? ÎI u- [i + 3(1—2y)e2(a,— E) R]ăs, (8) 
Se 
sau încă, întrucît avem 
u-i, =U,, u-R=u,(z, - E); d$, = e? d5,, 
(unde d$, este elementul de arie pe sfera unitate) : 
„ 1—2 3 
E om DE [Ș$ u, 48, + e? [Î ua, —E) (at) as,]; (9) 


Ba (l—v) 1—2»y 
s, s 


Prima integrală din (9) reprezintă media funcţiei u,(2) pe S(£, e). 
Componentele +, fiind continue, prima teoremă a mediei dă 
(fue) as, =u00) ($ asa rm =tmu(€) + vi, (10) 
Se Se 
unde n'—>0 pentru e —0. 
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Pentru a calcula a doua integrală din (9), aceeași teoremă conduce la 


[ua — îi) (2, —£) 98, =ut) (| (2, —E) (e — E), +, (1) 


- 
E ză 


unde v' —>0 pentru c—0. 
Pentru i 2 k avem evident 


Și (2, — E) (a. — E) 08, =0. (12) 


Se 


Ne rămine să caleulăm această integrală pentru i —k. Valoarea 
ei nu depinde de indice. Făcînd uz de (2.5), vom scrie 


2, — E, = esin 0 cosg, ta—E,=esinOsing, d3—E,=ecos5, 


(13) 
d$, = sin 0d0dg, 
astfel că pentru i = =—3 de pildă, avem 
1 (ă 27 4 
| (203 — Ea)? as, = ateos:0) $ dp = met. (14) 
3 “0 0 3 
Se 
Relaţiile (12) şi (14) se seriu împreună sub forma 
n + 
ÎȘ (ai — 8) (i — E) d, = a retâu, (5) 
Se 
astfel că (11) devine 
4 n 
[Ș uutz, — E) (au — 6) 05, = nul) + 7. (16) 


Se 
Introducînd (16) şi (10) în (9), obţinem după calcule elementare 
Ii =—u(£) + 7, de unde 
Jim (f u-e,(v,) 48, =u,(8). (17) 
.+0 
Se 


Să luăm acum e —>0 în (1), ţinînd seama de (2), (5) şi (17). Regru- 
pînd termenii și intervertind x cu £, căpătăm în definitiv formula integrală 
fundamentală a elastostaticii liniare (pentru corpuri izotrope şi omogene) : 


u,(2) = | v,- Nu dYV + ($ [e,:0,() — u:s,(2,)]48, (8) 
Vă [+ 
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unde $ este punctul curent de integrare. Analogia cu (2.18) este evidentă. 
Semnul plus în integrala de volum se datorește faptului că operatorul A 
preia aici locul operatorului —A (vezi şi $6, pag. 539). Locul operatorului 
de derivare normală e preluat de operatorul-tensiune din (1.9). 

Această formulă a tost obţinută de C. Somigliana [3] pentru do- 
menii mărginite. Tot el, în [4], a extins valabilitatea formulei la domenii 
nemărginite, dacă F == 0 în exteriorul unei sfere, şi starea elastică este 
regulată la infiniţ. 

Ca şi (2.18), relaţia (18) exprimă numai o proprietate de structură 
a operatorului lui Lame X (compară cu $ 2, pag. 514). 


Să considerăm acum vectorul deplasare u pentru care 
Hu =F, uU Ig =g9, e,(u) lg =]. (19) 


Introducînd (19) în (18), obţinem 


u, (0) = PAV + 4 [o.-f — g-e,(e.)1d8, (20) 
y E 
ceea ce dă explicit vectorul deplasare prin intermediul a trei integrale 
detinite. Condiţiile la limită impuse de necesităţile practicii, şi deja consi- 
derate, sînt deci tocmai acele condiţii pe care însăși structura operatorului 
lui Lame le scoate în evidență, prin intermediul formulei integrale funda- 
mentale. 

Pe lingă potenţialul de volum introdus în $ 9, formula (20) conţine 
încă două integrale care — prin analogie cu cele considerate în $ 2 — 
se numese potențiali elastici (superficiali) de simplu, respectiv de dublu 
strai. Aceşti potenţiali au fost studiaţi tot de către G. Lauricella [3], 
care a demonstrat pentru ei teoreme deplin analoge cu (2.28)—(2.32), 
derivarea normală fiind sistematic înlocuită de o operaţie de tipul opera- 
torului-tensiune definit în (1.9). Vezi încă E. şi F. Cosserat [3]. 

Ca și pentru ecuaţia lui Poisson, datele incluse în (20) sînt supra- 
abundente ; teorema de unicitate din $ 4.5 ne arată că nu putem da în 
mod independent valorile la limită ale deplasării și ale tensiunii. De aceea, 
formula (20) nu definește o soluţie a ecuaţiilor Ini Lame pentru valori a7- 
bitrare ale deplasării şi tensiunii pe frontieră—ci dă numai o legătură 
obligatorie între diferitele mărimi elastice (cunoscute şi necunoscute). 


Formula (18) este esenţial bazată pe presupunerea a e Y/. O formulă analogă poate fi 
scrisă şi pentru &g£/ + / — dar nu şi pentru ge S/ (cind un analog al sferei S, nu poate fi 
construit). Prin urmare, abia studiul proprietăților la limită ale potenţialilor elastici permite 
clarificarea proprietăţilor la limită ale sumei din membrul al doilea din (20), şi deci şi a va- 
lorilor pe care funcţiile u sau e,(u), construite prin intermediul acestei sume, le iau pe SF. (Vezi 
problema asemănătoare pentru ecuația lui Poisson, de exemplu în L. Sretenskii (1], $$ 3.2 
şi 4.3.). 
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b) Aplicaţii. Indicaţii bibliografice 


Cu toate aceste observaţii limitative, formula (18) sau (20) este de o excepțională importan- 
ţa. Ea permite obținerea de rezultate generale relative la proprietăţile soluţiilor ecuaţiilor lui 
Lamt : proprietăţi de medie (vezi S. Mihlin (3), $ 44), proprietăţile de stabilitate a soluţiei în 
raport cu modificarea datelor la limită (vezi similar A. Tihonov şi A. Samarskii [î], $ 4.2, re- 
feritor la ecuaţia lui Laplace) etc. 


În afară de aceasta, ea poate conduce la reprezentări efective ale soluţiei, prin conside- 
rarea unui analog al funcției lui Green. (Vezi, pentru o teorie generală, R. Courant și D.Hilbert 
[1], vol. 1, $ 5.16; C. Miranda [1], $ 10; V. Smirnov [2], vol. 4, pet. 240.) 

În sfirşit, reprezentarea soluţiilor ecuaţiilor lui Lam omogene prin potenţiali elastici 
superficiali, şi studiul proprietăţilor lor la limită, permite reducerea problemei la studiul anu- 
mitor ecuaţii integrale. În cazul general al sistemelor de tip eliptic, chestiunea e studiată de 
C. Miranda [1], cap. 3 și 7; V. Smirnov [2], volumul 4, pet. 239—240. În ce priveşte pro- 
blemele mecanicii, drumul a fost deschis de cercetările lui E. şi F. Cosserat [2], [3] şi G. 
Lauricella [3]— [5], care, bazaţi pe lucrările mai vechi ale şcolii italiene de teoria elasticită- 
ţii (E. Betti, C. Somigliana) au obţinut în acest mod demonstrarea teoremelor de existenţă. 
Metoda ecuaţiilor integrale a tost utilizată și de A. Korn [1]— [3] şi L.. Lichtenstein [2]. Unele 
din aceste rezultate sint pe scurt reluate de M. Haimovici [1], capitolele 11 şi 12; E. Trefftz [3], 
$$ 49—51. Aceleaşi puncte de vedere sint studiate, cu aplicaţii la fluidele viscoase, de F. Od- 
qvist [1]. 

Ecuațiile lui G. Lauricella au fost regăsite, generalizate și simpliticate (pentru problema 
lui Dirichlet) de către D. Şerman [5]. (Vezi şi lucrările [1]-— [4] ale aceluiași autor.) Pentru 
problema lui Neumann, vezi H. Weyl [1]. Bibliografia amănunțită a chestiunii (inclusiv aplica- 
ţii) este prezentată de D. Șerman [8] (vezi și [9]). 

Pe linia concepţiilor lui G. Giraud, vezi studiul sistematic al ecuaţiilor elasticităţii, 
realizat de V. Kupradze [2], (3]. 

Pentru raporturile între teoria elasticităţii şi diferitele reprezentări integrale posibile, 
vezi |, Arjanih [1]. Pentru ecuaţiile dinamice, vezi și S. Kaliski [1]. 

Toate aceste puncte de vedere încep să-şi găsească aplicaţii și în studiul unor corpuri 
caracterizate de legi fizice mai complicate. Cităm astiel lucrarea lui E. Sternberg și 5. Al- 
Khozaie [1] asupra visco-elasticității, unde se introduc matrice Green, soluţii fundamentale, 
formule integrale fundamentale adecvate. 


$ 12. MATRICEA LUI GREEN PENTRU ECUAȚIILE LUI LAME 


a) Matricea lui Green 


Să revenim la formula fundamentală (11.18) sau (11.20), şi să pre- 
supunem că avem de rezolvat una oarecare din problemele la, limită (4.2.1)— 
(4.2.3). Dacă am putea determina un vector G, care să ia într-un anume 
sens locul vectorului ?, în formula fundamentală, în aşa fel încît termenii 
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din integrala de suprafaţă care nu sînt cunoscuți să dispară —atunei (11.20) 
ar da soluţia explicită a acestor probleme. Astiel de pildă, dacă cunoaștem 


ul =g, (1) 
va trebui ca termenul care conţine c,„(u)|g să se anuleze. Dimpotrivă, 
dacă cunoaştem 

a,(u)lg =, (2) 


atunci va trebui să dispară termenul în care apare ulg. În fine, dacă 
cunoaștem 


ulg, =9, 0lu)lg, = Î, (3) 


vor trebui să se anuleze termenii care conțin e,(u)|g, şi ul»: 
Să căutăm vectorul G, sub forma sumei 


G,=e+V (4) 


unde +, este soluţia lui Kelvin și Somigliana, iar V,e02(7) şi 


AV, =0, (5) 


Matricea celor 9 tuneţii G,, se notează T, şi se numeşte matricea lui 
Green. 

Scriind a treia formulă a lui Betti (6.17) pentru u şi V,, ţinînd seama 
de (6.6) şi de (5) şi grupînd termenii în membrul al doilea, obținem 


0 -ÎN V-a aV + ) [V-e„(u) — u:a,(V.)] 8. (6) 


Să adunăm acum termen cu termen (11.18) şi (6), ţinînd seama de 
miar a (4), precum şi de liniaritatea operatorilor N și €,. Obţinem astfel 
relația 


u, (2) = | G,- Mu dP + 4 [G.-a,(u) — u:e„(G,)]48, (7) 
i A 


care va înlocui tormula (11.18) în consideraţiile ce vor urma. 

Alegînd acum în diferite moduri matricea I[, așadar în fond so- 
luţiile regulate V,, putem face să dispară din (7) acele integrale de su- 
prafaţă care cuprind valorile la limită necunoscute, 


Primele rezultate de acest tip aparțin lui G. Lauricella [3]. Menţionăm și că 1. 
Fredholm [1] utilizează funcţii de tipul lui Gyy, sub numele de „funcţii compensatoare”. 
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b) Problema lui Dirichlet 


Să considerăm aşadar ecuaţiile lui Lame, cu condiţia la limită (1). 
Valorile necunoscute d,(u)| dispar din (7), dacă avem 


G, lg =0, (8) 


astfel că soluția se obţine sub forma explicită 


u,(2) = | G,-FaV — ȘI g-a„(G.,) 48. (9) 
y [ad 


În virtutea definiţiei (4), relaţia (8) conduce la condiţia 
V.lş =— lg. (10) 


Prin urmare, pentru a găsi matricea lui Green, trebuie să determinăm 
acea soluție regulată (deci unică) a ecuaţiilor lui Lame omogene, care ia 
valori la limită egale și de semn contrar cu valorile componentelor tenso- 
rului lui Kelvin şi Somiglianat). Vectorul G, are deci următoarele pro- 

rietăţi : 
. 1* ca funcţie de z,, este soluţie regulată a ecuaţiilor lui Lame omo- 
gene în 7, exceptînd punctul £; 

2* are în punctul £ o singularitate de acelaşi tip cu 7,; 

3* se anulează pe îrontiera % a domeniului 77 ?). 


Vectorul G, este deci soluţia problemei echilibrului corpului mărginit 7”, solicitat de 
forţa unitară i, aplicată în £, avind frontiera lixată (vezi (8), şi ne-supus acţiunii vreunei 
forţe de volum. În alcătuirea lui G, intră vectorul V,, al cărui rol este de a „corecta” pe 7, 
(soluţia regulată la infinit a aceleiași probleme, formulate însă pentru spaţiul nemărginit €,). 


Evident, vectorul V, — ca şi 2, — este o funcţie de două puncte: 
& şi £. Prin urmare, trebuie să scriem 


G, =6, (z;8), T=T(z;8). (11) 


Se poate demonstra că acestea sînt funcții simetrice de ze şi £, ceea 
ce permite a se construi teoreme de reciprocitate de tip Maxwell pentru 
domenii mărginite. (Compară cu $ 9, pag. b50; mai general, vezi 0. Mi- 
randa [1], $ 10.) 


*) Faptul că realizăm cu ajutorul unei soluţii regulate, valori ale deplasării egale pe 
frontieră (abstracţie făcind de semn) cu cele ce rezultă din acțiunea unei forţe unitare con- 
centrate, nu contrazice teorema de unicitate : soluția lui Kelvin şi Somigliana nu este regulată, 
și teorema lui Kirchhoff nu poate ține seama de ea. 

7) Vectorul G, nu este o soluţie regulată a ecuaţiilor lui Lamt, și de accea omoge- 
nitatea ecuațiilor şi a condiţiilor la limită nu atrage după sine anularea soluției. 
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Relaţia (9) dă aşadar prin integrale definite soluția problemei lui 
Dirichlet pentru orice domeniu mărginit 7”, eu orice constante elastice 7, u, 
şi cu orice date la limită în deplasări, — dacă cunoaştem matricea lui 
Green I (2; £). Rezolvarea oricărei probleme Dirichlet pentru ecuaţiile 
lui Lame se poate deci efectua (în principiu) în două etape: 

1” rezolvarea unei anumite probleme Dirichlet (vezi (10)) pentru 
corpul considerat, cu date la limită ce depind numai de forma sa şi de 
material ; 

2* calcularea unor integrale definite, ce depind de datele F şi g, şi 
de soluţia problemei particulare anterior rezolvate. 


c) Problema lui Neumann 


Să considerăm acum ecuaţiile lui Lame cu condiţia la limită (2). Valorile necunoscute 
a | dispar din expresia (7), dacă avem 


o,(G,) lg = 0, (12) 

ceea ce conduce la soluţia problemei sub formă explicită 
u,(x) = ÎN G,- Pav + jr G,d$, (13) 

y E 


de același Lip cu (9). (Matricele lui Green pentru diferitele probleme fundamentale sint desi- 
gur diferite.) Ţinind scama de (12) şi (4), se obţine condiţia 


s,„V.)lg coli o„(v,)lg (14) 


analogă cu (10). Daro astfel de soluţie regulată a ecuaţiilor lui Lame nu poate exista. Într-ade- 
văr, dacă G, este soluția ecuaţiilor Lam omogene cu condiția la limită omogenă (12), aceasta 
inseamnă că corpul mărginit 7 trebuie să fie In echilibru sub acţiunea unei singure forțe unitare, 
corespunzătoare singularităţii ce intervine în 7, — ceea ce este cu neputinţă. 

Dificultatea poate fi ocolită în două moduri. 

Pe de o parte, se poate presupune că un punct oarecare al corpului este fixat, ceea ce 
duce la apariţia unei forţe de reacțiune care echilibrează forţa unitară corespunzătoare soluției 
vw, (vezi de ex. E. Trefitz [3], $49), 

Pe de altă parte, se poate urma același drum ca în studiul problemei similare pentru 
ecuația lui Laplace (vezi de ex. S. Sobolev [3], $ 31.2). Anume, se presupune ([L.. Solomon [4]) 
că G, verifică condiția omogenă (12) (care permite să se serie soluţia sub forma (13)), dar e solu- 
ţie a unei ecuaţii Lam& ne-omogene, al cărei membru al doilea e ales în aşa fel, incit 7” să fie 
in echilibru. Se constată atunci că aceste forţe de volum pot fi întotdeauna determinate, ast- 
fel încât vectorul G, este caracterizat de următoarele proprietăți : 

1* ca funcţie de z,, este soluţie regulată a ecuaţiilor Lame ne-omogene în 7, excep- 
tind punctul £ ; 

2* are în punctul £ o singularitate de același tip cu r,; 

3 conduce la tensiuni g,(G,) nule pe frontiera S a domeniului 7”. 

Cele spuse mai sus privitor la posibilitatea de a rezolva problema în două etape succesive, 
rămin și aci valabile. 


2 
& 
G 
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d) Problema miztă 


Dificultăţile suplimentare legate de condiţiile lui Neumann nu mai apar, datorită prezen- 
ţei reacţiunilor (fictive) în punctele frontieră cu deplasare reală dată u, reacțiuni care echi- 
librează tensiunile (fictive) corespunzătoare vectorului G,. 

Din condiţia la limită (3) urmează că trebuie să cerem 


Gl =V, c,„(G,) gr = 9; . (15) 


astiel că soluţia problemei mixte se scrie sub forma explicită 


u,(a0) (|| E Pay — Ș| g-e.(G ds + Ș| f-G,9s. (16) 


pt pr 


e) Concluzii 


Pentru toate problemele considerate, dificultatea constă în deter- 
minarea efectivă a matricii lui Green. (Se ştie de altfel că nici în cazul 
ecuației lui Laplace în 3, funcţia lui Green nu a putut fi construită 
decît, pentru foarte puţine domenii.) 

De aceea, acest punct de vedere are în primul rind importanţă 
teoretică. Printre altele, pe această cale poate fi abordată chestiunea exis- 
tenţei soluţiei. De asemenea, se pot cerceta proprietăţile soluției pentru 
diferite proprietăți ale frontierei, ale datelor la limită ete. 

Una din problemele cele mai interesante de studiat pornind de 
la aceste reprezentări, este cea a marginilor (ase revedea $ 1, pag.!512). 


În legătură cu teoria matricilor lui Green și a soluțiilor fundamentale, cităm încă B. Bo- 
ley [1]; V. Hristoforov [1] (relativ la cazul plan); N. Kinoshita și T. Mura [1]; — dar mai 
ales V. Kupradze [2], [3]. 

OBSERVAŢIE, Pentru a încheia, să remarcăm că toate cele prezentate în acest capitol 
subliniază strinsa legătură dintre ecuaţia lui Laplace și ecuaţiile lui Lam — dar totodată și 
caracterul considerabil mai complicat al acestora din urmă. Pentru a ne convinge de aceasta, 
este suficient să amintim structura operatorului e (u) din (1.9): să comparăm formulele lui 
Green din $ 2 cu formulele lui Betti din $6; soluţiile tundamentale (2.16) şi (8.43) ; formulele 
integrale fundamentale (2.18) şi (11.18) ; reprezentările prin funcţii Green din (2.37) şi (7). 


CAPITOLUL 8 


PROBLEMA BULEI ELASTICE 


Ş1. GENERALITĂŢI 


G. Lame [2] a fost primul care a rezolvat problema lui Neumann 
pentru domeniul mărginit de două sfere concentrice. El a transcris ecua- 
țiile elasticității în coordonate sferice, şi a dezvoltat datele la limită în 
serii duble de funcţii trigonometrice şi polinoame Legendre generalizate, 
ajungînd prin identificare la un şir de sisteme de cîte 12 ecuaţii liniare 
pentru 12 necunoscute, din care se obţin coeficienții dezvoltărilor în serie 
pentru soluție. 

Un pas esențial înainte a fost făcut de către lord Kelvin [3] (retipă- 
rit în [4], vol. 3), şi în acelaşi timp de către A. Clebsch [1]. Kelvin renunţă 
la folosirea coordonatelor sferice, şi caută soluţia sub forma unor serii 
de polinoame armonice omogene, dezvoltind totodată datele la limită 
în serii de tuncţii sferice superticiale şi determinind coeticienții prin iden- 
titicare. ldeea este similară celei folosite în $$ 5.20 şi 6.14 pentru coroana 
circulară. Aceasta a fost prima problemă concretă în rezolvarea căreia 
s-a făcut uz de reprezentarea soluției prin potenţiali armoniei de deplasare. 

Mai tîrziu, +]. Boussinesq [2] foloseşte o reprezentare a lui u care 
prezintă avantajul că vectorul de corecție (vezi $ 7.4) se anulează pe stera- 
frontieră. În acest mod, problema lui Dirichlet pentru u se reduce la o 
problemă Dirichlet pentru B, aşadar la trei probleme Dirichlet pentru 
trei ecuații Laplace separate. În cazul problemei lui Neumann, se ajunge 
tot la un număr finit de probleme Dirichlet pentru ecuația Laplace — dar 
calculele sînt extrem de greoaie. Pentru detalii vezi A. Love [1], capito- 
lul 11; O. Tedone şi A. Timpe [1], $4; E. Trefttz [3], $$ 37 şi 38. 
Vezi şi soluţia mai veche a lui 0. Somigliana [2]. 

Primele donă probleme fundamentale pentru bula elastică, pentru 
spaţiul cu o cavitate sferică, şi pentru domeniul mărginit de două sfere 
concentrice, au primit o rezolvare unitară abia relativ de curînd, în lu- 
crarea lui A. Lurie [3] (vezi şi [4], cap. 6 şi 8). Ideea de bază rămîne 
cea a lui Kelvin şi Clebseh, dar Lurie utilizează reprezentarea lui Grodskii 
(în aparenţă mai puţin adecvată problemei!) și faptul că cea dea patra 
funcţie a lui Grodskii nu este independentă de primele trei. Soluţia ob- 
ţinută pentru problema lui Dirichlet nu e esenţial nouă. În schimb, soluţia 
problemei lui Neumann apare principial tot atît de simplă, şi de acelaşi 
tip cu cea dintii. (Pentru domeniul mărginit de două sfere excentrice, 
vezi R. Kaufman [1].) 
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În această soluţie nu sînt de efectuat; operaţii de integrare, cu excep- 
ţia celor necesare pentru dezvoltarea în serie a datelor la limită. Acesta 
este încă un avantaj al metodei lui Lurie. 

Menţionăm încă şi problema bulei supuse la sarcini concentrate, 
examinată de E. Sternberg şi F. Rosenthal [1] (vezi și F. Field [1]) 
şi reluată de A. Lurie [4), $ 6.7. 

Spre deosebire de problema plană, ne vom mărgini la a expune 
cazul bulei, îndestulător pentru a înțelege metoda. Pentru celelalte două 
cazuri, şi pentru exemple mai dificile, trimitem la lucrările citate. 


$ 2. OPERATORII LUI LURIE 


Să considerăm un vector B,, de componente armonice şi omogene 
de grad (întreg) k. Pentru k>0, aceste componente sint polinoame. 

Ne propunem să determinăm anumiți operatori care să asocieze 
vectorului B, — alți vectori, de asemenea armonici şi de grad k. (Utili- 
tatea acestor operatori se va evidenția în paragrafele următoare.) 

Amintim că orice funcţie armonică şi omogenă de grad k are forma 
R* Y, (9, e), unde constantele arbitrare din (7.2.53) sînt presupuse ca 
incluse în expresia funcţiei Y, (0, q). 

Dar funcţiei Y, i se poate asocia și funcţia armonică RR! Y,(0,9). 
Prin urmare, împărțind o funcţie armonică și omogenă de grad k la R**!, 
se obţine o funcție de asemenea armonică, și de grad —k-—1. Tot astfel, în- 
mulțind o funcție armonică şi omogenă de grad —k—lcu R**!, căpătăm 
o funcţie armonică şi omogenă de grad k. Vom insista permanent asupra 
conservării simultane a armonicității și omogenităţii tuncţiilor cu care 
operăm. 

În particular, remarcăm că prin aplicarea unuia dintre operatorii 
grad, div sau rot, proprietăţile de armonicitate şi omogenitate se con- 
servă (gradul reducindu-se cu o unitate). 

Să considerăm acum vectorul B,, pe care îl vom scrie 


B, (71; Za 23) = RY, (6, 9), (1) 


unde am notat cu Y, un vector ale cărui componente Y,, sint funcţii 
sferice superficiale de ordin Fk. 
împărțind pe B, la R%*!, obţinem vectorul armonie 


Rusi B, = RL Y, = B_n. (2) 


Mai departe, expresia div (R-“—! B,) este un scalar armonie de grad 
—k—2; produsul R*** div (R-*-! B,) este un scalar armonic de grad 
k+1; în fine 


H(B,) = grad [R2'2 div (Ro B,))] (3) 
este un vector armonic și omogen de grad k. 
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Pe de altă parte, scalarul div B, este armonic şi de grad k—l. 
Împărțindu-l la Rit = R*%-1, obţinem un scalar armonic de grad 
— k, al cărui gradient este armonic şi de grad —k-—1; în fine, înmul- 
țindu-l pe acesta cu R*+!, obținem vectorul armonic şi omogen de grad &: 


T(B) = RE*1 grad (R-%* div B,). (4) 


Cei doi operatori (3) şi (4) asociază deci lui B,, nişte vectori de 
asemenea armonici şi omogeni, de acelaşi grad k. Aceşti operatori au fost 
introduşi de către A. Lurie [3] ca un mijloc de calcul comod în problema 
bulei. Pentru a-i explicita, vom folosi unele formule elementare de analiză 
vectorială, deja utilizate în $ 7.8. Avem pe rînd 


K(B,) = grad [R%** (R-*— div B, + B- grad R-%-1)] 
= grad [R?2 div B, — 2k + 1)a.-B,] 
= — (2R+1) grad (- B+ R2 grad div B+2adivB,, (5) 
T(B,) = R** [R-*"grad div B, — Ek—1) R-*-aedivB,] 
= — (2% — l)a div B, + R? grad div B,. (6) 


Luaţi separat, termenii din expresiile finale (5), (6) sînt tot omogeni 
şi de grad k, dar nu mai sînt în general armonici. În particular, se vede că 
unii din ei se regăsesc în ambele expresii. 

Să calculăm şi rotaționalul şi divergența vectorilor definiţi în (3) 
şi (4). Din (3) deducem imediat: 

rot H(B,) =0, (7) 

div K(B,) =A (R%"5 div (R-*-1B,)]| =0. (8) 

Mai departe, avem 

div 7(B,) = (grad R*'1). grad (R-**! div B) + 
+ R"*"! div grad (R-*"! div B,), 
unde ultimul termen este evident nul. În primul termen din al doilea 
membru, sintem conduşi să facem uz de teorema lui Euler pentru funcţii 


omogene 1): 
3 


a - grad Țigee P. mfiiskie (9) 
il 
de unde urmează 
div 7 (B,)=—k CREA Ddiv B.. (10) 


1) Se înţelege că nu avem nici un fel de sumare în raport cu k. Acolo unde este cazul, 
o astfel de sumare se indică cu semnul 5 . 
k 
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În sfirşit avem și 
rot T(B,) = (grad 891) X grad (Ri div B)), 


(întrucît un al doilea termen, conținînd în factor rotaționalul unui gra- 
dient, e nul). De aci urmează (deoarece avem 4 x 2z=0): 


rot T(B,)=(Ck + 1) x grad div B.. (11) 


$ 3. PROBLEMA LUI DIRICHLET PENTRU BULA ELASTICĂ 
Soluţia va fi căutată sub forma reprezentării lui Grodskii 


i = B— grad (4-B + B,). (1) 


1 
4(1 —v) 


Pentru F =0, funcţiile B şi B, sint armonice, şi vor îi căutate sub 
forma, unor serii de polinoame armonice. Prin analogie cu tehnica folosită, 
în capitolele 5 şi 6, şi conform celor spuse în $ 7.4, pag. 529, vom încerca, 
să transferăm informaţiile de care dispunem (în speţă, deplasările la limită) 
asupra potenţialilor armonici B şi Pg. Prima problemă constă în deter- 
minarea coeficienţilor seriilor pentru B şi By; cea de-a doua, în studiul 
convergenţei seriilor astfel construite. 

Să începem prin a pune potenţialii lui Grodskii sub forma 


B=$B.,  B=$B, (2) 
k=0 k=0 


unde componentele lui B,, precum şi B;, sînt polinoame armonice de 
grad k. Introducind (2) în (1), vom serie 


ue Sua (3) 
k=0 
1 
pi a grăi da În) pal Bas 
i 75 TREE Pa alia DE eg tăi ) 


În formula (4), primii doi termeni din membrul al doilea sînt omo- 
geni şi de grad FE, iar ultimul este omogen şi de grad &k—2. Această deo- 
sebire va, fi justificată ulterior, Termenul mijlociu din membrul al doilea 
nu este un vector armonic. 

Să izolăm în u, termenii armoniei şi omogeni — operaţie pregătită 
prin raţionamentele din $ 2. Întrucît singurul termen nearmonie din (4) 
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apare în ambele expresii (2.5), (2.6), valoarea lui se capătă eliminind 
a div B, din aceste două relaţii. După calcule arii obținem 


e TB) + 


grad (z:B,)= — Ti e (8) + = 


+ = R? grad div B,, (5) 
2k — 
unde paranteza dreaptă din membrul al doilea este o componentă armonică 


şi omogenă de grad & a vectorului grad (7. B,). Introducind (5) în (4), 
vom scrie acum 


1 R2 
=U————— grad div B, + grad B,|: 6 
u, J Au d ai 1 RE .] ( ) 


unde am notat 


] 1 
U,=B + —— (i 
dci age (8 3) (7) 

Evident, U, este un vector armonic de îi . Dacă am cunoaşte 
valoarea sa la limită, ar rămine de rezolvat o problemă Dirichlet pentru 
ecuația lui Laplace pentru bulă — problemă a cărei soluţie este cunoscută 
Da indicația de la finele Ş 7-2 2, pag. 522; pentru detalii, vezi de ex. 

. Smirnov [2], vol. 3, partea 2, pet. 136). 

Pentru a transfera datele la limită — formulate pentru u, — asupra 
componentei sale armonice U,, este suficient să alegem B, în aşa fel, încît; 
paranteza din membrul al doilea din (6) să se anuleze pe frontiera bulei, 
fie ea R= B,. În principiu, lucrul este posibil, întrucît bula este un dome- 
niu convex (vezi $ 7.5). 

Primul termen din paranteza dreaptă considerată este omogen şi 
de grad k, dar nu și armonic. Pentru PR =, el ia valoarea (2k — 1)! 
Rh; (grad div B.) a=a,, care poate fi privită drept valoare la limită a 


vectorului armonic (2 — 1) 3 grad div B,, de componente de grad 
k — 2. Anularea parantezei drepte impune condiția 
grad Bi_a poa, > — (0k — 1)1 Rs grad div B, noa, (3) 


Întrucit ambii membri din (3) sînt valori la limită ale unor funcţii 
armonice în bula considerată, rezultă (în virtutea unicităţii soluției proble- 
mei lui Dirichlet pentru ecuaţia lui Laplace) că cele două funcţii coincid 
şi în bula de rază Rp, aşadar că, integrind, avem 


Bz — (0: —12I divB,. (9) 


Aceasta este o consecință evidentă a înlocuirii lui R2 prin RY în condiţia la limită. Rezul- 
latul justifică alegerea făcută în (4) pentru gradul polinomului provenit din Be. 

Acest raţionament constituie un exemplu de utilizare a rezultatului general al lui Eu- 
banks și Sternberg. El arată totodată justeţea ideii lui Papkovici (vezi $ 7.5, pag. 537). 
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Să introducem acum (9) în (6). Obţinem astfel 
u, =U, — DL/4(1 — v)(2k —1)] (2 — R)grad div B,. (10) 
Acum este momentul să facem uz de datele la limită : 
U az, =9 (0, 9). (11) 
În acest scop, să dezvoltăm vectorul g în serie de vectori sferici 
superficiali 


g(6;9) = 5 Y, (6,9). (2) 
k=0 


Desigur, pentru fiecare din cele 3 componente ale vectorului g și 
pentru fiecare indice &, obținem 2k& + 1 coeficienţi, (vezi (7.2.55)). Vom 
considera aceşti coeficienţi ca incluși în expresiile Y, (9, ș). 

Pe de altă parte, luind R =, în (10), obţinem 


u, lama, = U, paz, , (13) 
astfel că din (3) și (11)—(13) conchidem că 
x U, n-a d Y, (0,9). (14) 


În primul membru, apare o dezvoltare în serie de vectori armonici 
omogeni polinomiali pe sfera frontieră. Din proprietăţile cunoscute ale 
sistemelor de funcţii sferice superficiale (vezi de ex. A. Tihonov şi A. Sa- 
marskii (1), anexa 2, $ 2), egalitatea (14) este posibilă dacă și numai dacă 
termenii corespunzători sînt egali : 


U, no, Ye (0,9). (15) 
Solnţia acestei probleme la limită interioare este evident 
U, (i Mo 23)= (R/Ro) Y,(%7), (16) 


astfel că primul termen al expresiei (10) este acum efectiv cunoscut, 

Pentru a-l găsi pe cel de-al doilea, s-ar părea că trebuie să cunoaș- 
tem vectorul B,, aşadar să rezolvăm relația (7) ca ecuaţie în B,. În fapt, 
în (10) intervine numai div B,. Aplicînd operatorul div în ambii membri 
din (7), şi ţinînd seama de (2.8) şi (2.10), obţinem uşor 


div B, = ([2(2£ — 1) | — v)I/2G82& — DU — v) —l)div U,. (7) 
Introducînd această expresie în (10) şi făcînd uz de (3), deducem 


u=5 7 A = (Re — 15) ŞI rotet — 11 — v) — kgrad div U,, 
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unde a doua sumă are termeni ne-nuli numai pentru & > 2. Înlocuind 
aci pe k prin k + 2 și ţinînd seama de (16), obținem soluția problemei sub 
forma (compară cu $ 6.14 relativ la coroana circulară) 


n. 3; (R/Ro Y.(0,9) — 
k=0 
e grad div [(R/Ro?* Vesa (0, 9)] 


_ A (pa _ pay e SEA div [(h/ho) Yu (0, 9)], 18 
gi 2(2k + 3)(l—v—k—2 (18) 


OBSERVAȚIA, 1. Pentru ca seria (18) să fie efectiv soluţia problemei, trebuie să se 
demonstreze că ca converge și că suma ei este de clasă C?, rezultat fără de care algoritmul de 
mai sus rămine formal. Problema este similară celei din $ 6.14, pp. 442 — 445, 

Convergenţa seriei din (12) este aci asigurată dacă g = g (0, ș) salislace condiţiile din 
$ 7.2, pag. 522. Aceasta asigură mal departe convergența primei serii din (18) pentru RR. 
Dar pentru a demonstra convergenţa celei de a doua, sint necesare noi condiţii pentru vectorul 
9, de unde să urmeze evaluări analoge cu (6.14.42) — (6.14.49). Chestiunea nu e încă elucidată. 


Merită totuşi de remarcat că metoda conduce la o soluţie convergentă chiar pentru date 
la limită ce nu satisfac nici pe departe astfel de condiţii de regularitate. (Vezi de ex. A. Lurie 
[4], $$ 6.7 şi 6.8; compară mai sus cu observaţia din $ 6.14, pag. 444.) 


OBSERVAȚIA 2. Odată demonstrată convergența seriei de mai sus, orice sumă parțială 
a ei poate [i privită ca soluție aproximativă a aceleiași probleme. 


OBSERVAȚIA 3. În $ 7.2 am văzut că aceeaşi funcţie Y, permite să construim două funcţii 
armonice : RY, și R*1yY,, dintre care a doua este analitică în exteriorul oricărei sfere cu cen- 
trul în origine. Aceasta permite rezolvarea problemei lui Dirichlet pentru spațiul elastic cu o 
cavitate sferică, prin simpla înlocuire a lui k prin —k—1 în toate relațiile de mai sus. Pentru 
domeniul mărginit de două sfere concentrice Sg, S$,, rămine de suprapus o soluţie corespunzind 
exteriorului sferei interioare S, şi una care corespunde interiorului sferei exterioare S ; coefi- 
cienții se determină din cele două condiţii la limită, scrise pe Se şi S,. 


$4. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU BULA ELASTICĂ 


Spre deosebire de cazul plan, problema lui Neumann în €, trebuie 
rezolvată de obicei pe căi deosebite de cele urmate în problema lui Dirichlet. 
Soluţia Imi Lurie în problema pentru bulă prezintă tocmai avantajul unei 
strînse analogii cu cea din problema lui Dirichlet : și în acest caz soluţia se 
caută sub forma (3.1) — (3.4), se separă componenta armonică a expre- 
siei ale cărei valori la limită sint date, şi aceasta conduce din nou la anu- 
mite probleme Dirichlet pentru ecuaţia lui Laplace. Dar această separare 
nu se mai efectuează în expresia relativ simplă (3.4) : aci trebuie să scriem 
vectorul tensiune prin intermediul funcţiilor B şi B,, și abia în expresia 
acestuia să izolăm componenta armonică. 
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Să începem prin a exprima e, prin intermediul lui B, şi B! ,. Vom 
face uz de (7.1.9), unde este comod să ţinem seama de (7.2.4): 


e, (u) =2u|sa — 2v)in divu + (n- grad)u + = n xrot a] (1) 


Va îi suficient să calculăm vectorul tensiune pe o sferă, aşadar pen- 
tru n = 2/R, astfel că (1) devine: 


8 d, (u) = v(l — 2v)izdivu + (z-grad)u + 
U 


+ z xrotu . (2) 


'Pinînd seama de (3.1) — (3.4), ne vom mărgini la a efectua calculele 
pentru 
1 
u, = B,— ————— grad (z-B, + B_.). (3) 
4(1 —v) 


Pentru a introduce (3) în (2), vom calcula mai întii 


divu,= = 2) 4 i div.B, (4) 


(unde am ţinut seama de (7.4.9)). Mai departe, din (3) urmează 
rot u,=rot B,. (5) 


Cantitatea (x-grad) u, se calculează ținind seama de (2.9) şi de 
faptul că primii doi termeni din membrul al doilea din (3) sînt funcţii 
de grad k, iar al treilea este de grad 4 — 2: 

(z- grad) u, = kB.— ze eff grad (x-B,) — 
4A(1 —») 
| 


a eee ziar usa d B? |: 
ay ) grad B (6) 


Introducind acum (3) — (6) în (2), obţinem pentru n =a/R: 


cat age pie bec 
2u. 2(1 —v) 4 (1 —v) 
1 


4») 


k grad (z- B,) — 


(k —2) grad B_, + - exrot B,. (7) 
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Pentru a izola aci componentele armonice, vom observa că (2.6) 
duce la 


e div B.= — (0k:—1)1T(B)+ Qk — 1182 graddivB,. (8) 


Mai departe, pentru termenul grad (z-B,) dispunem de relația 
(3.5). În fine, pentru a calcula ultimul termen din (7), vom ţineseama că 


grad (z.B,)= (z-grad) B,+(B,-grad) e + a xrot B.+B, x rot a (9) 
(vezi de ex. N. Kocin [1], $17, pet. 1). Or, avem pe rind 
(z-grad) B.—x,B..=kB,, rotz=0, 
(B.- grad) z= BB, (î; 2),.= Bu i=B,, 
astfel că (9) conduce la 
zxrot B, = grad (z-B,) — (+ 1)B,. (10) 
Introducînd acum (8), (10) și (3.5) în (7), obţinem 


A Rota) =, ———Î— (82) ((28—1)-18i prod div B, + 
2u 4(1 —») 
+ grad Bt], (11) 
unde am notat 
Li k — 2 + 2v 
Mese (Îi De II EA, 
> | ) 0 ek 1) (B,) + 


k(1 — 29) —2+ v 
2(1 — v)(4%2 — 1) 


Evident, H, este un vector armonic de grad 4, iar descompunerea 
(11), (12) este analogă cu (3.6), (3.7), şi poate fi utilizată în acelaşi mod. 
Mai mult, se vede că paranteza dreaptă din (11) coincide cu cea din (3.6), 
astfel că toate raționamentele din $ 3, pag. 571, relative la determinarea 
scalarului B?_,, rămîn valabile. 

Putem face uz acum de datele la limită de care dispunem : 


e,(u) pop, =1 (0, e). (13) 


În acest scop, vom dezvolta vectorul Rof(0, 9)/2 p (compară cu 
primul membru din (11)) în serie de vectori sferici superficiali 


1 % 
2 Ro [(0, e) e Y,(6, e). (14) 
Mai departe, alegind pe B:_, sub forma (3.9), din (11) urmează 


T(B.). (12) 


1 
zu Ro,„(u,) poa, = Han (15) 
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astfel că din (3.3) și (13) — (15) deducem 


X Hela-z, = XY,(6, 9). (16) 
În deplină analogie cu (3.15), putem serie H,|,_ n, Yu Și deci: 
Hz La 3) = (BIR) Y,(6, 9). (17) 


Cu aceasta, componenta armonică H, a expresiei (11) este deter- 
minată. Pentru a o găsi pe cea ne-armonică, este suficient — ca și în $3 — 
să calculăm div B,. În acest scop, vom aplica operatorul div în ambii 
membri din (12). Ţinînd seama de (2.8) şi (2.10), deducem uşor 


div B, = ([2(1— (2 — 1992 — (U — 299) + 1 — vdivH,. (18) 


Introducînd în fine (3.9), (17) și (18) în (11), înmulţind cu 2yu/& şi 
sumînd în raport cu k, obținem 


o„(u) =2uR-1 Y (RIRYY (0, e) — 


k=0 
— Du — BR) Ş (e — 20001 — (1 — 29 +1 — vI)x (49) 


x grad div [(R/Ry)Y.(0, 9)]- 


Cu aceasta, dispunem deci de valorile e,(u) pentru n = /R, aşadar 
numai pe stere concentrice de raze R < Re. Cunoaşterea componentelor 
tensiunii nu rezultă de aci, astfel că ecuaţiile fizico-geometrice nu pot fi 
integrate. 

De aceea, vectorul armonie H, odată determinat în (17), să ne fixăm 
atenţia asupra rezolvării relaţiei (12), privită ca o ecuaţie în raport cu B,. 

Formula, (18) dă imediat div B, ca funcţie de H,. 

Aplicînd operaţia rot în ambii membri din (12) şi ţinind seama de 
(2.7) şi (2.11), căpătăm mai întîi 
L (k —1)rot B, 4 AU 2D 22 a x grad div B, =rot HI, (20) 
2 2(1 —v)(2k — 1) 


şi mai departe, introducînd aci div B, din (18): 


rot H, aa bit z X grad div n. (21) 


rot B, = | 
k—1l k2 — (1—2yk+l—v 


Formulele (18) şi (21) dau divergenţa şi rotaţionalul vectorului B, 
prin intermediul vectorului cunoscut H,, ceea ce ar permite să se exprime 
B, sub forma unei sume de potenţiali newtonieni (vezi de ex. N. Kocin 


[1], $19). 
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În fapt însă, vectorul B, poate fi obţinut fără nici o operaţie de 
integrare. În acest scop, să introducem în (12) expresiile K(B,) din (2.5) 
(unde vom fi înlocuit pe grad (2: B,) cu ajutorul formulei (10)), şi T(B,) din 
(2.6). În felul acesta, vectorul H, va apare ca sumă a unor termeni de forma 
Bz xrotB,, x div B, şi R? grad div B,. Calculind al doilea termen 2 x 
rot B, cu ajutorul relaţiei (21), vor apare mai departe termeni de forma 
z X rot H, şi a X (2 x grad div 11,) ceea ce, după efectuarea dublului 
produs (vezi de pildă (7.8.30)), conduce la termeni de forma z(z- grad 
div H,) =—(k — 1) z div H, (întrucît div H, este un polinom omogen de 
grad k& — 1), şi la termeni de forma RR? grad div H,. Calculind al treilea 
termen z& div B,, obţinem cu ajutorul relaţiei (18) un termen de forma 
x div H,. În fine, cel de al patrulea termen PR? grad div B, va da, în virtutea 
aceleiaşi relaţii (13), un termen de forma R? grad div H,. 

În definitiv, relația (12) capătă astfel forma unei expresii liniare de 
legătură între vectorii 


H,, B, x xrotH,, zdiviH,,şi RgraddivHl,. 
Efectuind calculele — obositoare, dar elementare — deducem 


Laue NEI SI eat E ae 
E (3 —4v — ih) == 


ARES fot Si ete Ap ar 0) die dia 
(1 — v) [k2 — (1 —2v)k4+1—v] 


+ (vw) (k — 2) + (2k—1) (2—2v—k)y R? grad div n. | (22) 
(1 — v)(k — 1) [k2— (0 —2v)k +1 —v] 


Dat fiind că vectorii H, sînt cunoscuţi sub forma (17), am obţinut 
— fără nici o operaţie de integrare în plus — vectorii B,. 
Introducind acum (3.9) în (3.4) vom avea (compară cu (3.10)!) 


u, =B, grad (z-B,) + n 


Tape (2: —1) Ri grad div B.. (23) 


4 = v) 


Să punem aci termenul grad (z-B,) sub forma ce rezultă din (10), 
aşadar conținind un termen de forma z x rot B, şi un altul de forma B,. 
Mai departe, să introducem în (23) vectorul B, din (22), vectorul z x rot B, 
rezultînd din (21), şi grad div B, ce decurge din (18). În expresia finală a 
vectorului u, vor apare deci aceiaşi termeni ca cei din expresia lui B,, 
plus un termen de forma R3 grad div H,, provenit din ultimul termen din 
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(23). Calculind coeficienţii cu care toţi acești termeni intervin în expresia 
finală a vectorului u,, se obţine 


4 1 (Î—dj td —j 


u, =—H, ———— e Xxrot H a gdivH, 
k (he — 1) i în PE 2087, Re 7 Mc Dat aul îi 
2ky — v+l j 
e Ri grad div H, — 
ÎI PE E iei ay E . 


R2 — RE : 
Pi a ti PER APE Elua (24) 
2[12 — (1 —29)k4+1—v] 


Cu aceasta, soluţia este efectiv cunoscută sub forma 
[e să 
u= up, (25) 
k=0 


unde H, sînt daţi de (17), iar Y, — de (14). Singurele operaţii de integrare 
sint cele necesare pentru dezvoltarea în serie a datelor la limită. 


OBSERVAȚIE, Ca şi pentru problema lui Dirichlet, chestiunea convergenţei rămine des- 
chisă. Reţinind în (25) un număr finit de termeni, se obține și aci o soluție aproximativă a 
problemei lui Neumann. 

Aceeaşi tehnică poate fi folosită pentru a rezolva problema lui Neumann pentru spațiul 
elastic cu o cavitate sferică (pentru aceasta, trebuie să inlocuim peste tot indicele fe cu —ik—1), 
precum şi pentru domeniul mărginit de două. sfere concentrice (aşa numita „problemă a lui La- 
me”, a cărei variantă plană a fost examinată la finele $ 6.14). 

Făcind raza sierei interioare să tindă la zero, și a celei exterioare, la intinit, se pot obţine 
soluţii ale problemei spaţiului elastic supus unor acţiuni mecanice concentrate de natură mai 
complicată decit forța concentrată. (Vezi de ex. A. Lurie [4], finele cap. 8.) 

Aceeași soluție rezolvă și problema concentrării tensiunilor în vecinătatea unei cavi- 
tăţi sferice (vezi $6, exemplul b). 

Analogia dintre modul de rezolvare al problemei lui Dirichlet şi 
al problemei lui Neumann este evidentă; totuşi ea nu merge atit de de- 
parte ca în cazul problemei plane, pentru a permite studiul de probleme 
miste cu date de tip Dirichlet pe una din sfere, şi de tip Neumann pe 
cealaltă. 


$5. CONDIŢII NECESARE DE EXISTENŢĂ A SOLUȚIEI 
PROBLEMEI LUI NEUMANN 


a) Condiţii de existență 


Aparent, formulele (4.24), (4.25) determină pe deplin vectorul 
deplasare u. Dar soluția problemei lui Neumann este cunoscută numai 
abstracţie făcînd de o roto-translaţie rigidă ; iar pentru ca această soluție 
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să existe, trebuie ca (dacă F = 0) forțele superficiale să formeze un sistem 
statie echivalent cu zero. (Vezi $ 4.4.) 

Să examinăm condiţiile impuse datelor la limită (deci funcţiilor Y,) 
pentru ca soluția să aibă sens, şi să găsim acele componente ale deplasării 
pe care relaţiile din $ 4 nu le determină. 

Pentru F =—0, condiţiile necesare de existență au forma 


(o. AS>0, | (1) 
9? 
fe x e(u) dS =0. (2) 


> 
Întrucit din (4.13) şi (4.14) urmează 


c,(u) lan, = 2uR! 5 Y,(0, 9), | (3) 
i=0 
relația (1) devine 
pu Rg! pi Y, (0, 9) 8 = 2u8, | ŞI Y.0, 9) 08, =0, (4) 
€ S, 


unde S, este sfera unitate S(0,1). Datorită ortogonalităţii sistemu- 
lui funcţiilor sferice superficiale, şi intrucit Y, (0, 9) = const., putem scrie 


Ș| Y(6, ș) 45, = 1/Fo4(6, ș) Șţ Yau(6, 9) Fo(0, e) 8, =0 (5) 
S Ss, 
pentru orice & =£0, și i, j =1,2,3. Prin urmare, (4) se reduce la 

(ao, e) as, =0, (6) 


S 
de unde, intrucit integrandul este constant, urmează 


Yo (0,9) =0. (7) 


Această relaţie are o primă consecință importantă : introducind (7) 
în (4.19), se vede că componentele tensiunii rămin mărginite în origine. 
Mai departe, introducind (3) în (2), obţinem 


uni x ro, as jz x E vulo, as, =0. 6) 
9? S, 
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Dar pe sfera $, vectorul z este, evident, un vector sferic superficial 
de ordinul 1, astfel că (8) se reduce la 


Ș| z x Y„(0, 9) d8, =0. (9) 


S, 
Mai departe, întrucît pe $, avem a =, din (7.2.9) urmează: 


(2 x Y.d8, = fm x Y,d5, = ÎN rot [(2/R)YdV =0, (10) 
$, Ss, B, 


unde (R/R,) Y, este una dintre funcţiile regulate în bula unitate B, și 
care iau pe frontiera acesteia valoarea Y,. Întrucît din (4.17) avem 


H, = (RR) Yu, (11) 
relația (10) conduce la condiția 


(|| rot H, dV =0. (12) 


Or, vectorul II, este un vector omogen de grad 1, așadar de rota- 
țional constant, astfel că (12) conduce la 
rot H, =0, (13) 
ceea ce este echivalent cu 
H, = grad h(a, fa 23) (14) 


unde h trebuie să fie un polinom omogen de gradul al doilea : 
1 
h(2,; as %3) a 3 hey P09 hay = me (15) 


Relaţiile (7), (11) şi (14) arată astfel că datele la limită trebuie să 
satisfacă condiţiile 


Ye = 0, Y, — (RR) grad Î lan, . (16) 


Orice vector Y, fiind definit de 3(2k + 1) constante, urmează că 
prima relaţie (16) este o condiţie de anulare a trei constante ; polinomul 
fiind la rîndul său definit de 6 coeficienţi, a doua relație (16) revine la a 
reduce cele 9 constante ce definesc pe Y,, la numai 6. Relaţiile (16) repre- 
zintă deci 6 condiţii impuse coeficienţilor termenilor constant și liniar 
ai dezvoltării în serie a datelor la limită. 


Să trecem acum la studiul expresiilor (4.22) ce definesc vectorii 
B, (LL. Solomon |[7)). Evident, ele nu au sens pentru k =—0, k =1. Ne 
vom opri ulterior asupra determinării vectorilor By, B,. 
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Pentru & >1, dacă am avea k2— (1 —2v) k+1l—v =0, ar 
urma y = —(h2 — k + 1)/(2k — 1), ceea ce ar conduce la valori v<0 
lipsite de sens. Pe de altă parte, dacă am avea 3 — 4v — k =0, am obține 
y = E” — A k, unde singura valoare posiblă este v = 0,25, eorespunză- 
toare lui k =2. Prin urmare, în acest caz vectorul B, nu poate fi deter- 
minat, 

Aceasta nu este o nedelerminare aparentă în (4.22) : factorul (3 — 4v — k) apare la numi- 
torul întregii expresii din membrul al doilea, așadar el este coeficientul lui B, în expresia liniară 
despre care am vorbit înainte de (4.22), expresie din care B, lipsește dacă v — 0,25. Întrucit 
paranteza dreaptă din (4.22) nu e identic nulă pentru v = 0,25 şi k = 2, rezultă că este impo- 
sibil de a găsi soluţia pe această cale. Faptul nu e surprinzător : teorema lui Eubanks și Sternberg 
iși pierde valabilitatea pentru v = 0,25, şi nu mai garantează posibilitatea de a reduce numărul 
funcțiilor lui Grodskii de la 4 la 3 — reducere admisă odată cu (3.9). 


Fie acum v =£ 0,25. În acest caz relația (4.22) are sens pentru toţi 
k > 2, şi ne rămine să găsim B,, B,. Scriind (2.5), (2.6) pentru k =0, 
k =1, găsim 


n (B) = — grad (x + B) = — Bu, 
K (B,) = —3 grad (4. B,) +2azdiv B,, (17) 
T(B)=0, T(B)=—zdivB,. 


Introducînd aceste valori în expresia (4.12) scrisă de asemenea pen- 
tru k =0, k =], obţinem 


1 1 
— a Ba) =H, (18) 


— NUI — 2912 (1 — 9) K(B) — (U + v)6 4 —vIT(B) = AH. (9) 
'Ținind seama de relaţiile (4.17) şi (7), avem desigur 
N, =0; (20) 


introducind acum prima relație (17) şi valoarea (20) în (18), obținem 
identitatea 0 = 0. Prin urmare, vectorul B, nu poate fi determinat din 
cunoaşterea lui HI, —0, corespunzător la rindul său condiţiilor necesare 
de existență a soluției. Altfel spus, oricare ar îi datele la limită în tensiuni, 
vectorul B, nu intervine în aceste date, și deci el poate fi ales arbitrar. 
Pentru a determina vectorul B,, să introducem a dona şi a patra 
relație (17) în (19); ținind seama aci de (4.13) și de (14), deducem 


[(1 —2v)/4(1 — wlgrad (z-B,) = grad h — [v/(L + v)] e div grad. (21) 


pe Întrucit vectorul B, este cunoscut (ca și Y,) prin darea a 9 constante, 
iar în membrul al doilea din (21) apar numai 6 constante cunoscute, re- 
zultă că B, nu poate fi determinat pe deplin. 
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Într-adevăr, din (15) avem 


grad hi =h, zi, div grad h =h,. (22) 
Pe de altă parte, vectorul B, are forma 
B, =b,x.i, (23) 
(eoeticienţii D, nu sint simetrici). Obţinem deci pe rind 
grad (e-B,) = î, (6, 22) = (bu + Du) 2 în (24) 


astfel că ecuaţia (21) devine | 
(Bu + ba) zii, = IL — v)HL — 299] Lg eei, — v( Lo) hai, (25) 


ceea ce dă imediat cele 6 sume 0, + D,. Acestea sint singurele relaţii între 
B, şi H],. Prin urmare, constantele b,, sint determinate numai pentru î =)j; 
constantele b,, (i £ j) rămîn necunoscute, şi supuse numai condiţiei cu 
sumele b, -+ b,„ să aibă valori date. Acestea din urmă nu se schimbă dacă 
adăugăm lui B, un vector B, de componente 


Bu = — (sta + (ata, | Bia = dati — Qlay Bis = — dat + ata, (26) 
„ceea, ce, notind cu q vectorul de componente (4,, 92; 03), se serie 


Prin urmare, B, poate fi determinat numai abstracţie făcind de un 
termen B,, care poate fi adăugat lui B,, fără a altera datele la limită. 
Mai remarcăm că cunoaşterea sumelor 3, + b, fără cunoașterea termeni- 
lor d, în parte, face imposibilă calcularea expresiei rot B, — ceea ce era 
de prevăzut, întrucit (4.21) nu are sens pentru & =. 

Să facem acum uz de expresiile lui B, și B, pentru a determina up 
şi u,. Se înţelege că trebuie să revenim acum la (4.23). Întrucît B, este 
constant, deducem mai întîi 


up = [(3 — 4/4 — Bo, | (25) 


astfel că u, rezultă a fi un vector constant arbitrar. 

Pentru k = 1, vom calcula aci numai componenta corespunzătoare 
vectorului B,. (Componenta care rămine efectiv în expresia finală u, 
se găseşte pornind de la formula (23) pentru B,, unde sumele d, +2, 
decurg din (25).) Din (4.23) şi (27) obţinem deci: 


u =Qxa— E 27 grad [x - (q x 2) +orad div B.]; 
AU — v) 
întrucît produsul [a - (q x &)] şi scalarul div B, sînt nuli, deducem 
ti =gX a (29) 


Dacă v = 0,25, soluţia este deci determinată abstracţie făcînd de 
o roto-translație rigidă. 
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b) Gradul de arbitrar al funcțiilor lui Grodshii 


Cele de mai sus clarifică chestiunea gradului de determinare a celor 3 
funcţii ale lui Grodskii într-un corp mărginit 77, pentru v=£0,25 (compară 
cu $ 6.9). Anume, fie că în 7” este realizată starea de tensiune nulă. Con- 
siderind o bulă cu centrul în a și conținută în 7”, şi rezolvînd pentru ca 
problema lui Neumann cu date la limită nule, conchidem că B este suma 
unui vector constant B, cu un vector q x , unde q este constant. Alegînd 
o altă bulă conținută în 7” şi avînd puncte în comun cu cea dintii, rezultă 
că vectorii Ba şi gq sint aceiaşi pentru ambele bule. Întrucît în virtutea 
teoremei lui Borel şi Lebesgue (vezi $ A.3, pag. 694) putem întotdeauna 
uni două puncte interioare ale oricărui domeniu 77, situate la distanţă 
finită, printr-un lanţ finit de asemenea bule, rezultă că vectorii B, şi q 
sint aceiași peste tot în 7”, aşadar vectorul B care realizează starea de ten- 
siune nulă are torma prescrisă mai sus. 

Vectorii ce realizează starea de deplasare nulă trebuie aleși evident 
printre cei de mai inainte, așadar printre vectorii ce caracterizează roto- 
translaţii rigide. De aci rezultă că ei sint nuli. 

Prin urmare, în cazul v =£ 0,25, vectorul lui Grodskii A ce realizează 
reprezentarea (7.5.3) prin trei funcţii armonice este determinat în cazul 
problemei lui Neumann numai abstracţie făcînd de o componentă 
B, -+ qx a. În cazul problemei lui Dirichlet, el este deplin determinat. 

Deosebirea faţă de cele spuse relativ la gradul de determinare al funcţiilor lui Kolosov 
și Mushelișvili se explică prin deosebirea de structură dintre reprezentările deplasărilor (7.5.3) 
şi (6.7.12). În particular, gradul de arbitrar de care dispunem în această din urmă formulă se 
datorează prezenţei a două funcţii complexe sub formă nediferenţială, de unde rezultă aparitia 
a 4 constante reale disponibile, pentru numai 2 componente ale deplasării. 


$ 6. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU DOMENII MĂRGINITE 
DE O SFERĂ. EXEMPLE 


Întrucit calculele efective, după formulele din $$ 3—5, sînt în general 
voluminoase, ne vom mărgini la a prezenta două exemple simple, sufici- 
ente totuși pentru a clarifica rezultatele generale. Pentru mai multe deta- 
lii şi pentru alte exemple, de natură mai complexă, vezi A. Lurie [1], 
capitolele 6 și 8. 


a) Bula elastică supusă la presiune normală pe frontieră 


Condiţia la limită a problemei este evident 


0 (i) |a-a, = — Pun = — P(zIRo)|e-n, (1) 
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Din formulele (4.13) — (4.17) avem mai întii 
1 1 
— Bo 0,(u)|a=n, = — — P Ro (Ro) |a-n,: (2) 
2u 2, 
aste! că datele la limită se reduc la un singur termen de forma Y,(0. &). Prin urmare, avem 
1 
H, = (RR) Y, = —— Pe. (3) 


2u 


Întrucit din (5.14) rezultă că HI, — grad h, și ținind seama că 2 — grad (x-a), 
deducem 


1 . EL] i] 
h= — — P(zj +23+23), (4) 
4u 
de unde, în notaţiile din (5.15): 


Ry = cepe Didi (5) 
2u 
Introducind aceste valori în (5.25), obținem 
(0, + bi)zi, = — 210 — AL + ul Pai, 
de unde 
b, = — MU — N + ul PG, (6) 
astfel că vectorul B, se scrie sub forma (5.23): 


B, = — (0 — (la vulPa. (7) 
Introducind această expresie în (1.23), obținem soluția 


u=u, = —((1 — 2v9)/2(1 + vu] Pa. (8) 


Dacă — cu titlu de verificare — introducem (8) în (4,1), căpătăm — pentru n = 2/Ry — 
tocmai valoarea din (1). 

Remarcăm că utilizarea formulei (4.24) — valabilă numai pentru k > 2 — ar duce la 
un rezultat greșit, independent de faptul că din (3) urmează rot HZ, = 0. 


b) Spațiul elastic cu o cavitate sferică cu frontiera liberă. 
Concentrarea tensiunilor 


Acesta este analogul tridimensional al problemei din $ 6.16, exemplul f. Ne vom mărgini 
la un singur caz de solicitare la infinit, de pildă cazul of = P. 

După cum am arătat la finele $$ 3 şi 4, soluţia problemei exterioare se obține direct din 
cea a problemei interioare, înlocuind indicele k prin —k-—1, şi ţinind seama că Y, = Yu 
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În absența cavităţii, starea de tensiune iniţială în £, este dată evident de componentele 
(notate cu un indice (î)) 


ti i i Li 
d = P, aţi = aţi= sţi = aţi = aj =0 o) 
Pe frontiera cavităţii de rază R = R, avem o; = ji n de unde 
i sai tu si află i 
sti) on, — Ph > PCR) lan ali! | PO = ovi pag, = 0: (10) 


Pentru ca această frontieră să fie liberă, trebuie deci să rezolvăm problema spaţiului 
nemărginit cu o cavitate sferică de rază R = R,, solicitat de sarcina 


6, la-a, = — P(ZIR) aa, Î, = — Pi, sin 0 cos ș, (11) 


şi să adăugăm soluţia corespunzătoare acestei stări perturbatoare, notată cu un indice (p), 
la soluţia (9). 


Ca şi în exemplul precedent, al doilea membru din (11) conţine numai luncţia Y, , astiel 
că soluţia va depinde de determinarea funcţiei H_p. Avem mai întii 


1 1 > 
— RO? pop, = — — PR sin 0cos e = Yu (12) 
2u 2u 


de unde, folosind formula (4.17) (în care am înlocuit k prin —k-—1 şi am luat apoi k= 1), 
obţinem 


= 1 1 3 Răi 
H_, = (3 /RD| — — PR, îi, sin Ocosp| = — — P(RIR)i, zi, 
2u 2 
ceea ce se va nota 
Ă 
H_p=——PRg, q=IRWi,. 49) 
2u 


În felul acesta, formula (4.24) (unde k este înlocuit prin —k—1, pentru k = 1) devine 


12) == (p) == E R> zf — — — az 
u'=ufs PRIg + x X rot gg — (4 — 10v)(7 —5viadivg + 
4u 3 


1 
+ —(5v— D (7 — 5971 RE grad div q + (7 — 51 (R2 — R?) grad div a (14) 
3 


Pentru a efectua calculele, din (13) obţinem pe rind 
div q = R73—3x2 RS,  rotq = — 3R5 (pia — uta îs), 
grad div q = 3R7? [(2a2 — 3x33 — Sad), + 422 — 2 — di) (aa + za), (15) 


& x rot g = 3R35 [x (2 + 20), — ss —astal, 
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<cca ce conduce la soluția 
1 Ei] î. - E] L.] 
aat>! = pe P ni (R-3a, LĂ + R”3 [ir (z3 + 13) îi i i Xa Îa ut Ti Ta îl _ 
i 
— (4 — 10) (7 — 5 1(R2 — 3R-5 ai) (n În + Za + ads) + 
+ [5v = D(7 — 5971 R-5+ 3(7 — 5) 1 RT? (R? — RD] |Qz: — 3 — 3ai) d, + 
+ ai — ai — 33) (aa + 23851). (16) 


Separind componentele după direcţiile î,, îş. îs, se obțin deplasările 0, ul, up”. 

Să caleulăm acum componentele tensiunii, mărginindu-ne pentru simplitate la a deter- 
mina componenta at?) în punctele z, = x, = 0, așadar în punctele situate pe axa Ox, care este 
intersecţia planului orizontal (ecuatorial) cu planul perpendicular pe direcția sarcinii la infinit 
(Compară cu $ 6.16, pag. 4158). În acest scop, vom calcula cu ajutorul formulei (7.1.9) vectorul 
tensiune pentru un element de normală n = î,. Formulele (4.4) şi (4.5) rămin valabile, astfel 
că avem 


1 
div a? = —(1 — 29(1 — vw) tdivB_ş rotu?, =roB_ş, (17) 
2 


Mai departe, făcind uz de formulele (1.18), (4.21) (pentru & înlocuit prin —4—1 şi unde 
luăm k — 1), obținem 


div B-g = — 10(1 — (7 —5wyldiv .. 


o (18) 
rot B_, = — — lrot MI + (1 — 5) (7 —5v) 22 x grad div 1] |, 
3 
astfel că (17) devine 
div ua? — — 5 (1 — 2y)(7 — 5) div il _s. rotu!?, = rotB_,, (19) 


1”  Râmine de calculat derivata normală 2?!, așadar derivata u?! în punctele 2, = 2 =. 
Toţi termenii din (16) ce conțin Aa sau 2, în factor dispar aci, asifel că, ținind seama că acum 
Avem Xa = R, căpătâm 


plecam at — 591 PUREIR VA — 155 + 0 (RER) în (20) 
Introducind (13), (15), (19) şi (20) în (7.1.9) seris pentru 2 = Î, avem în definitiv 
e,(u'2) |, i-o = d) E — 5) (7 — Bv) + —G — dy)! are) AR (20) 
ccea ce dă imedial pe cj (şi desigur şi valorile aj = 03 —0). 


Tensiunea o, tolală care apare în punctele axei Oz, se obţine prin suprapunerea valorilor 
iniţiale din (9) și a celor perturbaloare din (21): 


1 9 . 
sum P h + (19/R3) Fi (4 —5v) (7 — 5914 r3 (7 = 5! ase] (22) 
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$ 6 
Caleulind valorile raportului o/P în diferite puncte ale axei 0z,, obţinem (pentru 


y = 1/3) tabelul: 


RIR, 1,0 1,5 2,0 3.0 


sul P | 2:06 | 1,18 | 1,06 1,01 


Comparind acest tabel cu cel din $ 6.16, pag. 159, vedem că coeficientul de concentrare 
al tensiunilor este mai mic, iar fenomenul are un caracter mai localizat decil în analogul 
bidimensional al aceleiaşi probleme, Acest din urmă fapt rezultă şi din compararea lormuleler 
(22) și (6.16.38) : termenul perturbator scade cu putereu a treia a razei în £, și numai cu puterea 


a doua în Ga. (Vezi și $7.1, pag. 512) 


CAPITOLUL 9 


PROBLEMA SEMISPAȚIULUI ELASTIC 


$ 1. GENERALITĂŢI 


Problema echilibrului semispaţiului solicitat de o sarcină aplicată 
pe planul său frontieră are o mare importanţă practică, ca punct de por- 
nire în studiul fundațiilor, în problema contactului corpurilor elastice şi 
altele. O primă soluţie (prin dezvoltări în serie) a acestei probleme a fost 
dată încă în 1828 de către G. Lame şi B. Clapeyron. La finele secolului 
XIX, ea a fost reluată de către J. Boussinesq [2] (vezi şi A. Clebsch și 
B. de Saint-Venant [1], nota finală la $ 46), V. Cerruti [1] şi H. Hertz 
[1]. Au fost asttel obţinute soluţii pentru sarcini concentrate şi reparti- 
zate, normale sau nu la frontieră, pentru diferite tipuri de domenii de solici- 
tare. G. Lauricella [2] a studiat în detaliu problemele la limită tundamen- 
tale, inclusiv două variante ale celei de a patra probleme fundamentale. 
V. Cervuti [2] a considerat chestiuni similare pentru domenii infinite 
a căror tronţieră este o suprafaţă deschisă, dar nu un plan. (Pentru trans- 
miterea forţelor concentrate pe frontiera unor astfel de domenii, vezi 
lucrările citate la finele $2.1, pag. 65). Metoda lui C. Somigliana [5 ]a permis 
să se treacă la studiul problemei semispaţiului solicitat în puncte interioare. 
Pentru generalizarea la cazul semispaţiului a unor anumite metode utili- 
zate în problema plană, vezi E. Obolagvili [1]. 

În ce priveşte chestiunile de dinamică, menţionăm aci problema deosebit de importantă 
a propagării undelor care se amortizează spre interiorul semispaţiului (unde Rayleigh). Asupra 
acestui subiect, vezi de exemplu W. Nowacki [1]. capitolul 11; C. Pearson [2], capitolul 9; 
vezi încă indicaţiile din $ 4.12, pag. 163—164. 

În cele ce urmează vom prezenta pe scurt problema (teoretic simplă, 
şi de mai redusă importanță) a lui Dirichlet pentru semispațiul elastic, 
unde soluţia se obţine cu ajutorul reprezentării lui Trefttz. Vom trece apoi 
la studiul problemei lui Neumann, unde această reprezentare a fost împinsă 
pe al doilea plan de către cea a lui Grodskii. (Vezi A. Lurie [1], cap. 2.) 

Nu putem decit să menţionăm aci rezultatele importante obținute datorită metodelor 
operaţionale (vezi 1. Sneddon [1], cap. 9 și 10; 1. Sneddon şi D. Berry [1], $$64—66 — pen- 
tru variantele plane şi axial-simetrice ale chestiunii ; vezi şi BR. Muki [1], [2] pentru cazuri 
în care simetria axială este absentă). 

Amintim încă problema stratului elastic (domeniu mărginit de două plane paralele), 
care foloseşte ca punct de plecare rezultatele din problema semispațiului, și conduce la studiul 
importantei probleme a plăcilor groase. (Vezi A. Lurie [4], cap. 3 şi 4 ; vezi de asemenea I. Ufliand 
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[2], cap. 7 şi 8 pentru stratul elastic, şi cap. 9—15 pentru semispaţiu, cu utilizare sistematică 
a transformărilor integrale ale lui Hankel şi Meller-lock.) 
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'Ținînd seama de rolul special al uneia din coordonate, vom folosi 
în general pentru coordonate notaţiile x, y, 2, iar pentru versorii axelor, 
notaţiile î, j, k (Vezi şi $ 1.1, pag. 33). 

Să căutăm soluţia regulată a problemei lui Dirichlet pentru semi- 
spaţiul 2 > 0, pentru PF =0, sub forma ce rezultă din (7.4.18): 


u=B-+ zgradh, (1) 
unde, după cum urmează din (7.4.3) și (7.4.20), avem 
AB =0, (2) 
Ah =0, ha=—nxnldivB, x =3—4w, (3) 
iar vectorul deplusare ia valori cunoscute pe planul frontieră z=0: 
u (2,9, 0) =g(4,y). (4) 


Analiticitatea soluției impune continuitatea funcţiei g. Pentru ca 
relațiile de regularitate (7.6.18) să fie verificate, componentele lui g, pre- 
cum și ale derivatelor sale cu ajutorul cărora se construiesc componentele 
tensiunii pe frontieră, trebuie să le verifice de asemenea. 

Introducind expresia (1) în condiţia (4), obţinem 


B(z, y, 0) =g(r,vy), (5) 


astfel că fiecare din componentele lui B(z, 9, 2) este soluţia cite unei pro- 
bleme Dirichlet pentru ecuația lui Laplace. Acest mod de a aborda problema 
justifică alegerea făcută în $ 7.4, pag. D27, pentru vectorul de corecție. 

Pentru ca soluţiile problemelor (2), (5) să existe, este suficient ca 
funcţiile ş,, ga» 9 Să fie continue şi absolut integrabile pe planul frontieră. 
Vectorul B poate îi considerat deci cunoscut. 

Mai departe, ecuaţiile (3) conduce la problema determinării unei 
funcţii armonice h dacă valoarea derivatei sale hi este cunoscută. Calea 
cea mai simplă de urmat constă în a scrie div B sub forma derivatei în 
raport cu z a unei funcţii armonice, după care funcţia h se obţine imediat. 
Aceasta este principial posibil numai pentru anumite tipuri de domenii, 
printre care însă şi semispaţiul. (Vezi M. Slobodianskii [1].) 

Să căutăm deci soluția regulată (în sensul din (7.2.13)) a unei pro- 
bleme Dirichlet pentru ecuaţia lui Laplace în semispațiul 2 > 0, sub forma 
unui potențial de dublu strat (7.2.38): 


B(z,y, 2) = Ș| (cos 2 RH (E, m) 40. (6) 
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Amintim că a este punctul de observaţie, aparţinind semispaţiului 
z > 0 iar € şi a, sînt puncte aparţinind frontierei sale + =0. Normala 
ezlerioară n coincide aci cu sensul negativ ale axei 0z. Mai departe, avem 
din (7.2.14): 


si * 
R=r—E£, R=(2—56)+(y—p2+2%, e=(m—R), 


2 2 a afle, l (7) 
Ry =X9 —$, ho =(2o0— E +(yo— 1%, go =(m—Ro) să sa 
Întrucit avem cos e, =0, ecuaţia integrală (7.2.40) se reduce la 
2n H (Ze; Jo) =9(2o Yo); (5) 
astfel că soluția (6) se scrie 


B(7,y,2) =(Ukr) (| (cos ș/R2) g (£,4)dD. (9) 
Remarcind că avem 
z=R cos, (10) 


(vezi și ultima relaţie (7.2.23) pentru £,==3 =0), expresia (9) devine 


B(z, y, 2) = (UP) | [2 (E, 7)/R3% 40. (11) 


Soluţia are desigur același aspect pentru toate cele trei componente 
ale vectorului B, astfel că, ţinind seama de (5), căpătăm 


B (e, y, 2) = (/2m) (| [29(£, 1)/R*]4D, (12) 


ceea ce se poate scrie şi sub forma 


B(2,y, 2) = —(U2r) “N [9 (£, )/RJ40. (13) 


Pentru a determina h(z, y, 2) ne rămine să introducem (13) în (3), 
de unde 


(3 2) = (UP) div [| lg (E, m)/RIAD. (14) 
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Integrala (14) are forma (7.2.20) a unui potenţial de simplu strat, 
de densitate continuă şi absolut integrabilă pe frontieră. Prin urmare, 
h este eu siguranţă armonică. 

Problema este deci rezolvată. Soluţia (1) ia în fapt forma (7.12.9) 
pentru F =0. 

Dacă s-ar căuta soluția problemei (2), (5) cu ajutorul funcţiei lui Green, s-ar ajunge la 
aceleași expresii, Într-adevăr, funcţia lui Green pentru operatorul lui Laplace pentru semispaţiu 
este 


1 1 1 
ce:D- ÎS — SI 
4 |V(z— E + urc V (x — Erei 
(vezi de ex. A, Tihonov şi A. Samarskil [1], $ 4.4). Ţinind seama că pe frontieră avem G(z, y,z; 
E, 7 0) = 0, caleulind derivata normală în punctul de sursă 9G/9n =» —20G]8Y pe frontieră 
(aşadar pentru Ş = 0), şi introducind în (7.2.37), obținem din nou expresia (12). 

Din punctul de vedere al teoriei elasticităţii, problema este deci 
rezolvată. Dificultatea e redusă la a se calcula efectiv potenţialul din (12) 
— ceea ce nu se poate realiza însă sub o formă simplă decit în unele cazuri 
particulare. 


$ 3. PROBLEMA LUI DIRICHLET PENTRU SEMISPAȚIUL 
ELASTIC. METODA INTEGRALELOR FOURIER 


Vom expune aci o a doua soluţie a problemei, care permite scrierea 
funcţiilor B și h prin intermediul unor integrale Fourier. Ideea de bază 
(vezi deex. E. Trefttz [3], $33) stă în a găsi vectorul armonic B cu ajutorul 
formulei de inversiune a integralei duble Fourier (vezi (4.9.61)): 


Dea) = (lim? (LE m) exp Lia (08 (n—aaagaz ax. (4) 


Vectorul B se caută sub forma 


+2 
B (2,2) = (js &, E) exp (e + By + 72) dă dă, (2) 


unde funcţiile d, a, 3), (j = 1, 2,3), sint integrabile în orice porțiune măr- 
ginită a planului, și absolut integrabile pe tot planul. Un calcul simplu dă 


Bi =%B,, B,.a — ge B,, Bis =Y*:B,. (3) 
Pentru ca B, să fie armonică, e deci suficient să avem 


+ ep =0. (4) 
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Alegînd (pentru a, 6 reali) 
ă=ia , Did, Trag (5) 
condiția (4) este automat satisfăcută, iar (2) devine 
+a 
B (2, 9, 2) =($b (a, B) exp [i (+ By)-+e] dadg, (6) 


unde vectorul B este armonic, oricare ar fi b(a, 6) = b(ă, 3). 
Condiţia la limită de tip Dirichlet (2.4) se scrie acum 


+0 


g(2,y) = ($ o (o 8) exp (iaz + dy) da d. (7) 


“e 


Întrucît (6) determină pe deplin vectorul B prin intermediul lui b, 
aflarea acestuia din urmă din relaţiile (7) rezolvă problema. 

Înmulţind ambii membri din (7) cu exp (—ihz — iuy) şi integrînd 
în raport cu z, 4 între limitele — 0, + 00, obținem 


(9 (2,9) exp (— ina — ing) dzay =([b (a 6) exp [iz (a — 5) + 
+ îy (B— u)] da 8 dzdy. (8) 


Tinînd seama de (1), membrul al doilea din (8) rezultă egal cu 4x2b(3,p). 
Sechimbînd acum variabilele >, u cu z, 6, şi z, y cu E, 1, deducem 


b (a, 8) = (1]4x2) (j9(£, 1) exp (— iat —iBn) dă dm. (9) 


Introducînd (9) în (6) şi sechimbiînd apoi a cu — a și 8 cu —6, obţi- 
nem în definitiv vectorul armonic (vezi (5)) 
“+ ce 
B (2,2) =(z?) (9 (& n) exp Lia(E — 2) + 
+ îB (n — 2) A+ xyz] da dB dE dm. (10) 


'Ținînd seama de (1), se vede imediat că, pentru 2 =0, condiţia (6) 
este verificată. 
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Să trecem la determinarea funcţiei armonice h(z, y, 2) din ecuaţiile 
(2.3). Pentru aceasta avem mai întîi din (10) 


div B = — (itm?) (ÎÂ| go (£» n) exp (ia (5 — 2) + 
+ iB(mn — 9) + v2]da dB d5 dr, (11) 
unde am notat 


Jo (£ 7) = aul? 0) B gal m) + îX gs(& m)- (12) 
Introducind (11) în (2.3), avem 


3 (42) N da (E, n) exp Lia (E — 2) + 


— 90 


+ ip (m — 9) + xyz da dB dă dn, (13) 
de unde, integrind în raport cu parametrul 2 în membrul al doilea : 


h(zx, y, 2) = (il4n?x%) lfee, n) exp [i a(& — 2) + 


+ îB (m— 9) + sv] da dB dă da. (14) 


Orice eventuală funcţie de z, y ce ar apare după integrarea relaţie: 
(13), este nulă, întrucît numai așa se asigură regularitatea funcţiei 4 pen- 
tru 7, y finiţi, şi 2 —> co. 

Ținînd seama de relaţiile (5) se vede uşor că funcţia Ph este armonică. 
Date fiind proprietăţile lui g, se poate demonstra şi că h este regulată la 
infinit. Vectorul grad h se calculează atunci din (14): anume, avem 


Moca: a d prc0pi__ăă 
rit aa a ÎN oo (2 mexp lia te — 2) + 
+ 8 (n — 9) + «el da dg dă du, (15) 


în timp ce pentru h dispunem de (13). În definitiv, reprezentarea (2.1) 
dă acum soluţia problemei sub forma 


u, (0, 9,2) = (tn N) G,(£, n; 2) exp [iat — 2) + 


— o» 


+ i B(n — 9) + v2]da dB dă dn, (16) 
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unde 
G,(8 7; 2) = (5) + (alx) 2 go(E, 7), 
G.(%, n; 2) =9Je(5 n) + (BlxY) 2 go(& m), (17) 
G(î,n; 2) = an) + (x) e go(5, 1). 


„ Problema e deci explicit rezolvată în funcţie de datele la limită 
9(£, n). (La fel ea în (1), partea pur imaginară a inturor acestor expresii 
e nulă.) Totuşi, integralele ce intervin în (16) nu pot fi decit arareori calcu- 
late sub formă finită, 


$ 4. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU SEMISPAŢIUL 
ELASTIC (|) 


Problema lui Neumann pentru semispațiu poate fi abordată cu aju- 
torul unor soluții cu singularități. 


Calcule similare celor din $ 7.8 permil să se determine o aslfel de soluţie care să descrie 
acţiunea unei forţe concentrate aplicate în origine, normal pe frontiera scmispaţiului. Aceasta, 
numită soluția de al doilea lip a lui Poussinesq, introduce încă și o anumită repartiție de sar- 
cini pe planul-frontieră. Din fericire, se constată că aceasta din urmă este proporţională cu 
cea corespunzătoare soluției lui Kelvin şi Somigliana, privită ca soluţie pentru semispaţiu 
(vezi $ 7.8, observaţia 2, pag. 548). Se poate deci construi o combinaţie liniară a celor două 
soluţii care să lase planul frontieră liber de orice sarcină, cu excepția unei torţe concentrate uni- 
tare aplicate în origine normal pe planul-frontieră. Un procedeu de suprapunere similar celui 
din $ 7.9, pag. 551, conduce la soluția problemei pentru o sarcină normală reparlizată, expri- 
mată prin integrale în care intervine soluția corespunzătoare sarcinii normale unitare concentrate, 
și densitatea sarcinii reale considerate. 


Modul acesta clasic de a raționa prezintă însă dezavantajul de a lăsa fără răspuns 
intrebările dacă soluţia obținută verifică ecuaţiile lui Lame, satisface condiţiile la limită, și este 
regulată. De aceea este preferabil punctul de vedere al lui A. Lurie [2] (vezi și [1], $2.5), 
care construiește direel soluţia corespunzătoare sarcinii normale repartizate. Cu ajutorul funcţiei 
5 a lui Dirac, se poate obține de aci şi soluţia problemei semispaţiului supus unei forțe 
concentrate, 


a) Sarcină normală repartizată 


Fie deci semispaţiul z > 0 supus unei sarcini normale p(E, 7) repar- 
tizate pe o porțiune Z a frontierei sale + =0. Considerente de ordin meca- 
nic impun să admitem că Z este mărginit. Se presupune că p(&, n)eC%3), 
ceea, ce asigură existența potenţialului de simplu strat corespunzător, 
şi verificarea proprietăţilor enumerate în $ 7.2 (inclusiv regularitatea). 
Este de presupus că deplasările şi tensiunile ce corespund unei astfel de 
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solicitări sint nule la infinit, ceea ce impune căutarea numai de soluţii 
regulate în sensul din (7.6.18). ——T 

Întrucît normala exterioară n este paralelă cu axa 02 și dirijată în 
sensul valorilor 2 negative, condiţia la limită în tensiuni se scrie 


a_3|:-0 =, (1) 
unde f este sarcina efectiv aplicată. Întrucât sarcina este normală, (1) se 
mai poate serie (reținînd pentru j numai valorile 1 şi 2): 

03, l:=0 =0,  Oagl:=o = — (5, n), (2) 


cu p(E, 4) definită pe tot planul frontieră, şi identic nulă în afara lui 2. 
Soluţia se caută sub forma reprezentării lui Grodskii. 
Primele două condiţii la limită (2) (j —1, 2) se scriu 


(4, 3 + 3.) le-o =0, j=1,2. (3) 
Introducînd aci (7.4.16), avem de calculat cantităţile 
us + a, = Bia + LL — 2v)P2(1 — v)] Bs, — 
— NP — wl(z Bust y Bas + 2 Bas + Boa): (4) 
Luind acum 2 =0, obţinem din (3) şi (4): 


ÎL 8 4 
LE a dai Bau] 


— (2 Bus + Y Baa + Bo.s), (5) 


(i =) ini AL) x. 
ceea ce va îi cu siguranţă îndeplinit dacă vom cere verificarea relaţiilor 
B,.ale-o = — (LL — 2w)/(2(1— v)] Bal Î =1,2; (6) 
Bo,slz=0 = — [2 Bis + Y Ba,3]l:=o (7) 


Cele două relaţii (6) sint egalităţi între valorile la limită ale unor funcţii 
armonice în 2 > 0, și —prin ipoteză —regulate la infinit. În virtutea teore- 
mei de unicitate pentru soluţia — regulată la infinit—a problemei lui Dirichlet; 
pentru ecuaţia lui Laplace în semispaţiu (vezi de ex. A. Tihonov şi A. 
Samarskii [1], $ 4.2), egalitatea se păstrează şi în interiorul semispațiului : 


Bia = — NI— 2W9P2(U — Ba Î=12. (3) 
Relaţia (7) poate fi pusă acum sub forma 
Bo,sle=o = [(1 — 2v)2(1— v)] Le Basa + Y Ba a2]l:-o- (9) 


Membrul întîi din (9) este valoarea la limită a unei funcţii armonice 
în z > 0. Seriind paranteza din membrul al doilea sub forma 


[e B3 a + YU Bsa+2 Ba, 3]lz=o = [2 - grad B]|.-0, 
(ceea, ce desigur nu-i schimbă valoarea), şi ţinînd seama (vezi (7.4.9)) că 
A(a - grad B,) =2 div grad B,.=2 AB, =0, 
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urmează că și mmbrul al doilea din (9) este valoarea la limită a unei 
funcții armonice. Aceeaşi teoremă de unicitate conduce astfel la relaţia 


Bo.s = [(L — 2v)P2(1 — v)](z Bsa + Y Bsa + 2 Bss). (10) 


Derivatele funcţiilor 8, B,, BE, în raport cu z se exprimă deci prin 
intermediul unei singure funcţii, armonice şi regulate la infinit : funcţia B,. 

Să notăm provizoriu 
Bs=c0, (11) 


(unde O este o funcţie armonică, iar e este o constantă) şi să introducem şi 
funcţia armonică w care veritică relația 


os=8, (12) 


Orice eventuale funcţii de 7, y care ar apare în integrarea impusă 
de (12), se vor determina din condiţia ca funcţia w să fie armonică, şi com- 
portarea ei la infinit să decurgă într-un anumit mod din comportarea la 
infinit a funcţiei O. 

Ținînd seama de (11), (12), relaţiile (8) şi (10) devin 


Bu3= — N — 29 P 000, = —2P (le oua, 


(13) 
Bo.3= (U — 2y)P2(1 — wle(zogn + Y oa + 2 0.33). 
Pentru a satislace aceste egalităţi, este suficient să luăm 
B, =— U—292(1—vwleoj,  Î>=12 (14) 


Bo = [UL — 29 — wle(zoa tyoaz+zos—0). 


Mai rămine acum să determinăm iuneţia 9 din ultima condiție (2). 
În acest scop, amintim mai întîi relația 


Gas = 10 +2 uta. (15) 
Din ultima relaţie (7.4.17) urmează 
0 —divu =((1 —2v)P2(U —vldiv B. (16) 


Or, ţinind seama de (11), (12), de primele două relaţii (14), precum şi 
de faptul că Aw =0, obținem 


div B = [(3 — 1v)2( — v)] cos. (17) 
Pe de altă parte, din (7.4.16) şi folosind (11)—(13), căpătăm 
Ms 3 =cQ3 — LAU — vleţ + [(3 — 4) 21 —v)] 20 3.3: (18) 
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Introducind acum (16) — (18) în (15), şi ţinind seama că 1/u= 
= 211 — 2) (vezi (3.4.16)), căpătăm 


33 => [(3 — 4v)/4(1 — wlue(Q a — 2920). (19) 
Luind aci 3 =—0, obţinem valoarea la limită 
sa li-o = pel[(3 — 4v)/4(1— v)] O alice. (20) 


Prin urmare, funcţia O trebuie găsită ca soluţie (regulată) a unei 
probleme Neumann pentru ecuaţia lui Laplace în semispaţiul 2 > 0. Scri- 
ind ultima condiţie (2) sub forma 


Sa3(E» n +0) =—p(%&m) (21) 
(vezi şi (1.1.6.)—(1.1.8)), obţinem din (20) condiţia la limită 
(3 — AA — 2 ue Oslo = —p(E,n). (22 


Soluţia acestei probleme se caută sub forma unui potenţial de simplu 
strat, de densitate — (1/47 i) q(5,7), repartizată pe un domeniu Z': 


Vp =— zale, IRI 40. (23) 
E: „Ad 
Seriind relaţiile (7.2.31) şi (7.2.32) pentru acest potențial, remarcăm 
că avem cos V, =0. Comparind (23) cu (7.2.20) şi atribuind desigur indi- 
cele — valorilor la limită pentru z —> + 0, obţinem: 
Pen .. „0 =2 sGl(z,) = — UP u) q(3, LI (24) 


(unde q(£, 7) = 0 înafara domeniului 2"). Întrucît normala exterioară la 
semispaţiu coincide cu sensul negativ al axei 0z, putem serie (24) sub forma 


V alz=+0 = (1/2u) q(8,1)- (25) 
Luiînd 2 = 2' şi 9=—V, şi introducînd (25) în (22), avem 
[(3 — 4v)/4(1 — Plue(l/2u) q(â,1) = — p(%&), 
ceea ce se reduce la egalitatea 
P(%n)=a(ân), (26) 
dacă pentru constanta ce alegem valoarea 
e = — 8(1 — v2(3 — 4). (27) 


Prin urmare, soluția problemei este dată de cunoaşterea funcţiei O 
dată la rindul ei sub forma potențialului de simplu strat 


Q(z, y,2) =— (rw $$tp(z, DI RJ4D. (28) 
[zi 
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În ce priveşte funcţia w din (12), trebuie să luăm evident 


o(z, 2) = — Ohno (em m (2 + 240; (29) 
2 
acesta este un potențial logaritmie, evident funcţie armonică (lu (E + 2) 
este primitiva în raport cu z a funcţiei armonice 1/2). 


Notind aci R' = Va „+ p? + z?, se poate arâta că pentru R' — co, mărimile O, c,g 
tind spre zero ca 1/R', iar mărimile 0. 0 3; Q,p tind spre zero ca 1/R%, Notind cu P rezul- 
tanta sarcinii p(E, 4) pe 22, se poate demonstra (similar cu L. Sretenskii [1], $ 1.9) că funcţia 
«w tinde la infinit pentru Ji —> oo ca funcţia — (PA ru) In (R+ 2). 


Funcţiile (28), (29) se numese potenţialii lui Hertz. Raționamentul 
precedent asigură dinainte verificarea atit a ecuațiilor lui Lame, cit şi a 
condițiilor la limită și a celor de regularitate. 


b) Formulele lui Hertz 


Ne rămine să punem soluţia sub forma cea mai simplă posibilă, 
Pentru aceasta, ținînd seama de (11), (12), (14) şi (27), obţinem 


N o Î =12; Ba=— aa Wa; 
4(1 —v) (1 —2») 
3 — 4v 

Izolind în B, un termen similar celor din B,, B, avem 
B, = [4(1—v)(1—2v)/(3—4v)]o.g— 4(1l—v)o, (31) 
ceea ce permite să scriem vectorul B sub forma 
B = —A4(1—vy)RO + 4(1—v)(1—2v)/(3—4v)lgrad o. (32) 
Pe de altă parte, B, se scrie sub forma 


B, = 


(30) 


Bg = — (Zoo + YO.s + oa —0), 


Bo = — AU — vw (1 — 2»)/(3 — 4o)l(x-grad o — o). (33) 
Introducînd acum (32) şi (33) în (7.4.14), căpătăm ușor expresia 
u = —A(1—v)RO + grad [20 + (1 —2v)o], (34) 


de unde, separind componentele : 
W =20, +(1—2wou, 
u =20a+(1—2v)o.s, (35) 
Up =20Q.3—2(1—v0. 
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Aceste relații — numite curent formulele lui Hertz — au fost obţinute 
concomitent de către H. Hertz [1], şi J. Boussinesq (publicate în A. Clebsch 
şi B. de Saint-Venant [1], nota finală la $ 46, formulele (17)). Rezultatul 
poate fi extins și la cazul unui domeniu de încărcare Z nemărginit. 


OBsERVAȚIA 1. Relaţia (31) permite să revenim asupra formulelor (32), (33); anume, 
putem lua acum cu aceeaşi îndreplăţire 


B=—A(0—vRO, Bo —A4(0—wW(1—2yo. (36) 


OBSERVAȚIA 2. Expresia (35) a lui a este principial mai simplă deci cele ale lui u, şi uz, 
întrucit nu conține decil pe 9. Acest fapt joacă un rol esenţial în problema contactului. 


c) Aplicaţii 

Pentru determinarea vectorului tensiune, se poate face uz de for- 
mula (7.1.9), în care avem de introdus (34). Din (7.1.17) și (36) deducem 
0 =divu =—2(1—2)9,3, (37) 

iar din (34) urmează 
Totu = —4(1— (9. —jQ,). (38) 
Dacă dorim să determinăm de pildă vectoral-tensiune pe elemente de 
normală n = — k (elemente paralele en planul-frontieră), atunci avem : 
ua — ap Unxrotu 2-0, +i0), (39) 


şi, după calcule elementare, deducem 


G_s(u) =2u (RO — grad 0). (10) 
Să remarcăm că din (37), (3.3.22) și (3.4.16) avem pe rind 
0 =(31+2u)0=-—2£aQ,. (41) 


Ținind seama de condiția la limită (25), căpătăm pe frontieră 
90|. 9 = —(L—2w)/plp(& m) Ole =—2(1+wp(fm). (42) 
Cea de-a treia din formulele (35) devine pe frontieră 


tau = (UL — 2 rul [p(£, DIVE aia (43) 
[zi 


sau încă, trecind la coordonate polare (22,7) cu polul în punctul de obser- 
vaţie (2,y,0) și păstrind pentru p(£,q) în noile coordonate notația 
p(k,7): 
ta up = LU — 2 mul ÎN pu) ARaz. (44) 
E 
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Aceste relaţii se dovedesc utile pentru a clarifica caracterul stării 
elastice în vecinătatea frontierei. Astfel de pildă, fie că într-un punct al 
frontierei avem o = Ga (cum e cazul în centrul de simetrie pentru o 
problemă cu simetrie axială). A doua relație (42) devine atunci 


2 ia lao F Os3lcyp = —2(1+ p(n). (15) 
Ținind seama aci de ultima condiţie (2), deducem 


1] 
Ei ap 3 aula -(3 4 d pt %). (46) 


Prin urmare, tensiunea tangențială maximală în acest punct (vezi 
(2.6.11)) este 


7, = z[[o+ 3) -2| = z(r-zee 7. U7) 


Întrucît foarte des avem v 2 ză rezultă că Tu, este foarte mică 


în raport cu tensiunea normală 033 |.-0 = — P(5, 9), și prin urmare semi- 
spațiul poate suporta pe frontieră sarcini ce depășesc cu mult limita de 
rezistență. (Vezi și mai departe $ 10.11, pag. 666.) 


Ş 5. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU SEMISPAŢIUL 
ELASTIC (II) 


a) Generalizarea formulelor lui Hertz 


Formulele (4.35) au fost stabilite pentru sarcini p (£, 7) suficient de 
regulate pentru ca potenţialii (4.28), (4.29) să existe. Dar aceste formule 
pot fi înţelese şi într-un sens generalizat, făcînd uz de produsul de convolu- 
ție (compară cu (7.9.13)). Pentru aceasta, vom scrie potenţialii lui Hertz 
sub forma 


Q = — (0hmu)p* RI, o=—(hmpm(k+a), (UD 


unde p =p(2, 1,0), iar R= R(x,vy,z; 5, 90). Astfel privită, teoria lui 
Hertz își păstrează valabilitatea chiar pentru sarcini normale care pot fi 
exprimate nu prin funcţii, ci prin distribuții ; formulele clasice pot îi r 

site pas cu pas, înlocuind sistematic semnul integrării prin cel al produsului 
de convoluţție. (Pentru unele lucrări pe această linie, vezi G. Verma [1]; 
W. Kees [1] — afară de rezultatele privind momentele concentrate.) 
În principiu, o reconstrucţie coerentă a întregii teorii poate fi efectuată cu 
ajutorul noţiunii de distribuţie al cărei suport este o suprafață — în cazul 
nostru, planul frontieră. (Vezi I. Ghelfand şi G. Șilov [1], vol. 1, $3.1.) 
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b) Sarcină normală concentrată 


Să ne oprim la cazul p (E, 1) = 3(£, n) care descrie acţiunea unei forțe 
unitare concentrate aplicate normal în origine. 'Ţinind seama în (1) de 
formula (A.2.10) şi atribuind semnul „,—” potenţialilor lui Hertz corespun- 
zători acestui caz particular, căpătăm imediat expresiile 


— 


Î = — (inu) RI, E = —(Amnu)ln(R+a), (2) 
legate între ele prin relația analogă cu (1.12): 
=. (3) 


Este evident că principiul superpoziţiei permite revenirea de la (2) 
la (4.28), (4.29). Formulele (4.25) îşi păstrează valabilitatea, şi astfel pro- 
blema menționată în $ 4, pag. 594, e rezolvată. Calculind componentele 
tensiunii şi efectuind un raționament similar celui din $ 7.5, constatăm 
că soluția obţinută verifică într-adevăr condiţiile impuse atit în origine, 
cît și pe restul frontierei (care e liberă). Ne vom limita aci la a explicita 
componentele deplasării. Din (4.35) şi (2) obținem uşor 


at, = (1/4 mp) [2R2 — (1 — 29) RI(R+2)1]z, 
uz = (1/4 mp) [2R0 — (1 — 2) RI(R+2)1]y, (4) 
Us = (1/4 nu) [22R-2 + 2(1 —v) RI). 
Deplasind punctul de aplicare al forței normale concentrate (ceea 
ce revine la a înlocui 3 (E, 7) prin 3(5 —Eo; 1 — 7)), ajungem la relaţii ce 


se obţin din (2), (4) prin simpla înlocuire a vectorului de poziţie, cu vecto- 
rul ce uneşte punctul de sursă (de pe frontieră) cu cel de observaţie. 


Să precizăm tabloul repartiţiei tensiunilor şi deplasărilor în starea considerată, Intro- 
ducind GÎ în locul lui O în (4.40), obţinem 


0_3=(3/|27)ARta. (5) 


Vectorul tensiune pe elemente paralele cu planul frontieră este deci dirijat întotdeauna 
în lungul vectorului az ce uneşte punctul considerat, cu originea (adică cu punctul de sursă). 
Din această cauză se spune că avem de a face cu o reparliție radială simplă de lensiuni. Modulul 
vectorului (5) este 


le_3|=(3/2m)R 2. (5) 


Notind cu m unghiul format de vectorul a cu axa Oz, (vezi şi (7.2.14) și (2.10)), avem 
evident cos g = z/R, astiel că (6) devine 


le_3 | = (3/2) (cos?9)/R?. (7) 
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Modulul vectorului tensiune pe un element paralel cu planul frontieră descrește deci rapid 
atit pe măsura îndepărtării de acest plan, cit și de linia de acţiune a forței. Construind o sferă 


cu axa Oz ca direcţie a diametrului, şi care e langentă în origine la planul frontieră, se vede că 
diametrul ci este 


0 d = Ricos, (8) 


astfel că (7) devine încă 
lO_3l= 3/2. (9) 


În toate punctele situate pe o asifel de sferă, 
modulul tensiunii pe clementele orizontale este deci 
constant. 

A treia relație (1.35) scrisă pentu 9 inlocuit 


z cu O dă aci 
Fig. 9.5.1 

le 7 us g = MU — w12mu] R-:, (10 

ceea cc arată că produsul uz R rămine constant pe 7 =0. Prin urmare, dreplele din planul- 
frontieră ce trec prin origine se transtormă în hiperbole echilatere, avind drept asimptote 
axa 0: (în lungul căreia e aplicată sarcina), și propria lor direcție înainte de deformaţie, 
Soluţia îşi pierde sensul în imediata vecinătate a punctului de sursă, (Vezi și 

G. Savin şi V, Rvacev [1].) În practică, În vecinătatea unui astfel de punct are loc o redis- 
tribuire locală a tensiunilor, datorită apariției stării de deformare plastică sau a unor fisuri, 


c) Exemplu 


Fie că planul z = 0 este solicilat de o sarcină normală, de intensitate constantă p, acţio- 
nind pe un disc circular de rază a şi cu centrul în origine. Potenţialii (4.28), (4.29) devin 


O (a, y,2) = — auz pţ| RD, o(xy,2)= — miza cn + 390. (0) 
a a 


Să ne limităm la calculul deplasării normale în interiorul domeniului solicita ZI. Pentru 
aceasta, să alegem punctul de observaţie (x, y,0) e Z drept origine a unui sistem de coordonate 
polare RR, în planul z — 0. Deplasarea normală a acestui punct sub acțiunea sarcinii pRAR dy 
ce acționează pe un element de suprafaţă oarecare are — după cum rezultă din (4) — valoarea 


' 


Us |-g > UHnp)pR IER 2 +2U —v)R "Î|izg dRdz = 1 —v)/2xulpaR dy... 412) 


Prin urmare, deplasarea punctului (x,y,0) sub actiunea /uluror sarcinilor elementare 
repartizale în 2 va li cgală cu 


se Rail) 
U3 1.9 = — Dama p | dd = LU — viza pf az] JR, (13) 


“0 -0 
2 


unde Rg(4) este distanţa de la (x,y,0) la fronticra domeniului Z. 
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Întrucit problema este cu simetrie centrală, putem lua axele Ozy în așa fel incit una din 
ele să treacă prin punctul de observaţie. Prin urmare, acesta are coordonatele (x, 0, 0). 
După cum se vede pe ligură, segmentul AB are lungimea 


JAB| =2 Ve — a sing. (14) 


Aceasta este suma segmentelor de lungimi Ro(7) şi Ro( + 7), astiel că (13) devine 


PE aaa ii 
ta |. = A — male Va: — zi sin? 4 d. (15) 
[1] 


Notind aci a/a = L obținem deci: 


ta |s=p > 2 [1 — v)izul ap EQ), (16) 
unde 


sp, 
co $ ji — 2 sin?g dy (17) 
0 


este integrala eliptică completă de a doua speţă, de modul £. 
Această integrală nu poale [i calculată cu mijloace ele- 
mentare, dar valorile ei sint tabulate, Vom reveni asupra ci Fig. 9.5.2 
în (10.95.18). 

În particular, pentru x = 0 şi z = a, aşadar pentru t = 0, respectiv ( — 1, obţinem din 
(17); E(0) — 272, E(1) = 1, astiel că din (16) urmează 


2(0.0,0) = [| — viulap. ua (a, 0, 0) = [2(1 —v)/xulap. (18) 


Ţinind seama de simetria centrală a problemei, urmează că deplasarea pe frontiera 
domeniului solicitat este de 1,57 ori mai mică decit în centrul discului 2. La o repartiție 


uniformă de presiuni pe frontieră, corespunde deci o repartiție cu totul neuniformă a 
deplasărilor. 


Aceeaşi tehnică a suprapunerii soluțiilor de tip (4) poate fi utilizată In vederea deter- 
minării deplasărilor şi tensiunilor în interiorul semispațiului z >0. Pentru alte exemple, vezi 
de pildă A. Lurie [41], $ 2.6. 


$ 6. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU SEMISPAŢIUL 
ELASTIC (III) 
a) Sarcina tangențială repartizată 
Pentru simplitate, să ne mărginim la cazul unei sarcini dirijate după 
Or, cel corespunzător sarcinii dirijate după Oy putind fi studiat în mod 
similar. Cu aceasta, condiția (4.1) devine 


Cu |l.-0= —'D (& 7) ] 032,0 = 0 i 033 |,..0 = 0 (1) 
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(compară cu (4.2)). Funcţia p,(£, 7) este presupusă continuă într-o por- 
țiune mărginită Z a frontierei, și identic nulă în afara acesteia. 

Ca şi în $ 4, soluţia se caută sub forma reprezentării lui Grodskii, 
cu ajutorul unor potenţiali de densitate p,(£, 1). Prin analogie cu (4.28), 
se consideră mai întîi potenţialul de simplu strat 


O (2, y, 2) = — (0/4 zu) | p, (£, 7) RD. (2) 
2 


Amintind că pentru derivata normală pe frontieră a potențialului 
(4.23) am obţinut valoarea (4.25), deducem că 


Oi lo = (12 n) (1). (3) 


Să considerăm de asemenea potenţialul logaritmic analog cu (4.29), 
așadar 


at (, 9,2) = — (4 zu) (| p(6 7) în (E + 2)4D, (4) 
2 


legat de cel precedent prin relaţia 
cl =. (2) 


În fine, să introducem şi funcția 


(2, y, 2) = — (4 nu) (| pi(î mlem(R+2)—R]dD, (6) 
2 
legată de «! prin relaţia 


Ni =. (7) 


Integralele definite în (2), (4) şi (6) sint evident funcţii armonice 
în semispaţiul 2 > 0. Ultimele două din ele nu sînt regulate la infinit — 
ceea ce nu va influența însă regularitatea soluției însăși. Indicele superior 
„L”” este un indice de numerotare, care pentru o sarcină dirijată în lungul 
axei Oy va fi înlocuit cu „2. 

Pentru început, să căutăm o eventuală componentă armonică ug 
a soluţiei, urmind a o corecta ulterior în așa fel, încît toate ecuaţiile și 
condiţiile la limită să fie în definitiv verificate. 

Dacă avem Aug = 0, din ecuaţiile lui Lame urmează și grad divu, = 0, 
astfel că 0, = const. Vom presupune pentru început 0, —0, astfel că: 


Au =0, diVu =0. (3) 


Construind componentele os, Şi 02, obţinem din (1), ţinind seama 
de (3): 


(1.3 + 909,1) e. +0 = — 2 SX4[...+63 (43.3 + 49,2) |... =0.- (9) 
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Întrucit în ambii membri ai ambelor relaţii (9) intervin valori la 
limită ale unor funcţii armonice şi regulate, deducem 


us Ma = — 203, Matu =0, 
sau încă, prin integrare în raport cu 2: 
„= —2a-j u3, 4 dz, ut = —f mada, (10) 
a -b 


unde orice eventuale funcţii arbitrare de z, y în membrul al doilea sînt 
nule, în virtutea regularităţii soluţiei căutate. Pentru ca deplasările să 
se anuleze la infinit ca 1/R, este suficient să luăm a =b =oco în (10), 
astfel că 


Le să co 
40 = — 20 +| W.dz, 4= | 49 a de. (11) 


z Li 


Ținind seama de a doua relație (8), găsim acum 


— 201, + 0.3 A (00 m + Mda) dz =0. (12) 


3 


___ "Ținind seama aci de prima relaţie (8) precum și de faptul că, în 
virtutea regularităţii, trebuie să avem lim 43, =0, (12) se reduce la 
2 ao 


3, 3 =9,,, (13) 
de unde, ţinind seama de (5) şi integrînd în raport cu z: 


4 =. (14) 
Introducind (14) în (11) şi făcînd uz şi de (7), obţinem de pildă: 


= —20+ (| Badr = —20— iu. (5) 


(Desigur, funcţia d! tinde la infinit pentru R —co, dar derivata ce apare 
în (15) e nulă la infinit.) Raţionînd la fel pentru toate componentele din 
(11), avem deci 


ui = — 20 — ip = — Diaz 3 = Dias: (16) 
„Prin construcţie, vectorul u, verifică ecuaţiile Lame omogene, 
condiţiile de regularitate, şi primele două condiţii (1). Pentru a ţine seama 


şi de a treia condiţie (1), vom calcula componenta o, care — întrucît 
6, =0 — are forma 


033 =2puds =2u9,, (17) 


astfel că în general avem desigur o44|..,0 740. 
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Formulele (16) descriu deci o stare în care tensiunile tangenţiale la 
limită sînt cele date, dar în care apare și o componentă normală „parazi- 
tară”, a tensiunii pe frontieră. Pentru a o elimina, trebuie să suprapunem 
soluţiei nu o altă soluţie de corecție u, a ecuaţiilor Lame omogene, care să 
nu altereze primele două condiţii (1) deja satistăcute, dar să conducă la 
anularea componentei normale a tensiunii totale pe îrontieră. Prin urmare, 
u, este soluția problemei la limită 


Sali == 0,5 =03 033 |, = — 2uQl 


(18) 
— așadar a unei probleme Neumann pentru semispaţiul solicitat de o sar- 
cină normală repartizată (şi cunoscută, întrucît Q! este cunoscut o dată cu 


21 (5, )). Soluţia corespunzătoare are deci forma (4.35). Potenţialul de 
corecție O trebuie determinat din relaţia ce decurge din (4.25), așadar din 


Oslo = (1/2p) q(5, m), (19) 


unde q (£, 7) coincide cu sarcina normală pe frontieră (vezi (1.2) şi (4.26)). 
Avem deci mai întîi relația de tip (4.2): 


2=40? 


33|._„0 = — 4(% 1); (20) 
apoi, relaţia ce decurge din (19): 
— g(& 1) = — 2uQ alo (21) 


şi în fine şi ultima relaţie (18). De aci deducem mai întîi, utilizînd 
și (5), că 
9. 3l;-+0 = Oaza |,_40 “ (22) 
În virtutea teoremei de unicitate, de repetate ori folosită, egalitatea 
se păstrează şi pentru 2 > O, şi, după integrare în raport cu 2, conduce 
la valoarea 
0 =o, (23) 
Mai departe, potenţialul logaritmic e este dat de expresia 
& =| aaa =) ai, dz, 


unde trebuie să luăm a = co; ţinind seama de (7), obținem de aci 
O = fi bei . (24) 


b) Formulele lui Cervuli 


Componentele vectorului 4, pot fi scrise acum efectiv, introducind 
(23), (24) în (4.35) şi ţinind seama de (5) şi (7): 


ui == Zola + (1 — 2v) ăn, 
8 2 ua + (1 — 2v) ua, (25) 
u$ =20i, — 2(1 —v») o, . 
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Adunînd acum componentele deplasării ug din (16) cu cele ale depla- 
sării a, din (25), se obţine soluţia căutată : 


My = — 20 + zau —2vâin» 
Mp = 2 isa — 2v Oas (26) 
tis = 20 — (1 —2wol. 


Formulele (26)— datorate lui V. Cerruti [1] şi regăsite pe calea de 
mai sus de către A. Lurie [4], $2.5 — constituie analogul formulelor lui 
Hertz (4.35). Ca și in cazul sarcinii normale, componenta 4, are o struc- 
tură mai simplă. 


Potenţialul de simplu strat 9! este regulat Ia infinit. Pentru R' = Va + 94 220, 
derivatele Q!, tind spre zero ca 1/R*?; derivatele a!, tind spre zero ca 1/R'; derivatele ol, 
tind spre zero ca 1/H*?; în fine, derivatele Fr Biti tind spre zero ca 1/R'. Prin urmare, deşi 
integralele (4) și (6) nu sint mărginite în semispaliul : > 0, formulele (26) dau o soluţie 
regulată a problemei. În fond, aceste integrale pot fi privile numai ca o notație comodă pentru 
anumite funcţii de construit prin intermediul lor. 


Soluţia corespunzătoare unei sarcini p,(%, 7) dirijate după 0y se 
obține definind nişte funcţii 02, w?, 2 prin relaţii ahaloge cu (2), (4), (6), 
inlocuind în (26) potenţialii de indice 1 cu cei de indice 2, și intervertind 
variabilele r, y, precum și componentele u,, ua. 


$7. SEMISPAŢIUL SOLICITAT DE O SARCINĂ OARECARE 
PE FRONTIERĂ 


a) Forță concentrată oarecare 


Raţionamentele de la începutul $ 5 pot fi repetate cuvint cu cuvint. 
Potenţialii (6.2), (6.4), (6.6) pot fi seriși sub forma unor produse de convo- 
luție, și formulele lui Cerruti rămin valabile chiar pentru sarcini tangen- 
țiale care nu sint reprezentabile decit prin distribuții. În particular se 
pot, considera forțe concentrate tangenţiale, generind stări elastice de- 
scrise prin potențiali similari cu (5.2): 


E = —(Uhmu) Ra, (0) 
ă! = — (1/4 mp)ln(R+ 2), (2) 
ăi! = — (ha) [em (2 +2) — RR], (3) 


legați între ei prin relaţii analoge cu (6.5) şi (6.7): 
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Introducind deci în (6.26) potenţialii (1)— (3), obţinem formulele 


Up = — 20 + 26 — 2v din, 
sea pi 1 
Ma = 2 02 — 2v dusa) (6) 


Pornind de la (1)— (6), regăsim, prin suprapunere, tocmai soluţia 
(6.26). 


Să explicităm formulele de mai sus. Avem pe rind 


EI, = (An) zR?, (7 
GI, = — (An aR II (R+2!, (8) 
Ola, = (1/4 mp) [(2R+ 2) RS(R+ 2 RI(R+ 2), (9) 
Ola = (1/4 ru) zy 0R+ 2) RE(R+ 28, (10) 
ăi, = (UAmp)z(R+ 9, (11) 
ua = (4 mp) (RR 21 —a2RI(R4 20], (12) 
la = — (1Anu)zy RI(R+ 22, (13) 
Introducind acum (1), (9) şi (12) în expresia componentei u, din (6), obţinem mai întii 
1 31 1 1 2R+ 2 
Mp Za | 
2zu R 4 |R(R+2) RE(R+ 7 
v 1 a 
scala DP —————]. (14) 
2ru |LR+z R(R+ 7) 
Ținind seama insă de relaţiile 
z 1 1 Z(2R + 2) i 1 


iale, ICR e = ÎI a ET (15) 


R(R+ 2) R R+ 2 RI(R+ 2? R? R(R+ 72 
deducem din (14) 


1 1 E 1 ze 
up = —— | + (= 2) E SEA + (16) 
R R+ 2 R(R+ 7 
Mai departe, introducind (10) şi (13) în un, din (6), obţinem 


1 xyz (2R+ 2) 2vy Ty 
Na E DL hr , 
4mu RR (R+Z  4Amu R(R+ 2 


sau incă, ținind seama de a doua relație (15): 


(17) 


1 1 1 
Us = 29| — — (1—2y) ——— |. (18) 
4 ru RS R(R+ 2 
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În fine, introducind (7), (8) în expresia lui u, din (6), găsim 


1 zz z 
i = + (1 — 2) sa: (19) 
4xu LR R(R+ 2) 


Expresiile (16), (18) şi (19) (analoge cu (5.4)) rezolvă problema acțiunii unei forţe concen- 
trate unitare langențiale, dirijate după direcţia pozitivă a axei Oz, Schimbind între ele in 
aceste relații coordonatele z, y, precum şi deplasările u,, ua, obținem soluția corespunzătoare 
unei sarcini de acelaşi tip, dirijate însă după Oy. 

Prin suprapunere, putem scrie acum soluția problemei semispațiului solicitat în origine 


de o forţă concentrată p, de componente p,, Ps; Ps. Făcind uz de (16), (18), (19) şi de (5.4), 
căpătăm în definitiv : 


Anu, = Pi (RI+ 2 R3+ (429) (R+ DI RI(R+ 22])+ 


+ Paf zyR73+ (4 —2v) | — zyRI(R+ 2)2])+ 
+ Pa zzR-5+ (1 — 2) | — zRI(R+DI), 
Anuu, =pf zyR-2+ (1 —2)| — 29RI(R+ 23])+ 
+ Pa (ROL+- 2 R-2+ (1 —2)((R+2)1— PRI(R+ 22] + (20) 
+ Pa g2R- 94 (1 —2v)| — URI(R+2U), 
47uu = pif zz R73+ (1 — 29) | zR-I(R+ 21) + 
+ Pa 2 R73+ (| — 29| yRI(R+ 21) + 
+ Pa (RI a RI (1 — 2) | R! I)- 


Grupind acum cite două coloanele din (20), vom scrie 
u=ul+ub, Q1) 
Pentru ul avem evident 
Aruul =pIR+(p-a)(zIR9), (22) 


așadar o expresie de acelaşi tip (deşi nu identică) cu soluția (7.8.4 > corespunzătoare acțiunii unei 
forţe concentrate (9 în originea spațiului elastic. (Amintim că acolo avem A = 1/4 mu.) 
Pentru a simplifica aspectul lui 22, vom folosi relațiile 


[2(R+ DR ARI(R+ 92, 

[2(R+ Das ay RIR+ 2, (23) 
[2(R+ gs —zRI(R+9, 

[In (R+ a eROA(R+9I, 

[n (A+ Day RI(R+I, (24) 
[In (R+ ls R?, 


precum şi cele ce se obțin de aci dacă intervertim variabilele z și g. 
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Cu aceasta, avem pe rind 
Uzul(1 — 2)]ui =po grad |z(R+ 2)", 
Anu K(1 — 2w]uj =p- grad y(R+ 2"), (25) 
[4 mu (1 — 2v)luş = po gradin (R+ 2). 
Introducind acum (22) și (25) în (21), obţinem în definitiv 
| pp | zi + 
R+ 


i 0“ piine ca: vi snma+o]). (26) 
Z 


Relaţia (26) constituie analogul relației (7.8.4), dar e lipsită atil de simplitatea, clt și 
de simetria ei. 


b) Sarcină repartizată oarecare 


Soluţia (26) rămîne valabilă pentru o forţă p aplicată în (E, 7, 0), 
dacă înlocuim peste tot (inclusiv în R) vectorul z prin R= a — £. Pentru 
un număr finit de astfel de forțe, trebuie să sumăm soluţiile corespunză- 
toare. În fine, în cazul unei sarcini continuu repartizate p(£, 7), obţinem 


prin integrare 
PT 2 (E „PR 
4xu, ze R Rh? 


+ (1 — 2) (p-grad) e = + Rn (R + | lan. (27) 

Desigur, același rezultat se capătă dacă înlocuim în (20) variabilele 
2, y prin e — E, y — m, şi integrăm pe frontieră. Este vizibil că (27) este de 
forma (7.12.13) (pentru F =0). 

Aceeaşi formulă (27) se poate căpăta şi prin suprapunere de soluţii 
(4.35), (6.26), şi a soluţiei similare cu (6.26) pentru sarcina dirijată după 
Oy, fiecare înmulțită cu componenta corespunzătoare a lui p(£, n). Tot 
astfel, ca şi în $ 5 și la începutul paragralului de faţă, integrala din (27) 
poate fi privită ca înlocuită printr-un produs de convoluţie. 

În definitiv, fiind dată sarcina p (E, 7) de componente p,(£, n) 
unde imdicele i are acum valorile 1, 2, 3, se consideră funcțiile 


A (ay, 2) = — (0/4 ap) puf m) BAD, (28) 
2 
at (pp) = — UA zf p(n (E + 240, (29) 


îi (9,2) = — (U/4zp)ii p, (& n) [zin(R+2) — R]dD, (30) 


> 8 
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unde 
R =V(z— Er (ym. (31) 
După cum se vede, potenţialii lui Hertz O, e se notează acum cu 
Q3, 3. Funcţiile considerate sînt legate între ele prin relațiile 
O, ş = 9 ) (32) 
Ai, =. (33) 
Utilizind din nou (6.26) şi (4.35), precum şi (32) şi (33) — inclusiv 
în formulele lui Hertz unde funcţia 63% e introdusă numai pentru simetri- 
zarea notației — obținem 
= —2Q + a, + 2(0u + of ols)a — 
— 2 (8 + Bet dau» 
Ma = — 202 + 0 + 2(00i kr 0 + os)a — 
— 2v (801, + 85 + 8's).., 
= — 20840 +20, + 0 + 9) — 
— (1 —2w) (0 + o + o). 
Pentru simetrizarea formulelor, cele două paranteze din expresia u, pot fi înlocuite cu 


aceleași paranteze ce apar şi in u, şi u,, derivate însă în raport cu z. Formulele astfel modi- 
ficate se scriu Împreună ca 


(34) 


U = — 200 „sa + Brad 0-4 z grad div 0 3 — 
— 2 vgrad divo — (1 — 4v)kdivo,g, (35) 


unde am notat cu 0) vectorul de componente 3, 3, 3, 


$ 8. PROBLEMA SEMISPAȚIULUI ELASTIC CU FRONTIERA 
LIBERĂ, SOLICITAT DE SARCINI APLICATE ÎN PUNCTE 
INTERIOARE 


Să presupunem că într-un punct interior al semispațiului 2 > 0 
acționează o forță concentrată p. Cazul frontierei fize a fost studiat de 
LU. Rongved [1], N. Sandru [1]. Aci, vom examina cazul frontierei libere 
(R. Mindlin [1], [4]; A. Lurie [4], $ 2.9.) 

Soluţia trebuie căutată ca sumă a soluției pentru spaţiul nemărginit 
solicitat de aceeaşi forță, și a unui vector de corecție care trebuie să fie 
regulat pentru 2 > 0, şi să genereze pe frontieră tensiuni egale şi opuse 
celor provenite din soluția pentru spaţiul nemărginit. Ideea raționamentu- 
lui este, din acest punct de vedere, analogă celei din $ 6. 


În terminologia din $ 7.12, ne propunem să găsim matricea lui Green pentru problema lui 
Neumann pentru semispațiul elastic. Dificultățile din $ 7.12 nu mai apar, întrucit un corp 
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nemărginil se poate afla în echilibru sub acţiunea unei singure forţe aplicate asupra sa. Rezol- 
vind problema și făcind apoi ca punctul de aplicare al forţei să tindă spre frontieră, obținem 
din nou valoarea la limită a matricii lui Green, deja întilnită în $ 7. 


Este firesc să abordăm problema prin acea metodă (frecvent folosită, 
în hidrodinamică) care permite şi obţinerea funcţiei lui Green pentru ecua- 
ţia lui Laplace patru semispaţiu : meloda reflectării, introdusă în teoria 
elasticității de C. Somigliana (5). 


a) Forţa concentrată dirijată după normala 
la frontieră 


Fie pentru început că în punctul (0,0, + h) acţionează o forţă unitară 
concentrată dirijată în sensul pozitiv al axei 0z. Soluţia corespunzătoare 
— notată u, — se obţine din (7.8.43) dacă luăm drept punct de sursă 
punctul (0, 0, h) și alegem Q = k,. Prin urmare avem 


= AG zu (1 — [3 — 4) RAk+(—WDRERI,  () 
unde am notat 
R=(%, y,2—h), R, Vaii (eh. (2) 


Starea elastică (1) nu lasă desigur planul 2 =—0 liber. Pentru a ob- 
ține eliberarea lui de tensiuni, trebuie să suprapunem soluţiei (1), ulte 
soluţii ale ecuaţiilor lui Lame omogene, regulate în 2>0, şi care generează 
pe 2 =—0 tensiuni opuse celor generate de (1). Cea mai simplă acțiune 
mecanică cu un astfel de efect compensator este desigur cea a unei îorţe 

egale şi opuse celei date, aplicate în punctul (0,0, —h). 

Termenul corespunzător acestei forțe fictive 

(0,0,-1) este o soluţie a ecuaţiilor lui Lame omogene, regulată 

în 2> 0, şi care nu implică deci apariția vreunei 

acțiuni mecanice concentrate în semi-spaţiul 2 > 0, 

Acest termen — fie el u_ — se obține din (7.8.43) dacă 

luăm drept am de sursă punctul (0,0, —h) şi 
alegem Q = — 


_ = — Ohh6zu (1 — 9] [(3 — 4) RD + 


+ (+) RER], 5) 
Fig. 9.8.1 unde am notat 
R_:i= («, y, 2 + h), R._ = Vary + (24 2. (4%) 


Pentru a calcula suma tensiunilor generate pe planul 2 = 0 de depla- 
sările (1) şi (3), vom face uz de expresia (7.8.44) a vectorului e,(u), luînd 
pentru ambele soluţii aceeaşi normală n = — k (normala exterioară la 
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semispaţiul z > 0), ţinînd seama în prima soluţie de (2) şi luînd Q =k, 
iar în cea de a doua, utilizind (4) și punind Q = — k. Obţinem astfel 

a_(u,) = — [(U —2)fBr(l — vw] RP [R-R) + (RR) + 

+ (—R-k)R, +3(U—2y 1 RP(—k- RD (k-R,)R,), 
de unde, efectuiînd calculele, 
at, = + [(U —2w)]8a (1— 9] (RR) [1 + 3 —25)"1 (2 —h)? R3*], (6) 
şi în mod analog 
cz, = — (1 — 2v)/8r (U—v)] (R/R) (1 + 3 (4 —2v)1(2+4+h)2 82%]. (6) 
Imind în (5) şi (6) 2 =—0, şi notind 


Ry line = R_hoo =Va+yiFhi =r, (7) 
obținem pentru suma tensiunilor (5) și (6) pe frontieră: 
(ot: + 02) lo = — LU —2v)im(1 — hr [1 +3 (1—2ywih2r2] k. (8) 


Tensiunile generate de forţele k& şi — k lasă deci planul frontieră 
liber de tensiuni tangenţiale. 


Pentru a înţelege acest fapt, să ne imaginăm planul z=—0 ca avind două feţe (1r=+0 
şi z = —0). Fiecare faţă este solicitată în același fel de forţele acţionind în semispaţiile cores- 
punzătoare (şi care produc de ex. o alunecare spre origine pentru forţele din fig. 9.8.1). În 
virtutea principiului acţiunii şi reacţiunii, faţa z = —0 transmite feței z = +0 o acţiune egală 


și de sens opus, ceea ce explică anularea sumei acţiunilor tangențiale corspunzătoare pentru 
o anumilă faţă, fie ca 1=+0, 


Să notăm cu s;; componentele stării de tensiune obţinute prin supra- 
punerea efectelor acestor două forțe concentrate. (Semnul „terţ” se referă 


la faptul că sarcina al cărei efect îl studiem e dirijată după 02.) Din (8) 
urmează aşadar 


— 033 eco = 0Tsilo = — [h/ir (1 — v)] ((1—2y)r+3h2r3]. (9) 
Pentru a elibera frontiera, trebuie să adăugăm deci stării obținute 
prin sumare din (1) şi (3), acea stare elastică, regulată pentru z > 0, şi 


care corespunde acţiunii pe frontieră a unei sarcini normale, egale și de 


semn opus cu (9), ceea ce conduce la găsirea unui potenţial 9” care să 
verifice condiția (4.25), aşadar 


Os leo = (1/2p) 4(% m), (10) 
unde g(£, 1) este o sarcină normală fictivă pe frontieră. Ținind seama de 


legătura (4.2) între componenta os şi sarcina normală, trebuie să 
avem deci 


(87) = + 0as leco = [fir (1—)] ((1—2v)r34+3Hr-5), (11) 


614 PROBLEMA SEMISPAȚIULUI ELASTIC Cap. 9 


astfel încît condiţia la limită (10) devine 


Q',l;20 = [h/8xu (1—v)] [(1—2v)r-2 + 32 r-5]. (12) 

Ja şi în $ 4, soluţia acestei probleme poate fi căutată sub forma unui 

potenţial newtonian de simplu strat, de densitate dată prin intermediul 
lui (12). Dar acest potenţial poate fi găsit şi sub formă finită. 

Anume, să ținem seama că funcţia O” trebuie să fie armonică şi re- 
gulată pentru 2 >0. Întrucît în (12) apare funcţia r, vom căuta poten- 
țialul O” ca funcție de R_: într-adevăr, valoarea la limită a lui R_ este 
chiar 7, iar R_ nuseanulează în semispaţiul 2 >0, astfel că 0” poate fi 
construit -cu ajutorul funcţiei 1/R_ și al derivatelor acesteia. Să presupu- 
nem deci că avem 


Q0”(2,y,2) = A RI + B(R-),. (13) 
Un calcul simplu dă de aci 
07, = — A(2+h)RI35+3 B(2+hP RO — B R38, 
şi deci 
0" lo = —(4h + B)r9 + 3B8Bhr-?. (14) 


Prin comparaţie cu (12), căpătăm valorile coeficienţilor 
A = — 1/4my, B =h/8nu(l—v), 
astfel că potenţialul de simplu strat de determinat are expresia 
Om = — (1/Amp) (BR + MU — (e +) R23). (15) 


Potenţialul w” se obţine din (15) prin integrare în raport cu 
Z=a2—+h: 


o” = — (1/4nu) (in (Reh) — MP (U—v] 829. (6) 


Soluţia în deplasări a problemei acţiunii unei forţe concentrate uni- 
tare, aplicate în interiorul semispaţiului şi dirijate paralel cu Oz, se capătă 
deci însumind (1), (3) şi (4.34), unde O şi we sint dați de (15), (16): 
u=(1/16xu(1—v)]((3—4v)( RIA RZDR+ [(2—h)RIR, — (24) RR + 


+ grad [2 0" + (1—2v) 07] — 4 (l—v)h Qr. (17) 


b) Forţă concentrată dirijată paralel la frontieră 


Să presupunem acum că în punctul (0,0,h) acționează o forță 
unitară dirijată în sensul pozitiv al axei Oz. Raţionind ca în cazul prece- 
dent, vom aplica în punctul (0,0,—h) o sarcină de aceeaşi intensitate, direc- 
ţie şi sens. Întrucît, efectul acestor două sarcini este identic pentru feţele 
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2 = +0, respectiv 2 =— 0, e de aşteptat ca tensiunile tangenţiale totale 
gene pe elementul de fronțieră de normală exterioară n= —k, să 
ie nule. 
Vectorul deplasare corespunzător acţiunii forței Q =i aplicate în 
punctul (0,0, h) se va scrie, după (7.838.413): 
u, = U6za(1l—v)] [(3—4) RPI+zRIR.). (18) 
Vectorul deplasare corespunzător acțiunii forței fictive Q =i apli- 
cate în punctul (0,0, -h) se va scrie la rîndul său 
u_ = [1 /l6mu(1—v)] [(3—4v) R2î +a RZR_). (19) 
Pentru vectorul tensiune corespunzător deplasării (18) obţinem din 
(7.8.44) (pentru Q =i şi n = — k, vectorul de poziție z fiind înlocuiteu R,) : 
0, (u,)= —[((1—2v)]8r (1—»)] R72 [(-R,)k — (k- RDI —(R-DR, + 
+ 3(1—2y)1 Ra (—k-R,DU-R,)R,) 
sau încă 
a:,=((1—2v)]8x(1— IRA — che + (2—h) i + 3(1—2y)a(z— RER, ]. 
(20) 
Pentru vectorul tensiune corespunzător lui (19) obţinem în mod analog 
62,=((1—2y)/8n(1—v)]R2[ —zh + (2+h)5+3(1 — 2) a (24+ h)RIR_]. 
(21) 
Calculind acum suma tensiunilor aplicate pe planul z =0 obţi- 
nem — ţinind din nou seama de notația (7)—: 
(6%, + c2.)l_ = — iz — war [(1 —2v) — 3Mr-2]R. (22) 
Ca și în cazul sarcinii concentrate dirijate după Oz, va trebui să găsim 
o a treia soluţie a ecuaţiilor Lam omogene, corespunzătoare unei sarcini 
normale distribuite pe frontieră, În acest scop, va trebui să determinăm 


potențialul de simplu strat 2” (unde semnul „prim” se referă la faptul 
că sarcina de studiat acţionează după 0z), din condiţia la limită 


Oslo = (1/2p) (5, 7). (23) 
Raţionînd ca în (10) — (12) şi ţinînd seama de (22), se găseşte condiția 
Qis adi — (1/24) ( 033 + 633) E +U 12 

= [1/8 — v)I [(1—2v) ar 2 — 342 a r—5], (24) 
Potenţialul QO' poate fi obţinut printr-un procedeu analog celui 
folosit pentru determinarea lui Q”. Pentru aceasta, se observă că avem 
[In (E--+z+h)]s = RI, (RI), = — 2R2, (RR) a3=3 (2 +) 2R35, (25) 

astfel că cei doi termeni ce apar în (24) pot fi puşi sub forma 


er? = — (Rl  —3Mar' = —h(RA)as| (26) 
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Ținind seama de (25) şi (26), condiţia la limită (24) devine 
Oslo = [Sul — 9] (—(1—29) n (R-hz)laa — d (RA) aa) le-o (27) 
de unde, pentru motive de repetate ori expuse, urmează 
Q' = — Ui/8ru (1—v)) [(1—2v) în (R_L+2+h)+AR2],. (28) 
'Ținind seama de prima relaţie (25), precum şi de faptul că 
[(z + h) în (R+az4+h)— Ros =m(B-+e2+h), (29) 
deducem prin integrarea în raport cu z a expresiei (28): 
a' = — MSru(1 — v)] (1 —2v) [(z+î) m (R-+2z+h)— 8-]+ 
+ him (R_+rzh)a. 7 (30) 


Soluţia în deplasări a problemei semispaţiului solicitat de o forţă 
unitară concentrată aplicată în interiorul semispațiului și dirijată paralel 
cu 02 se obţine deci sumînd soluţiile (18), (19) și (4.34), unde O, w sînt 
daţi de (28) şi (30): 


u =[1/16 nu (1 —v)] [(3 — 4) (RP + RD)i + o (B7R, + RO R-)] + 


+ grad [29 + (1 —2v)o']—4(1 — ko. (31) 


Pentru o forță aplicată în (0,0,h) şi dirijată după Oy, soluţia rezultă 
tot sub forma (31), intervertind rolurile lui z, 4, î cu y, ?, j,și înlocuind 
potenţialii 9, e' prin potențiali 9”, e” ce se deduc în același mod 
din (28), (30). 


c) Cazul unei sarcini oarecare 


Soluţia problemei semispațiului solicitat de o forță concentrată p 
de componente pi, Po, Pa aplicată într-un punet (0,0,h) se capătă acum 
prin suprapunere. Expresia finală corespunzătoare este greoaie, dar 
elementară. 


OBSERVAȚIE. În rezolvarea acestei probleme nu intervin funcţii mui complicate decit 
în problema semispaţiului solicitat pe frontieră : peste cele două soluţii Kelvin-Somigliana, 
avem de suprapus cite o soluție corespunzătoare unei sarcini normale pe frontieră, în 
determinarea căreia intervin numai potențiali de tipul (7.28), (7.29). 


Componentele vectorului (31), ale analogului său pentru direcţia 
Oy, şi ale vectorului (17), sint componentele matricii lui Green în pro- 
blema lui Neumann pentru semispațiul elastic. Comparaţia dintre cal- 
culele ce au dus la determinarea lor, şi felul aproape elementar în care se 
obține funcţia lui Green pentru ecuația lui Laplace pentru același domeniu 
(vezi (2.15)) arată încă odată treapta considerabil mai înaltă de dificultate 
la care se află studiul ecuaţiilor lui Lame. 


ş5 SARCINI ÎN PUNCTE INTERIOARE 617 


Deplasînd punctul de aplicare al forţei ; sumiînd efectele unor sisteme 
finite de asemenea forțe; în fine, în cazul unor sarcini continue, integrind 
expresiile mai sus obținute (înmulţite cu factori ce carcterizează sarcina) 
— se poate ajunge la rezolvarea de probleme variate relative la semispa- 
țiul solicitat în interiorul său, 


Calculele de efectuat nu sint principial mai dificile decit cele din $ 7. Într-adevăr, 
dat fiind că cea mai complicată funcţie ce intervine în problema de faţă este cea din primul 
membru din (29), rezultă că soluţia pentru cazul unor sarcini continue depinde de funcţii de 
același tip cu funcţiile (7.28), (7.30) — cu deosebirea că integrarea (în sens propriu, sau înlo- 
cultă printr-o convoluție) se efectuează pe curbe, suprafeţe, sau domenii de măsură spaţială 
ne-nulă, conținute în semispaţiul z>0. (Vezi de ex. W. Dean et al. [1].) 


CAPITOLUL 10 


PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC 


$1. GENERALITĂŢI 


Problema contactului corpurilor elastice are o importanță practică 
deosebită : transmiterea forțelor se realizează cel mai adesea prin contactul 
unor corpuri solide, în primă aproximaţie, elastice. 

Integrarea ecuaţiilor problemei contactului (varianta tridimensio- 
nală) e complicată, şi pretinde totuşi o asemenea schematizare a fenome- 
nului real, încît ne putem face o idee precisă numai despre ceea ce se pe- 
trece în vecinătatea imediată a zonei de contact. Îmbinată cu utili- 
zarea principiului lui Saint-Venant, ex dă însă răspuns la numeroase pro- 
bleme importante. 

Problema contactului elastic a fost abordată corect pentru prima 
dată de către H. Hertz [1]. Mare parte din rezultatele sale, inclusiv soluția 
problemei ştanței cu bază plană eliptică, precum şi sugestia de a folosi 
această soluţie în problema contactului fără frecare, au fost obținute 
concomitent şi de către J. Boussinesq (vezi A. Clebsch şi B. de Saint-Ve- 
nant [1], nota finală la $46). 

Ideea de bază stă în asimilarea corpurilor în contact, cu nişte semi- 
spaţii : aceasta îngăduie cercetarea comportării lor în vecinătatea zonei 
de contact cu ajutorul rezultatelor cunoscute din studiul problemei lui Neu- 
mann pentru semispaţiul elastic. În particular, se presupune că corpurile 
în contact sint pertect lucii, (sau, ceea ce este același lucru, separate de 
un strat de lubrefiant) ; nn există deci motive care să împiedice alunecarea 
lor locală unul pe celălalt în procesul contactului, astfel încît componentele 
tangenţiale ale tensiunii la limită în zona de contact sînt nule. Problema 
este asttel redusă la o problemă de transmitere a unei sarcini normale, 
însă necunoscute, și repartizate pe un domeniu de asemenea necunoscut. 

Cercetările lui Hertz și Boussinesq au fost urmate de studiile lui 
A. Dinnik [1] şi N. Beliaev [3]. Lucrările Ini N. Mushelişvili (5), capitolul 
6, și L. Galin [4], capitolul 1 — în problema plană a contactului — precum 
şi cele ale lui A. Lurie [2] (vezi şi [4], cap. 5), I. Ştaerman [1] şi L.Galin 
[4], capitolul 2 în problema tridimensională, au adus metode şi rezultate 
esențial noi. În aceeaşi perioadă, I. Sneddon [1], [3] a deschis drumul 
utilizării metodei transformatei Fourier, cu deosebire în problemele de 
contact plane şi ca simetrie axială. 

Ca articole de sinteză în problema contactului, vezi J. Goodier [4], 
$ 9; N. Rilcevski [3] (ineluzind și probleme dinamice de contact); B. 
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Korenev [1]; G. Popov şi N. Rostovţev [1]; D. Serman [6], capitolul 2, 
şi [8], $ 3.2. Vezi încă indicaţiile din $ 14. 

Ne vom limita aci la problema contactului tridimensional fără frecare 
a donă corpuri elastice pertect lucii. Toate raţionamentele vor fi valabile 
numai dacă, prin natura însăși a problemei, avem de-a face cu deformaţii 
şi deplasări suficient de mici. Cazul în care, dimpotrivă, sint de dorit 
deformaţii şi deplasări cît mai mari — ca de pildă în diferite procese de 
prelucrare a metalelor — necesită desigur cu totul alt punct de vedere. 

Dintre diferitele posibilităţi : contact într-un punct, contact în 
lungul unei drepte sau curbe, contact pe o porţiune de arie nenulă 
a frontierei — ne vom limita la cazul contactului inițial într-un punct, sau 
pe o porțiune plană eliptică (eventual circulară) a frontierei. (Unele soluţii 
aproximative vor fi considerate şi pentru alte domenii.) 

Vom începe prin a presupune că unul din corpurile în contact este 
un semispaţiu elastic, iar celălalt este un corp rigid, de formă dată, numit 
ștanță. 


$ 2. PROBLEMA ȘTANŢEI CA PROBLEMĂ MIXTĂ 


Să presupunem că unul din corpurile în contact este semispaţiul 
elastic 2 >0, iar celălalt este o ştanţă (rigidă). Să presupunem că, înainte 
de a intra în acţiune forțele care vor face ca ştanța să pătrundă în semi- 
spațiu, aceste două corpuri au fie un singur punct-frontieră comun, fie 
se află în contact pe o porțiune de arie nenulă 
a frontierelor lor. Lă 

Vom alege punctul comun drept origine 
0, comună la două sisteme de coordonate 
carteziene : sistemul Ozyz legat de semi- 
spațiu, şi un sistem 0XYZ legat de ștanţă. 
Axele Oz şi OZ sînt dirijate după normala 
imterioară la semispaţiu, respectiva la ştanţă, 
în 0. Prin urmare, sensul pozitiv pe UZ coin- 
cide cu cel negativ pe 0z. Axele Oz, Oy coin- 
cid cu 0X, respectiv cu OY. Sistemul Oayz 
este drept. 

Notind cu z = 9(X, Y) ecuaţia fronti- 
erei ştanței, vom presupune că funcția e Fig. 10.21 
este de clasă cel puţin C? pe porțiuni. Pro- 
blema are sens, numai dacă ştanța este „exterioară şemispațiului. 
Dacă contactul iniţial se face într-un singur punct, acesta trebuie să fie 
deci un punct eliptie al suprafeței Z = o (X, Y) (vezi de ex. G. Vrăn- 
ceanu [1], vol. 2, $ 15.1; V. Smirnov [2], vol. 2, pet. 132). Alegînd 
planul tangent în 0 la suprafața ștanței drept plan OXY , avem 


(0,0) = pu lzop-o = Pazzo = 0. (1) 
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În cazul contactului iniţial pe o porţiune a planului frontieră, ecuaţia 
frontierei ştanţei în această porţiune este pur şi simplu Z = 0. (Exemplu 
frecvent : un cilindru cu bază plană.) 


a) Condiţiile ia limită ale problemei 


Vom începe prin examinarea cazului contactului într-un punct 
inițial ; cele ce urmează se transteră, cu unele modificări ușor de înțeles, 
la cazul contactului inițial pe un domeniu plan. 

Să presupunem că ştanța e supusă acţiunii unui sistem de forţe 
(reductibil, întrucît ştanţa e rigidă, la o forţă şi un cuplu), care o fac să 
pătrundă în semispaţiu. Echilibrul sistemului [ştanţă + semispaţiu] se 
va stabili cînd ştanţa va fi pătruns la o anumită adincime (necunoscută !), 
cînd punctul inițial de contact va îi fost înlocuit cu un domeniu de contact 
(de asemenea necunoscut!) pe care ştanța vine acum în atingere cu fron- 
tiera deformată a semispațiului, şi cînd tensiunile (tot necunoscute!) ce 
iau naştere pe acest domeniu, vor face echilibru forțelor aplicate asupra 
ştanţei. 

Să presupunem că deplasările și deformaţiile ce apar sînt destul de 
mici pentru a îngădui utilizarea teoriei liniare. În acest caz, condiţiile la 
limită pot fi formulate pe frontiera nedeformată a semispaţiului. Prin ur- 
mare, deşi domeniul de contact real are, evident, forma „,bazei” ștanţei, 
se numeşte domeniu de contact acel domeniu Z al planului 2 = 0 care 
după deformaţie intră în contact, punct cu punct, cu frontiera ştanţei. 
O astfel de înlocuire cere desigur ca deplasările şi deformaţiile să fie sufi- 
cient de mici pentru ca şi dimensiunile liniare ale lui 2 să fie mici în 
raport cu razele principale de curbură ale suprafeţei Z = e (X,Y) în origine. 

Mai departe, să presupunem că suprafețele în contact sînt perfect 
lucii, aşadar nu pot transmite sarcini tangenţiale pe planul frontieră : 


31 |;-0 = Oaalsao = 0. (2) 
În afara domeniului de contact, avem desigur şi 
Oaa;=0 = 0; £=(6 meg. (3) 


Dar în interiorul său, tensiunea normală la limită va fi o funcţie 
necunosculă : 


Sssl:-0 = — P (& n £=(& meg. (4) 


Raționamentul clasice constă în a determina funcţia p (£, 1), ceea ce 
reduce chestiunea la o problemă deja studiată în $ 9.4, întrucît odată cu 
p(5;) sînt cunoscuţi în principiu şi potenţialii lui Hertz de care depinde 
soluția (9.4.35). (Subliniem aci avantajele considerabile ale metodei lui 
A. Lurie [2], care conduce la determinarea directă a potenţialilor lui Hertz.) 
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Întrucît p(E,4) nu e cunoscută, condiţia (4) este lipsită de conţinut 
şi trebuie căutată o altă condiţie în Z, independentă (explicit) de tensiunea 
normală la limită — aşadar obligatoriu o condiție în deplasări. 


Problema este deci o problemă mixtă, de tipul celei de a patra probleme funda- 
mentale : pe o porțiune Z a frontierei, datele sint formulate parţial în tensiuni, şi par- 
ţial în deplasări — ceca ce corespunde unei anumite alegeri a coeficienţilor a, Pag, ca 
din (4.2.4). Lucrurile sînt în fapt încă mai complicate, pentru că în cazul ștanţei cu un 
punct iniţial de contact însuși domeniul pe care se formulează aceste condiţii la 
limită este necunoscut. 


Să presupunem aşadar că ștanța pătrunde în semispaţiul elastic 
sub acţiunea unei forțe E şi a unui cuplu de moment A. După sta- 
bilirea echilibrului, ştanța însăşi se află în echilibru sub acţiunea forței 
2, a momentului JA, și a reacţiunilor ce apar pe Z. În virtutea condiţiilor 
(2), aceste reacțiuni sint paralele cu OZ, şi deci avem (2, = (Pa = 0. Prin 
urmare, în absenţa frecării, putem considera că ştanţa este supusă acțiunii 
unei forţe verticale P, al cărei suport trece printr-un punct (50; no 0) 
din planul z=0 (diferit în general de 0, şi nu necesarmente situat în 2). 
Condiţiile de echilibru a ştanţei se scriu deci: 


(jp (map = 2, (5) 
EA 
(jp (2, pEap = Pt, (2, 1) ndD = Pr. (6) 
2 2 


De îndată ce sarcina totală P, domeniul de contact 2 şi presiunile 
p(£5, m) sînt cunoscute, coordonatele £,, n pot fi şi ele calculate. 


ra 


Fig. 10.2.2 Fig. 10.2.3 


În cele ce urmează ne vom limita la cazul unei ştanţe solicitate de un 
sistem static echivalent cu o forță verticală unică P, a cărei linie de ac- 
țiune trece prin O. În acest caz, vom spune că ștanța este acționată (solicitată) 
central. Dacă originea este punct de intersecţie al unor eventuale axe de 
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simetrie ale domeniului de contact, e firesc ca presiunea p(E, 7) să posede 
şi ea proprietăţile de simetrie corespunzătoare. În acest caz, vom avea 
E0 = o =0 și relaţiile (6) vor fi identic verificate. 

În mișcarea sa sub acțiunea forței P, ştanţa coboară în semispațiu 
pînă la o anumită adincime 5, care se va numi penetraţia sa. Să presupunem 
acum că deplasările tangenţiale u., ue, sînt neglijabile în comparaţie cu 
Ug = w pe domeniul de contact. Pentru orice punct din 2, este limpede 
că adîncimea pînă la care coboară punetul iniţial de contact va fi egală cu 
suma cotei e>0 a unui punct oarecare de pe frontiera ștanţei, cu depla- 
sarea 1% >0, căreia îi este supusă frontiera semispaţiului în punctul cores- 
punzător. Deducem de aci (vezi fig. 10.2.2) relaţia 


w=3—9(%m) în 2. (7) 


Toate considerațiile mecanice de mai sus rămîn valabile pentru o 
ştanță cu bază plană : în acest caz este suficient să luăm o (4, Y)=0, şi 
(7) se reduce la 


w=35 în2, (8) 


ceea, ce exprimă pur și simplu faptul că toate punctele domeniului de con- 
tact se deplasează vertical cu o aceeaşi cantitate 5 (vezi fig. 10.2.3). 

Evident, relaţiile (7) şi (8) nu au nici un sens în afara lui Z. Se vede 
că în timp ce domeniul 2 este cunoscut în (8), el este în schimb necunoscut 
în (7). În fine, penetraţia 5 e necunoscută în ambele relaţii. 

În ce priveşte forma lui Z, trebuie să subliniem că frontiera Z a 
acestuia nu se obține prin simpla secţionare a suprafeţei e (X,Y ) prin planul 
Z = 3. Într-adevăr, contactul real între ştanţă și frontiera semispațiului 
încetează la un nivel situat; sub acest plan de secțiune, dat fiind că fron- 
tiera semispațţiului se deformează, așa cum se vede în figurile 10,2.2 şi 
10.2.3. 

Din condiţiile mecanice ale problemei rezultă că în Z-+Z, trebuie 
să avem p(E,) > 0, căci numai în acest fel punctele celor două frontiere 
intră în contact. Dimpotrivă, în afara curbei Z trebuie să avem p(£, 7)=0. 
Prin urmare, dacă curba Z nu este o linie singulară din punct de vedere geo- 
metric pe suprafaţa Z = e (4,Y), atunci trecerea de la presiunile pozitive 
din Z la cele nule din exterior trebuie să se efectueze continuu, şi deci 


pl le =0. (9) 


Această condiţie poate fi înțeleasă, imaginindu-ne procesul de pătrundere a ştanţei cu 
un punct iniţial de contact în semispaţiu, cu extinderea în timp a domeniului 2, şi trecerea 
funcţiei p(5,m) într-un punct dat de la valori nule, la valori pozitive tot mai mari, pe 
măsură ce sarcina crește, 


Dimpotrivă, dacă Z este o linie singulară pe suprafața ştanței (de 
ex. : pe o ştanţă cilindrică cu baza plană), ne putem aștepta la apariţia 
de discontinuități ale tensiunii normale la traversarea acestei curbe. Vom 
reveni asupra acestor chestiuni în $ 9. 
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b) Ecuația integrală a problemei ştanţei 


Putem trece acum la formularea problemei relative la p(5,n). 
Întrucit semispaţiul este solicitat numai de sarcini normale, starea sa 
elastică este caracterizată de formulele (9.4.35). De aci deducem (folosind 
notația w pentru 43; vezi şi pag. 589): 


W = 203 —2(1—v)9, (10) 
unde potențialul de simplu strat 9 e dat de (9.1.28): 


O (2, y, 2) = — (tru) ((( (Em) NZD FaldD. (1) 
2 


Introducinăd această expresie în (10) şi luînd 2 = 0, căpătăm depla- 
sarea 2 pe planul-frontieră. Introducind mai departe această valoare 
în condiţia (7), obținem relaţia, valabilă numa în 2 : 


[(U — rul (Mp (3, n) IV ZE Fu milaD = 3— e(a,y), (2) 


2 


unde am revenit la notația (2,y,0) pentru punctul de observaţie de pe 
planul-frontieră, rezervînd notația (5,1,0) pentru punctul curent de inte- 
grare pe acest plan. 

Aceasta este o ecuație integrală de prima speţă pentru p( 5,1). Rezol- 
varea problemei ștanței depinde de posibilitatea de a rezolva această 
ecuaţie, însoţită de ecuaţia de echilibru (5) şi — dacă este cazul — de con- 
diţia de continuitate (9). Dacă vom determina din (12) funcţia p(E,n) 
ca funcţie de 3 şi de anumiți parametri ce caracterizează domeniul (necu- 
noscut) Z, condiţia (9) va furniza aceşti din urmă parametri ca funcţii 
de 3 — şi atunci va mai rămîne să ne servim de (5) pentru a găsi pene- 
trația, şi deci şi forma domeniului și presiunea. 


Pentru 9==0, 2 este cunoscut, și acelaşi raționament se poate 
repeta, fără a mai avea a ne servi de (9) — care de altfel aci nu mai 
are sens, 


OBsERVAȚIA 1. Pentru cazul unei sarcini excentrice, problema se complică datorită apa- 
riţiei unui cuplu care tinde să facă ștanța să se rotească. În ultimă instanță, aceasta revine la 
a introduce în (7) un termen liniar în E și m: cei doi coeficienți suplimentari ce apar asttel 
se determină ca şi 5, făcînd însă uz și de relațiile (6), care nu mai sint acum identic verifi- 
cate. Pentru cazul particular al ştanței cu bază plană, problema a fost abordată iniţial de 


V. Abramov [1]. În cazul general, termenii din (7) pot fi luați în considerare numai fă- 
cind uz de metoda lui Lurie, deja indicată, 


Studiul ecuației (12) este o chestiune de o extremă complexitate. 
Uneori, soluția acestei ecuaţii este cunoscută dacă cunoaştem soluţia 
problemei lui Neumann pentru semispațiul supus unei sarcini normale 
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repartizate pentru anumite domenii de solicitare şi anumite aspecte ale 
funcţiei p(£,7). (Vezi exemplul de la finele $ 9.5, pag. 602 : dacă baza ştan- 
ței are forma ce rezultă din (9.0.16), putem conchide că sub ștanţă avem 
p = const.) Un astfel de procedeu de tip invers reușește însă numai ra- 
reori, 

Problema se simplifică considerabil în variantele sale uni-dimensio- 
nale, la care conduce în fond problema contactului plan (cilindri infiniţi 
în Se în lungul unor generatoare), sau a contactului cu simetrie 
axială, 

Integrala (12) este valoarea potențialului newtonian de simplu 
strat, de densitate proporțională cu p(E,7), repartizată pe domeniul 
(necunoscut) Z. Valoarea acestui potenţial în orice punct interior lui Z 
este dată în (12) prin intermediul funcţiei cunoscute p(7,y) şi al unor 
constante necunoscute, 


Acest fapt arată că pentru studiul experimental al problemei, sint utile orice analogii 
(în primul rind, electrice) care conduc la determinarea densității de potenţial, atunci cind 


însuși potențialul e dat în domeniul în care densitatea sa e neidentic nulă. (Pentru detalii 
în acest sens, vezi de ex, L. Niţeţkii [1].) 


În cele ce urmează, vom studia ecuaţia (12) tot pe linia unei metode 
inverse, totuşi suficient de generale şi de sistematice, și permițind abor- 


darea problemei clasice a contactului. Pentru simplitatea scrierii, vom 
folosi frecvent notațiile 


= p(E), m V(a, 0) me (a P(p MD. (as 
0) pf), o(2)=V(ay,0) cati eacai, (15) 


Întrucît în (12) constantele pu, v nu intervin separat, este firească 
considerarea unei noi constante a materialului 1) 


0 = (1 — v)/2np. (14) 


Ecuația problemei ştanţei solicitate central se va scrie deci 
0 (Lotte DEF > map = 3— eta) în, (5) 
2 


de integrat cu condiţia (5): 


(|p(&maD = 2. (16) 


1) A nu se confunda cu dilatarea de volum 0, sau cu unghiul 0, 
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În cazul unei ştanţe cu bază plană care pătrunde în semispaţiu fără 
a se roti, ecuaţia (15) se reduce la 


oțilp(&m/ Ve Biro mlaD=3 în z, (7) 
z 


de integrat cu aceeaşi condiţie de echilibru (16). 


OBSERVAȚIA 2, Înaintea studiului exact al problemei contactului, chestiunea a fost abor- 
dată cu ajutorul ipolezei lui Winkler și Zimmermann, constind în presupunerea că există propor- 
ționalitate între sarcina pe frontieră, și deplasarea normală cauzată de ca. În genere, 
această ipoteză este foarte departe de a descrie starea reală de lucruri (vezi de ex. finele 
paragratului $ 9.5). Totuşi, există cazuri particulare în care teoria exactă o confirmă (vezi 
1. Galin [1)). 


c) Indicaţii asupra potențialilor generalizaţi 


Din punctul de vedere al unei teorii generale, problema ștanţei poate [i subordonată teo- 
riei potențialilor generalizați. După M. Riesz [1], se numește potențial generalizal de ordin a 
în &, integrala 


vr(z) = Lă dz (E)/LR(E; E)-a, (18) 


unde 0< a SS 2, şi unde dr(E) este produsul unci anumite funcţii de punct în [A cu elementul 
de volum din TAME Pentru m = 3, a=— 2, și pentru integrala din (18) luată pe o suprafață 
din €g, se obține drept caz-limită potenţialul newtonian de simplu strat. 

Întrucit în ecuaţiile (15) sau (17) avem de-a face cu valori la limită ale unor astfel de 
potențiali pentru domenii ZA din planul z == 0, aceasta revine la a considera potenţiali 
generalizaţi cu m = 2, a = 1. În acest caz, vom avea 


dr (E) Sar(6,7)= p(5 40. (19) 


De altfel, integrala (18) are sens chiar dacă d(E£) nu este introdusă sub forma (19), 
așadar chiar dacă nu există o densitate a presiunilor p(Q); pentru aceasta, este suficient ca 
dx să fie definită ca o măsură Radon pozitivă, cu suportul conținut în Z. 

Condiţia (16) se scrie — abstracţie făcind de o constantă multiplicativă P — 


s(2)=1, (20) 


unde (2) este masa totală a repartiţiei de presiuni dr(£). 

A rezolva ecuațiile (15) sau (17), aceasta inseamnă a determina repartiţia de presiuni 
dr de masă totală unitară, pentru care potențialul generalizat de ordin 1 ia valoarea 3 — ș, 
respectiv 3, în Z. 

Pentru acest din urmă caz (ținind seama și de (20)) se cunosc rezultate suficient de 
simple şi de precise. A rezolva ecuaţia (17) cu condiţia (16) (sau — ceea ce revine la același 
lucru — (20)) înseamnă a găsi repartiția de echilibru pe 2, adică a determina o repartiție 
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de presiuni de masă totală unitară şi astfel incit potenţialul generat de ea să fie constant în Z. 
O. Frostmann [1] a demonstrat că există intotdeauna o soluţie a acestei probleme, abstracţie 
făcind de o mulţime de capacitate?) nulă. La această concluzie se ajunge demonstrindu-se că 
există o măsură astfel încit minimul integralei energiei 


cedate Șj dr) dx(€) (Re: E)", (21) 
LA 


pentru dx în clasa măsurilor de masă totală unitară și avind suportul conținut în 2, să fie 
atins. Potenţialul de echilibru pe Z este tocmai potenţialul ce corespunde repartiției de energie 
minimale, 

Pentru a se demonstra unicitatea soluției, se face uz de teorema lui M. Riesz [1], care 
afirmă că pentru orice potenţial generalizat de ordin a, avem 


<a = Fa E — Fa > > 0 (22) 


pentru x, ZE Ta, unde n, a sint măsuri pozitive. De aci urmează că măsura care realizează 
minimul lui (21) este unic determinată, precum şi că ea este pozitivă. 

Dacă frontiera Z a domeniului Z satisface condiția lui Poincart3), atunci potenţialul 
de echilibru este constant în toate punctele din 2 + F. 


$ 3. POTENŢIALUL DISCULUI ELIPTIC ÎNTR-UN PUNCT 
INTERIOR. TEOREMA LUI GALIN ȘI ȘTAERMAN 


Să presupunem pentru început că domeniul 2 este de formă eliptică, 
aşadar deplin caracterizat de cunoaşterea semiaxelor a, b ale frontierei 
sale +: 

atat + sp? =1. (1) 


Întrucît ecuaţia (2.15) este valabilă în Z, ne va interesa expresia 
potenţialului (2.11) pentru puncte interioare elipsei (1) pe planul 2=0. 


Vom nota 
v(2) = V(z,y,0) = — 4ru Q(z,y, 0) = | Ta eg. 


ud (2) 
3) Capacitatea mulţimii compacte X este numărul 
& (38) = sup (n(%); Ve si), 


adică cea mai mare dintre masele de repartiţii de presiune, definite pe X, şi astfel incit 
Va (a), ze să nu depășească unitatea (sau, abstracţie făcind de o constantă multiplicativă, 
să fie mărginită). Dacă o mulţime este de capacitate nulă, aceasta înseamnă că nu este posibil 
să-i atribuim o repartiție de presiuni astfel incit potenţialul generalizat corespunzător să rămină 
mărginit. 

3) Se spune că un domeniu 7 satisface condiţia lui Poincare, dacă în fiecare din punctele 
sale frontieră se poate construi un con în întregime conţinut în domeniu într-o anumită 
vecinătate a punctului considerat, 
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Este firesc să căutăm p (E, 1) sub o formă care să reflecte oarecum proprie- 
tățile geometrice ale lui Z. Anume, vom lua 


p(& n) = Ş a (1 —Eja? — mb), (3) 


je 


Calculul integralei (2) pentru expresia (3) a densităţii a fost realizat 
de către L. Galin [2] (vezi şi [4), $ 2.8), şi I. Ştaerman [1], $4.1. De- 
monstrații mai recente sînt date de N. Rostovţev [6] și |. Zamfirescu 
[1]. Vom expune aci raționamentul lui Ștaerman, direct și elementar. 

Să considerăm funcțiile 


_ (LU — EAla? — maus 
„= pete p D. 5 


Cu aceasta, (2) se va scrie sub forma sumei 
ot) = Si as,(o) (5) 


Dacă vom trece în (4) la coordonatele polare definite de 


E—a=R cosy, 
n—y = sin x, 
AD= dE dn = RARA, 


Fig. 10.3.1 


radicalul de la numitorul din (4) dispare şi obţinem 
an Ra) 

oz) = | ax UL — (et BR cosn)lat — (+ 2 sim) AR, (1) 
Li] 0 


unde R() este distanța de la punctul (z, y) la punctul (E, 70) în care 
raza polară de unghi x taie elipsa (1). Întrucît acest punct e situat pe 
elipsă, avem 

(2 + Re cos 3)tja? + (y + Re sin pp? = 1, (8) 

Introducînd notaţiile 
cos27 sin2% DCosy  ysin x 
A(g) = re B(p)=——R +, 
(%) - a (2) = 0 ur (9) 
0 = | .— La — în ? 
a Ob 
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vom transcrie (8) sub forma 
AR +2BR—0=0, (10) 
unde avem întotdeauna 
A(z) >0, 0C>0. (11) 


(Prima relaţie este evidentă; cea de a doua rezultă din faptul că 
punctul (z, 7) este interior elipsei.) Soluția ecuaţiei (10) este 


Ro(y) = [—B + VB8*:+ ACJJA, (12) 


unde B24+ A0> B2>0; am ales semnul pozitiv pentru ca să avem 
Ro(%) >0. 


'ŢTinînd seama de notaţiile (9), obținem acum din (7) 


v(2) = (ax, (13) 
unde 
RX) 
L(z) =" 4 (a0— 248 R — AR) aR, (14) 
„0 cr FIORI 
sau încă 
RD (B2 3=", B+ARE 3 = 
I _. Sa — R. 15 
0 =$, (+0) [ (i) | d (5) 
Pentru a putea face aci schimbarea evidentă de variabilă 
cos 0 = [B(3) + RAGDI/VB:(3) + CA), (16) 


unde x are rol de parametru, şi unde limităm variaţia lui 0 între 0 şi 
(pentru ca corespondența stabilită între 0 şi R să fie biunivocă), trebuie 
să ne convingem că mărimea din (16) are modulul cel mult egal cu 1. Amin- 
tind că avem 0 < R < Ro (x) şi A>0, deducem că B<B-+ARSB-+ 
+ AR, de unde 


B/|VB: 3 A0 < (B+ AR)|VB2 3 A0<(B + ARI VB: + AC. (7) 


Or, din (12) rezultă că al treilea raport din (17) este egal cu 1; 
întrucât avem AC >0, urmează că primul raport din (17) este în modul 
cel mult egal cu 1. Schimbarea de variabilă (16) este deci justificată, 


Vom nota cu 0(x%) acea valoare a lui 0 care corespunde valorii 
R=0, astfel că 


cos 9(x) = B(3)/VB*%x) + CA(9). (18) 

Lund R = Ro(x), din (12) și (16) urmează cos 0[R (x), zl =1, 
şi deci 
OLRo(%), x] =0. (19) 
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Relaţiile (183), (19) dau limitele de integrare în raport cu 0. 
Prin diferenţierea relației (16), deducem și 


AR = — (1/VA)VB:/A + C sin 0 46, (20) 
astfel că după calcule elementare, (15) devine 
Li A] za 
(=) " OȚZD (B2]4 + 0) sint! 6 40. (21) 
[2] 


Pasul imediat următor constă în a efectua în (21) o astfel de schim- 
bare de variabilă, încît să obţinem o integrală cu limite fixe. Aceasta 
se realizează luînd 


X=a+y, (22) 
Introducind (22) în (9), conchidem că 
A(y) = Ar + 9) = A(9), B8B09)=B(n+y)= — B(9). (23) 


(Amintim că C este independent de 7.) Ţinind seama de (23) în (18) 
căpătăm desigur cos 6(x) = cos B(x 4+- 4) = — cos 0(4), de unde (întrucît 
0 < 0 < x) conchidem 


0(x) = x —0(9). (24) 
Să scriem acum integrala (13) sub forma 
(2) = (2) +7 (2), (25) 


unde 2) este valoarea integralei calculate între limitele 0 şi x, iar vj este 
aceeaşi integrală, calculată însă între x şi 2. 'Ţinind seama de (21), ob- 
ținem 


27 2 8%) i î 
dtz) =) Laz = ax j (UNA) (BA + 0) sin%0a0. (26) 


Efectuînd schimbarea (22) şi folosind (23) şi (24), căpătăm de aci 


m 0 
L!] 


dtz) = ay ” CL VAI LB2(9)/409) + OVaint0d0, — (27) 


expresie identică cu v(x), abstracție făcînd numai de limitele de inte- 
grare în raport cu 0. Rămine deci de efectuat o ultimă schimbare de varia- 
bilă, care să lase intact integrandul, şi să modifice convenabil limitele de 
integrare. Luînd 


0=r-—%, (28) 
limitele 0 şi x — 0 (4) sînt înlocuite prin limitele = și 0(!) în raport 0'. 
Avem desigur sin 6 = sin 6 şi dO = — d0', astfel că (27) devine 


2) = ay [a NZCILEA( 403) + 07 in? ao. (29) 
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Adunînd acum integrala (a) sub forma ce rezultă din (13) și (21) 
(așadar forma, (26), dar cu limitele 0 şi x în integrala în raport cu x), 
cu integrala (a) din (29), şi notind variabilele de integrare în ambele 
integrale cu aceleaşi litere, fie ele din nou x și 0, căpătăm 


v,(a0) = [ dx [ [1/VAGO)ILB2(3)/4() + Ol sin: 046, (30) 


unde limitele sînt fize, şi integrările pot fi efectuate separat. 
Să considerăm acum integralele 


d, (2) = [1/ VAGI LE2G0/4(0) + CVăx, (31) 
6; = Ă sin“ 6 d6. (32) 
[1] 


Introducînd expresiile (9) în (31), căpătăm după calcule elementare 


b(2) = ab | E a are | DE. Ie (33) 
. o a? sin? x + b2 cos2y 


Integrala c, se calculează prin recurenţă : 


0, = — ( sin2/-1 0 d(cos0) = (2j — D$ sin"'-"0 eos20 d9, 
0 
de unde urmează (2) c, = (2j—1)e;a. Dar întrucit din (32) avem evi- 
dent co = 7, căpătăm în detinitiv 
= [(2j — DUH m, co=r. (34) 


Introducînd acum (33) şi iară în (30), iar expresia astfel obţinută, 
în suma (5), rezultă formula final 


za (25 —1)!! 
v(x) = Vie 0 = za j loa + Și a, X 
(2) > Y, 0) P CTT 2 j 
- 22 2]i 
x [a | TPI (35) 
a2 sin2y + b2 cos2y | a*sin2y -- b2 cos2 7 


Aceasta este deci valoarea potenţialului newtonian de simplu strat 
de densitate (3) într-un punct înterior al discului eliptic de frontieră (1). 
Semnificaţia acestui rezultat stă în faptul că ezpresia (35) este un polinom 
de grad m în raport cu z? și y2. 
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$ 4. PROBLEMA ȘTANŢEI CU BAZĂ PLANĂ ELIPTICĂ, 
ACȚIONATĂ CENTRAL 


a) Soluţia problemei 


Să presupunem că ștanţa are baza plană, mărginită de elipsa (3.1), 
şi o asttel de configuraţie a suprafeței, încît domeniul de contact Z coin- 
cide cu această bază. (Exemplu : un cilindru de ax 02 şi de curbă directoare 
(3.1).) În acest caz, Z este cunoscut, şi coincide cu baza ştanței. 

Alegînd originea în centrul lui Z, și presupunînd că linia de acţiune 
a sarcinii P trece prin origine, avem de rezolvat ecuaţia (2.17) cu condiția 


(2.16), aşadar 


3/0 = Șţ [p (6, / VEZI ZailaD în, (1) 
2 
P = p(& mao. (2) 
a 


Întrucit 2 este cunoscut, dacă vom determina din (1) presiunea 
p(£, m) ca funcţie de parametrul (necunoscut) 3, relația (2) va permite 
şi aflarea acestuia din urmă. 

Membrul al doilea din (1) este funcţia V(z,y,0) din (3.2), astfel că 
(1) devine 


V(z,y,0) = 3/8 în 2. (3) 


Întrucît 2 este o elipsă, putem folosi rezultatele din $ 3. Pentru 
ca potenţialul (3.35) să se reducă la o constantă, este deci necesar şi sufi- 
cient ca densitatea să aibă forma (3.3), cu toţi a, =0, cu excepția lui ag. 

in urmare, presiunea are forma 


p(n) = ap: VL — fat — mefoi. (4) 
Făcind uz de formula (3.35), putem transcrie acum (3) sub forma 
Tr abag Ă dy] Va?sin?7 + b2cos2y = 3/0, (5) 
[i] 
de unde se obţine valoarea lui a, sub forma 
a = (1/01) (3/0), (6) 


unde D este aria lui 2, iar I este integrala din (5). 
Să presupunem axele alese în așa fel încît b <a, şi să considerăm 
aria D şi excentricitatea k a elipsei de contact : 


D= ma), k=Vi — bifa. (7) 
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Pentru integrala din (5) avem pe rînd 


1 = aaa FO = costa = (jaf aplicata (8) 


Efectuînd aci schimbarea de variabilă 


mac eggaes e dx = — dy, (9) 
şi remareînd simetria integrandului, obţinem 
I = (la) E), (10) 
unde 
T]2 
K(k) = | dy/VI = R2 sin? y (11) 
o 


este integrala eliptică completă de prima speță, de modul k. 


Pentru detalii asupra integralelor eliptice complete, cu aplicaţie specială la problema 
de contact, vezi de ex. I. Ștaerman (1), anexa 1. Integrala K(k) este tabulată (vezi de ex. 
E. Jahnke şi F. Emde [1], partea a 2-a, cap. 5, B; sau H. Dwight [1], pet. 1040). Aceste 
tabele dau valorile K (k) în funcție de « = arc sin k. Tabele detailate pentru integralele eliptice 
complete și necomplete de toate trei speţele sint datorate lui V. Beliakov et al. [1]. 


Pentru o elipsă de contact dată, mărimea I din (6) este deci cunoscută; 
Introducînd (10) în (6), și ţinînd seama de (2.14) şi (7), obținem 


a = lu/(1 — v)] [8/8 E (k)]. (12) 
Să introducem acum expresia (4) în condiţia de echilibru (2) : 
P=a | ADIVI Z Eaja? = m2foz. (13) 
a 


Pentru a calcula integrala din (13), fie ea J', vom trece la coordo- 
nate polare cu polul în origine: 


&=Roos x, D= Rsiny, (D= RARAy. (14) 
Notînd şi aci cu Re (x) distanţa la punctele de pe frontieră, căpătăm 


pri n az E. RARI — Rel(cos? p)/a2 + (sin? 4), (15) 


1] 


unde coeficientul lui R? este chiar A(%) din (3.9). Prin urmare, pe frontiera 
elipsei avem R5(x)A(x) = 1, astfel că (15) devine 


= fura) az” a [Vi = AGE], 
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de unde 


uVaoi 


eră [aia 
J! = a [1/4 (91 Vi = 40082 
[1] 


dx =$ [A (lăz. (46) 


'Ținînd seama aci de (3.9) şi de simetria integrandului, avem 


0 


J' = dap? dy/(a? sin? 3 + b2 cos? y), (17) 
şi încă, după schimbarea de variabilă tg y = (d/a) t, obţinem 
J =4atb (d te x) (a? te? x + 3%) = 1aţ A + 8)= 
= ab aretgt | = 2 ra, (18) 
astfel că (13) se reduce la P = 2xab a, de unde 
dica - (P/D). (19) 
Coeticientul ag rezultă deci sub o formă elementară, şi chiar inde- 


pendentă de 3. Comparind expresiile (12) şi (19) și amintind notaţiile 
(2.14) şi (7), urmează 


â=0P[(K(k)/a], (20) 
unde se separă vizibil un factor funcţie de material, unul funcţie de sar- 
cină, şi unul pur geometric. Introducînd încă (19) în (4), căpătăm 

» 1 E 7 
2 (8) = (PDL — Ela — mt], (21) 


şi problema este complet rezolvată. 


b) Despre repartiţia presiunilor sub ştanţă 


Notind presiunea medie sub ştanță cu 


Pa = PD, (22) 
se vede că presiunea p(£,7) ia valoarea minimă în centrul lui 2 : 
Pin =.P (0,0) 20 0,50 Pa» (23) 


Dimpotrivă, ea tinde la infinit în vecinătatea frontierei Z a lui 2, 
frontieră care constituie o linie singulară pe suprafaţa ştanţei. Unei re- 
partiţii uniforme a deplasărilor îi corespunde aşadar o repartiție extrem 
de neuniformă a presiunilor. (Vezi şi $ 2, pag. 625.) 
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Rezultate sugestive în legătură cu comportarea presiunii în vecinătatea liniei au fost 
date (atit în cazul problemei ştanţei plane cit și în cel al ștanței cu baza plană circulară) de 
către I. Ştaerman [1], $$ 2.3 şi 3.3. 

În fapt, intrucit presiunile cresc considerabil în vecinătatea lui Z, materialul trece aci 
în stare de deformare plastică, sau se fisurează. Aceasta duce la o re-distribuire a tensiunilor 
de natură să evite apariția de tensiuni infinite, lipsite de sens. 


$ 5. PROBLEMA ŞTANȚEI PARABOLOIDALE ACȚIONATE 
CENTRAL 


Vom numi pe scurt șianță paraboloidală, ştanța a cărei frontieră 
este un paraboloid eliptic, de ecuaţie 


4» = (2/0 + Y2/e"), (1) 


unde p', p' sînt razele de curbură principale în origine. Evident, axele 
0OXY sint tangente la liniile de curbură de pe suprafața ștanţei, şi tre- 
buie să avem p', p'>0. Pentru a fixa ideile, vom alege axele astfel 
încît p'S<p-. 

Ecuația integrală (2.15) ia acum forma 


3 2 alp — pile” = 0 [pt DVI TEAD, 6) 


z 
iar condiţia de echilibru (2.16) rămîne sub aceeaşi formă : 
P=Î| p(& 40. (3) 


E] 


Din aceste două ecuații — unde p', p”, 8 și P sînt cunoscute —tre- 
buie să se determine domeniul de contact Z, presiunea p(E, n), şi penetra- 
ţia 5. 


a) Potenţialul discului eliptic 


Să presupunem că Z este tot o elipsă, de axe Oz, Oy, și avînd drept 
lungimi ale semiaxelor, valorile (necunoscute) a şi b. Aceasta revine la a 
admite că punctele frontieră, distribuite după o deformaţie destul de mică 
(și neînsoţită de o rotaţie) pe o suprafaţă a cărei proiecţie plană e o elipsă, 
au îost situate înainte de detormaţie tot pe o elipsă. Mai departe, este 
firesc să presupunem că b < a: amprenta lăsată de ștanţă pe semi-spaţiu 
va avea dimensiuni liniare mai mari după acea direcţie, în lungul căreia 
raza de curbură este mai mare. 
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Presupunerile făcute vor fi desigur justificate numai dacă soluţia, 
satisfăcînd tuturor condițiilor problemei, va putea fi construită pe această 


e, 
Întrucît 2 este eliptic, iar sarcina este centrală, vom admite că p( 2,7) 
este de forma (3.3). Membrul al doilea din (2) conține deci funcţia V(z,y,0) 
din $ 3, şi ecuaţia (2) devine 


Y (2,90) = alo) (3 — zare — Ze); (4) 


Comparind membrul al doilea al acestei expresii cu (3.35), consta- 
tăm mai întii că trebuie să luăm a, — 0 pentru ș > 2. Mai departe, dacă 
ao F 0, în soluţie ar apare termeni ce tind la infinit pe Z — ceea ce nu 
este cu putință, întrucît frontiera nu e o linie singulară (vezi și (2.9)). 
Prin urmare, avem 4 = 0, și presiunea se caută sub forma 


p (5, n) = aVI — E2/a2 — m2jba, (5) 


Determinarea ei efectivă depinde, ca şi în $ 4, de găsirea constan- 
tei a, — dar și de cea a constantelor a, b. Aceasta face ca determinarea 
lui a, să nu mai fie independentă de cea a penetraţiei 5. 

Formula (3.35) se reduce acum la 


__ (sin y—y cos x] dy 
a? sin2y + b2 cos2y | a?sin2 7 + b*cos2y 


V(2,%,0)= = raba, NE (6) 


de. unde, efectuînd calculele: 


1 
Y (7,90) => ab (1 — 9 — Ia +21 se 2y), (7) 
unde am notat 
I = Ă [1/(a2 sin2y + b2 cos? 7)":] dy, (8) 
“0 
| E | [sin2 3/(a2 sin? 7 -+- b2 cos? 3)':] d3, (9) 
9 
Ia = | [eos? x/(a2 sin? 3 + b2 cos? 3):] dy, (10) 
-0 
Is = | [sin x cos x/(a2 sin? x + b2cos2 x):] dy. (11) 
-0 


Integrala (8) coincide evident cu cea din (4.8), astfel că avem 


I = Qla) E). (12) 
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Mai departe, întrucît integrandul din (11) e antisimetrice în [0,x], 
deducem că 


Isa — 0. (13) 


Rămiîn de găsit integralele I, și 72, care se mai pot scrie (vezi (4.9)) 
sub forma 


AT i [cos? ș/(a2 cos? $ -+ 82 sin? 4)22] dy, 


ză (14) 
Ia = | ” (sin: 4/(a2 cost + 82 sin? 4)92] dy. 
TA 
Să începem prin a calcula sumele 
E: diam dy/(a2 cos?  -+- 32 sin? 4)3%2, 
(15) 


a, +1, = [ dy/(a2 cos? 4 + b2 sin2y)u2, 


"A 


Raţionînd ca în (4.8) — (4.11) şi utilizind (4.7), avem mai întîi 
Is + la = za: ajute sin? 9)%2, 1,+(1—k2)1, = 2a-*K(k). (16) 
[i] 


Pentru a calcula integrala ce apare în (16), se caută derivata, 


_d_[_siny cosy |] _ 1 —2siny + kk sint p _ k2—1-+(1—k2 sin? 4)? _ 
dy = sin? (1 — k2 sin? p)%2 k2(1 — k2 sin2y)%2 


1 —k2 1 
K2 (1 —k2 sin? 2 € 
Integrînd termenii extremi între limitele 0 și z/2, căpătăm 


1 2 sin2 


aa —k* sin? pi = B(K)/(1 — k?), (17) 
Li) 


unde E (k) este integrala eliptică completă de speța a doua de modul k, deja 
întîlnită în (9.5.17): 


E(k) = i: ZR2 sin? dy. (18) 
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Integrala E (k) este de asemenea tabulată (vezi indicaţiile din $ 4, 
pag. 632). Reproducem aci o scurtă tabelă şi un grafic: 


k K4%) E(k) 

0,0 1,571 1,571 

0,1 1,574 1,567 

0,2 1,587 1,555 

0,3 1,608 1,535 

0,4 1,640 1,506 KlA 

0,5 1,686 1,467 

0,6 1,751 1,418 Ea 

0,7 1,846 1,355 F 

0,8 1,996 1,270 

0,9 2,281 1A71 

0,95 2,590 1,102 + 
0,98 3,020 1,050 D.. 

1,00 00 1,000 Fig. 105.1 


'Ținînd acum seama de (17), relaţiile (16) iau forma 
hota = 2 (U—k) BO),  (U—k0) Dle = Bla (1—k)]E(R), (19) 
de unde rezultă imediat valorile căutate, ca expresii raționale de primele 
două pia eliptice complete : 
_ 2 E (k) 
= Taai aa [E 2); ip E x Rw) (20) 


Este însă de preferat să punem 7, 1, sub o altă formă, conținînd 
derivatele *) integralelor eliptice complete în raport cu modulul. Pentru 
aceasta, din (4.11) obţinem mai întîi 


Il 


P 72 
K (k) = AK dk = e (sin? Ș/(1 — k2 sin? $)%2] dy. (21). 
Or, această derivată poate fi scrisă ca funcţie raţională de K (k) şi 
E(k): ţinind seama de (4.11) şi de relaţia (17), deducem 
i =" săi. ce d le at. =] E(k) 
ko (1 — k2 sin?) 
Tot astfel, din (18) căpătăm mai întîi 


a E e2 


în) = Apa = — "Din? pp — sin? pia] ag, (29) 
o 


%) Le vom nota cu un punct, întrucit semnul „prim” este rezervat în teoria integra- 
lelor eliptice pentru alte scopuri, şi nu există nici o primejdie de confuzie. 
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şi mai departe, utilizînd (4.11) şi (18): 
: 1 (72 —k2sin2y4+1—1 1 
ah =7j e dy = —[E(k) — K(k)]. 24 
(ei ea gippa dp DUR = 001, 104) 
Comparîind formulele (20) cu (22), (24), avem imediat 
Ip = —92ka-3EB(k), La = 2ka-2K(k). (25) 
Introducînd acum valorile (12), (13) şi (25) în (7), căpătăm 


V(2,y,0) = mba (K(k) + ka 2B(k) 2 — k-1a-2K(k)y2]. (26) 


b) Ecuațiile problemei 


Să comparăm (26) cu expresia (4). Prin identificare, căpătăm un 
sistem de trei ecuaţii, la care adăugăm şi ecuaţia de echilibru (3) : 


ba KE(k) = 3/0, (27) 
— (mb aka?) E(k) = 1/2 0p', | (28) 
(mb a]k a?) K(k) = 1/20p", (29) 
a, $ţ Vi Z Ea? = ih aD = P. (30) 

a 


Acest sistem poate fi încă simplificat dacă ealculăm integrala din 
(30), fie ea notată J”. Raţionind ca în (4.15) — (4.18), avem pe rînd 


:G 27 Va) 9 
JI"! = -j [12 44] az] Za — ARE, 
o o 3 
sau încă 
ii 1 (2 _nYaQ) 
JI" = | (1/4 GDI A [1 — A(y) RP - 
[1] [1] 


1 ar 
== lADlax 
3 Jo 
ceea ce, comparind cu (4.16), (4.18), dă imediat 
2 
Fi ai =— ab. 31 
a: (31) 
Cu aceasta, ecuaţia (30) conduce la valoarea 


us (2/0), (32) 
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iar ecuaţiile (29) — (31) iau forma mai compactă 


SI (Pa) K(k) = 316, (33) 
a (Plat) B(k) = 1207, (34) 
5 (Pka2) E (4) = 1207”. (35) 


Sistemul (33) — (35) (într-o formă mai complicată, și conținînd 
înseși integralele eliptice) a fost stabilit de către H. Hertz [1), al cărui 
nume îl poartă. 

'Pinînd seama de (32), expresia (5) a presiunii devine 


p(% 2) = . (PD) VI = Ela — n2]6t, (36) 


ceea ce nu determină încă funcția p(£, 4) (întrucât a, b nu sînt cunoscute), 
dar dă totuşi unele informaţii asupra repartiției presiunilor sub stanță. 
Astfel, se observă că presiunea îşi atinge mazimul în centru, și anume 


3 
Pmax = p(0,0) =a, = Tm (37) 


unde p, este presiunea medie (4.22). După cum s-a prevăzut în $2, presi- 
unea p (£, 7)) scade spre frontiera domeniului de contact, și este nulă pe Z. 

Pentru a găsi semiaxa mare A elipsei de contact, să introducem mai 
întîi (24) şi (22) în (34) şi (35). Aceasta dă 


1J20e = * (Pa?) [E (k) — 20), (38) 
120 — 2(Pe) [BOJA — 8) — E0)I. (39) 


Adunînd membru cu membru aceste două egalități și notind curbura 
medie a ștanţei în origine cu 


1 Li ] „ 
Hip: +1/p'h (40) 
găsim cu uşurinţă 


1-HJ0 = (Pia) [ke BOIU — 2) (41) 
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ceea ce dă valoarea căutată a semiaxei mari sub forma 


a = || cacora — e roz (42) 


unde mărimile H, 0 și P sint cunoscute, iar k urmează a fi determinat. 
Lungimea semiaxei mici b rezultă evident din (4.7): 


b=aVL—R, (43) 
Penetraţia 3 se calculează din (33) sub forma (similară cu (4.20)) 


3 = 20 PIK(%)/a]. (44) 


c) Comportarea mărimilor k, a, b, a, 


Rămiîne de găsit excentricitatea k. Drumul de urmat rezultă din 
examinarea ecuaţiilor (34), (35) : împărțindu-le termen cu termen, se obţine 
0 ecuaţie transcendentă care conține numai pe k şi raportul razelor de 
carbură e'/p'. De studiul ei ne vom ocupa în $$ 6 şi 7. 


Pentru moment, reținem că k depinde exclusiv de forma ștanței, 
ceea ce sugerează să izolăm în (42)—(44) şi (32) termenii care depind de 
k, de cei care depind de H, 6 şi P. În felul acesta, se constată că semi- 
axele elipsei 2 sînt proporționale cu H-3 013 Ps; aria ei este proporţio- 
nală cu H 2/3 Q2/3 p3 ; presiunea, maximă este proporțională cu H?30-28 pă, 
iar penetraţia. 5, cu HL3 023 pa, 


Presiunea maximă (și deci și tensiunile în punctele cele mai solicitate) crește ca radicalul 
cubic al sarcinii : dacă de pildă sarcina se dublează, presiunea maximă creşte numai cu 26%,. 
Aceasta se explică intuitiv prin mărirea domeniului de contact, și solicitarea mai intensă a 
unor porţiuni mai mari din semispaţiu. 

Mărimile de interes mecanic a, și 8 crese odată cu P (ceea ce era de aşteptat) și cu H 
(aşadar, cu cit razele de curbură sint mai mici, deci cu cît ștanţa e mai apropiată de aspectul 
unui „virt'”). Penetraţia 5 creşte odată cu 0, așadar este cu aţit mai mare, cu cit rigiditatea 
yu e mai mică, Dimpotrivă, presiunea maximă a, scade cînd 0 creşte, aşadar e cu atit mai mică 
cu cit rigiditatea u. e mai mică. 

Pentru ca penetraţia 5 să fie mică, trebuie ca u să fie mare, aşadar ca materialul semi- 
spațiului să fie „cit mai rigid”. Dimpotrivă, pentru ca presiunea maximă a, să fie mică, tre- 
buie ca yu. să fie mic: aceasta este ușor de înţeles, deoarece pentru 4 mic, 0 este mare, și 
deci penetrația și aria de contact (pe care se repartizează presiunea totală) cresc. 

Alegerea formei ștanței și a materialului semispaţiului (in măsura în care ele sînt la dis- 
poziţia noastră) depinde desigur de condiţiile de satistăcut ; în particular, de faptul dacă este 
de dorit o penetraţie mică, sau tensiuni mici. 
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$6. STUDIUL ECUAȚIEI TRANSCENDENTE A LUI HERTZ 


Să ne fixăm atenţia asupra determinării excentricităţii k (L. Solo- 
mon [5], [6]). Pentru aceasta, este comod să caracterizăm geometria 
ştanței prin intermediul curburii medii 

1 Li d 
H = (le + 1/e”), (1) 
şi al cantităţii 
h = p'le'. (2) 

Întrucît aceasta din urmă este egală cu 1 pentru p' = e” (parabo- 
loid de revoluţie), valoarea ei măsoară abaterea suprafeţei ștanţei de la 
forma unei suprafeţe de revoluţie. De aceea, constanta h se va numi 


coeficient de rotunjire. Cu cît h este mai mic, cu atît ștanţa este mai turtită. 
Întrucât e” < g', avem evident 0<h<l. 


Cunoaşterea lui H şi h este echivalentă cu cea a lui p' şi pe”, deoarece 


p' = (1 h))2hH, e = (1 +h)2H, (3) 


Să împărţim acum membru cu membru ecuaţiile (5.34) şi (5.35). 
Aceasta dă: 


— E ()/K4) = e']p', (4) 


așadar o ecuaţie transcendentă pentru excentricitatea k, a cărei formă 
explică de altfel introducerea constantei h. 


a) Monotonia funcției f(k) 
Să considerăm deci tuncţia 
PUR) = — ERE), (5) 


unde E(k), K(k) au expresiile din (5.21), (5.23). Ținînd seama de notația 
(2), obţinem astfel ecuația transcendentă a lui Hertz 


f(k) =. (6) 
Pentru a o rezolva, — așadar pentru a găsi, grafic sau prin tabulare, 


valoarea k dacă raportul h este cunoscut — trebuie să demonstrăm în 
prealabil că funcţia f(k) este monotonă, așadar că derivata ei 


îk) = BK —K E): (7) 
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păstrează un semn constant în intervalul ke [0,1]. Pentru aceasta, vom 
observa mai întîi că K(k) şi E(k) sînt continue în intervalul deschis ]0,1[ 
(vezi (5.22) şi (5.24)). De asemenea, din (5.21) se vede că K(k) =£ 0 în ace- 
laşi interval. (Totuşi, K(0) = 0.) Mai departe, din (5.21) şi (5.23) avem 


3204) = (7 Înine pp — e sine ŞP2] A+ 31” [sint (12 sint 4) ay, 
o o 
, (8) 
50) = — [e sim? pp — e sim? 4)32) ay, (9) 
[i] 


În particular, e limpede că funcţia f(k)e 00]0,1[. Dar încercarea 
de a demonstra direct că ea păstrează un semn constant nu duce la ţintă. 
Vom raţiona de aceea în modul următor. 

Ecuațiile diferenţiale verificate de funcţiile K(k) şi E(k) se obţin 
ușor din (5.22) și (5.24). Anume, avem mai întîi 


KK=(U—kD)"E-—R, kEB=EB-kK, (10) 
şi încă prin derivare în raport cu k;: 
KE KA —k90B+(0—kBBP-—K, kE=—K. (1) 


Introducînd în prima relaţie (11) valoarea lui E ca funcţie de E şi E 
din a doua relaţie (10), şi apoi valoarea lui E ca funcție de K și K din 
prima relaţie (10), obţinem ecuaţia 

1—k9K+ (1 — 32) k 1 K—K=0. (12) 


Introducînd în a doua relaţie (11) valoarea lui K ca funcţie de E şi 
K din prima relaţie (10), şi apoi înlocuind pe K prin intermediul lui E și E 
din a doua relație (10), avem și 
(1—kD)EA(U—kkIB+EB=0. (13) 
Vom nota pe scurt 
A=%*, B=E. (14) 
Derivînd ecuaţiile (12) şi (13), obţinem uşor 
1 — 5k2 i 1 + 4k2 


A PA A4A— - 
i k(1 — k2) aa = 40 AA 
PIE Ei 1 PE 


(URZ) RU —k2) 


ş 6 ECUAŢIA LUI HERTZ 643 


înmulţind prima din aceste ecuaţii cu B, pe cea de a doua cu A şi 
scăzîndu-le membru cu membru, căpătăm 


Bă —A4 În ET (4 —4 d) e di la 
ta Ma 7 1—k: 1—k2 
de unde, notind încă 

0C=Bâ-—AB, (16) 


căpătăm ecuaţia diferenţială liniară neomogenă de primul ordin 


2 2 
i ——— PB A+: B)A=0. 17 
Ei € 7 + kB) (17) 


Soluţia acestei ecuaţii este (vezi V. Smirnov [2], vol. 2, pet. 4): 


* 1—BK2 

= DI ps = k 

C(k) eo] j ia a] 

k 9 : x 1—Bk | 
aice d - aklaki, 18 
| rap 02 +4 ep (za i | | 20 
unde 0, = C(0). 'Ținind seama de (16), (14), (5.21) şi (5.23), găsim 

Co = 0(0) = E(0) K(0) — E(0) K(0) =0. (19) 


Termenii exponenţiali din (18) sînt evident pozitivi. Funcţia A = E 
este, în virtutea relaţiei (5.21), pozitivă. În fine, expresia 28 + kB = 


=28B + kB este negativă, după cum rezultă din (5.23) şi (9). Prin ur- 
mare, funcţia C(k) definită de (18), (19) este negativă în intervalul J0,1[. 


Intrucit C(k) este numărătorul expresiei Î (k) din (7), urmează că funcția 
f(k) din (5) este descrescătoare pentru k e ]0,1[. Așadar, rezolvarea ecuaţiei 
transcendente (6) prin tabularea primului ei membru este permisă. 


b) Rezolvarea ecuației lui Hertz prin tabulare 


Introducînd expresiile (5.21) şi (5.23) în (5), obținem 


Fie ÎN [sin? /(1 — k* sin? 4)U2] 3) 


[N [sin /(1 — k? sint Wor dy. (20) 
[i] 
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Această formă s-a dovedit a fi cea mai convenabilă pentru tabularea 
funcţiei f(k) cu ajutorul unei maşini electronice de calcul. 
Valoarea f(0) corespunde domeniului de contact circular. Valoarea, 
J() ar corespunde cazului b/a = 0, lipsit de sens mecanic. Integralele din 
(20) permit să obținem imediat, 


PR) 

/ NO) = 1, HU) = 0. (21) 
Tabloul de variaţie a funcţiei JU) dă ne- 
mijlocit, pentru orice valoare h = p'/p', valoa- 
rea corespunzătoare a excentricităţii k, și aceasta, 
permite să se determine din (5.42)—(5.44) şi 

(5.32), cantităţile căutate a, d, 3, a. 
9 A Reproducem aci graficul şi un tablou (cu 
7 dublă intrare, pasul fiind 0,01) pentru func- 

Fig. 10.6.1. ţia f(k). 

k 0 1 2 3 4 5 6 78 9 
0,0 1,000 1,000 0,999 0,999 0,999 0,998 0,997 0,996 0,995 0,994 
01 0,992 0,991 0,989 0,987 0,985 0,983 0,981 0,978 0,976 0,973 
0,2 | 0,970 0,967 0,963 0,960 0,956 0,953 0,949 0,945 0,941 0,936 
03 | 0,932 0,927 0,922 0,917 0,912 0,907 0,901 0,895 0,890 0,884 
0,4 | 0,877 0,871 0,865 0,858 0,851 0,844 0,837 0,829 0,822 0,814 
0,5 | 0,806 0,798 0,789 0,781 0,772 0,763 0,754 0,745 0,735 0,725 
0,6 | 0,715 0,705 0,695 0,684 0,673 0,662 0,651 0,639 0,628 0,615 
0,7 | 0,603 0,591 0,578 0,565 0,551 0,537 0,523 0,509 0,494 0,479 
0,8 | 0,464 0,448 0,432 0,415 0,308 0,381 0,363 0,344 0,325 0,306 
0,9 | 0,285 0,264 0,242 0,220 0,196 0,171 0,144 0,115 0,084 0,048 


$7. STUDIUL APROXIMATIV AL ECUAȚIEI LUI HERTZ. CONSECINŢE 


a) Soluția aprozimatiră algebrică a ecuației lui Hertz 


Graficul din figura 10.6.1 prezintă un aspect destul de regulat, 
apropiat de un arc de cerc. Aceasta sugerează să căutăm pentru f(k) o 
expresie aproximativă de forma 


fo(k) = (1 — k2), (1) 

unde exponentul m urmează a fi determinat. 
n acest scop, să considerăm dezvoltările în serie cunoscute (vezi 

I. Rijik şi. ca (1), $$ 6.113 şi 6.114): 


CE Ida: 
K(k) = zh + a Side Pa BR Si ai 2 + sl (2) 


Se înE ît Mlă = | k2 
2 4 =. a Ip 


2 i 2. (3) 
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De aci se deduce uşor 


: ; 3 3 21 
PR) = — BE) = 1 — pp — zik — — SR 


Primii doi termeni ai dezvoltării în serie a lui fe(k) vor coincide cu 
primii doi termeni din (4), dacă luăm m = 3/4. Atunci din (1) urmează 


3 3 20 45 
Ju) ep PP Lp a E eee aa (5) 


astiel că în fapt termenii celor două serii coincid pînă la cei de gradul 5 
inclusiv, iar deosebirea dintre coeficienţii termenilor următori este foarte 
rari Comparind valorile calculate pentru f(k) şi fo(k), se observă că 
relaţia 


Ji) = folk) (6) 


e respectată pină la a treia cifră semnificativă. (Deosebirile pentru k = 0,6 
şi k = 0,7 provin din rotunjirea celei de a patra cifre.) 


k f4k) ok) 
0,0 1,000 1,000 
01 0,992 0,992 
0,2 0,970 0,970 
0,3 0,932 0,932 
0,4 0,877 0,877 
0,5 0,806 0,806 
0,6 0,715 0,716 
0,7 0,603 0,604 
0,8 0,464 0,464 
0,9 0,285 0,288 
0,95 OA71 1,175 
0,98 0,084 0,089 
0,99 O. 0,048 0,053 
1,00 0,000 0,000 


Fig. 10.71, 


La scara figurii 10.6.1, cele două curbe nici nu pot fi trasate separat. Abateri vizibile 
se constată numai pentru k > 0,95. Însă nu funcţiile f (k) și fa(k) ne interesează, ci valorile lui 
k, respectiv valorile sale aproximative (pe care le vom nota kg) corespunzătoare aceluiași h = f(k). 
Întrucit panta ambelor curbe este foarte mare pentru k > 0,95, rezultă (vezi fig. 10.7.1) că 
pentru aceeași valoare h, se obțin abscise k și kg ce diferă numai cu foarte puţin. 

Trebuie amintit şi că, pentru valori mari ale lui k (așadar pentru o elipsă Z foarte alun- 


gită), însăşi formularea problemei se schimbă, deoarece contactul inițial într-un punct se înlo- 
cuiește practic vorbind cu contactul în lungul unei linii. 
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În definitiv, cele de mai sus permit să înlocuim ecuaţia transeendentă 
(6.6), prin ecuaţia algebrică 


(1 — kr =, (7) 
a cărei soluţie evidentă este 
ky = Vi —Pă. (8) 


Tabulind funcţia (8) şi comparînd cu valorile ce rezultă din tabloul 
de la pag. 644 pentru Kk, constatăm că eroarea relativă nu atinge 0,2%, 
rezultat; deplin satisfăcător. Introducînd (8) în (4.7), obţinem și 


bla = leB, (9) 


Or, cunoașterea raportului b/a echivalează cu cunoaşterea lui k — 
şi deci relația elementară (9) înlocuieşte cu totul ecuaţia (6.6) în studiul 
problemei. 


b) Rolul ezcentricității 


Să amintim acum (vezi finele $5, pag. 640) posibilitatea de a izola 
în expresiile pentru a, b, ă, a, factorii ce depind numai de k. Vom norma 
acești factori în aşa fel încît pentru k = 0 (domeniu de contact circular) 
ei să ia valoarea 1. 'Ţinînd seama şi de valorile 


B(0) = K(0) = a (10) 
(ce rezultă din (2) și (3)), obţinem mai întîi din (5.42) 
a(e', e”, 6, P) = m(k) M(H,6, P), (11) 
unde am notat 
m(k) = (3) a — e) CR(R)IR, (2) 
M(H, 6, P)= Ea H 9 | - (13) 


Mai departe, din relația (5.43) urmează 
b(p', e, 0, P) = n(k) M(H, 6, P), (14) 


unde M(H, 6, P) are valoarea din (13), iar 


sii e =)" (1 — ke (Ba. (15) 
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Introducind acum (11)—(13) în (5.44), căpătăm 


e”, p0, P)=r(k)R(H,O, P), (16) 
unde 
6 = [2 a — e omor, 7) 
3 3 13 
RH, 6, P) = | 75) H 02 "| ; (18) 
În fine, introducind (11)—(15) în (5.32), obţinem şi 

a (2 e", 0, P)=—s(k) S(H, 8, P), (19) 

unde am notat 
a) = [2 ca — ee maorrsa, (20) 
S(H, 0, P) = [6 5He 0-2 pia. (21) 


În felul acesta, am izolat deci factorii ce depind de natura mecanică 
a problemei (așadar de H, 0, şi P), de cei care nu depind decît de k (așadar 
de o anumită ipoteză matematică asupra formei lui 2). 

Funcțiile m(k) și n(k) au fost considerate şi tabulate de către 
H. Whitemore și S. Petrenko, şi de atunci de repetate ori utilizate (vezi 
de ex. L. Leibenzon [1], $73; S. Timoshenko şi J. Goodier [1], $126). 
Dar numai funcţiile r(k) şi s(k) prezintă interes principial. Pentru a le 
cerceta, să ținem seama de dezvoltările (2), (3), precum şi de seriile : 


1ă 
ran = (7) [i are a LT, 7 


2 3.4 O—B2eqa Opta O—g5.218 
(22) 
[BP = =). m N rc ei ma a a ii EERO di |; 
a 2.3 25 +32 26. 31 213. 35 i 
(a = pie [a — aa pă Dai — 00 pa — asha 
3 32 3% 32 
1 5 [4 4 (23) 
a — pe | - ad PO De 9 SP DI dă 0 AP III E 
6 2 - 62 6 4-65 
Introducind acum (2), (22) şi (23) în (17) şi (20), obţinem 
r(k) = 1 —25K0 [1 4 k2 4 (1 —29.29)k0 + ...], (24) 


s(k) = 1 — 25 [1 K+ (1 — 31.20) + ...], (25) 
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așadar două serii evident convergente, cu primii termeni aproape iden- 
tici, şi care depind numai în foarte mică măsură de valoarea excentricității k. 


Vom lua în general 
r(k) = 8(k) = 1 — (1/32)k*1(k), (26) 
unde 
Ik) = 1 +k24+0,88k0 +... (27) 


Aceste formule sint de același tip cu formulele (5.15.26), (5.15.27), care pun în evidenţă 
redusa măsură în care rigiditatea geometrică la torsiune a barei de secțiune eliptică depinde 
de excentricitatea elipsei de secțiune. Remarcăm că funcţiile [,(k) și ((k) sint aproape iden- 
tice, dar coeficientul 1/8 din cazul torsiunii este înlocuit aci cu 1/32, marcind așadar o şi mai 
mică importanţă a excentricităţii (deci a formei) elipsei. 


Aproximiînd funcţia !(k) din (27) cu primii termeni ai unei progresii 
geometrice de raţie k?, vom putea înlocui funcțiile din (26) prin 


UR) = 1 — (1/32) (IL — ki) — k2). (28) 


Dăm aci tabloul funcţiilor r(k), s(k) şi t(k), pentru un pas egal cu 0,1, 
şi cu unele valori intermediare pentru k > 0,95. În acelaşi tablou apar 
(folosind valorile de la pag. 644) valorile hi — p'/g” — care poate fi 
numit; coeficient de turtire al ștanţei. 


k r(k) s(k) th) p'le” 

0,0 1,000 1,000 1,000 | 1.00 

Lă Li Lă + . 

p[k) 34) 01 1,000 | 1,000 1.000 101 
0,2 1,000 1,000 1.000 1,03 

i 0,3 1,000 1,000 1,000 | O—O14,07 
0,4 0,999 0,999 0,999 114 

0,5 | 0,997 0,997 0997 | 124 

0,6 0.994 0,994 0,994 1.40 

0,7 0,986 0,986 0,985 1,66 

0,8 0,968 0,969 0.965 2415 

0,9 0,920 0,922 0,912 3,50 

4 0,95 0,854 0,839 0854 | 5,55 

P 0,96 0.830 0,836 0.840 7.00 
/ 0,97 | 0,797 0,807 0,820 | 8,70 

0,98 0,750 0,764 x LI 

Fig. 10.7.2 0.99 0667 | 0.690 A 20.7 

0,999 0,419 0,478 d 200 

0,9999 0,243 0,327 i 2000 

1,0000 0,000 0,000 = 00 


Tabelul şi graficul alăturat arată deci că, în cazul unui punct iniţial 
de contact, coeficientul de rotunjire nu influențează sensibil elementele 
mecanice esenţiale 3 şi a,. Brusca modificare a aspectului curbelor r(k) 
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și s(k) pentru k— 1 (aşadar h — 0) arată tocmai că pentru astfel de valori 
are loc o schimbare a caracterului problemei, care trebuie formulată ca 
problemă de contact în lungul unei linii. 


c) Formule aproximative 


Cele de mai sus arată că, între limite destul de largi, putem evalua 
mărimile 3 şi a, sub forma aproximativă R(H, 0, P) şi S(H,0, P) din 
(18) şi (21), depinzind așadar nu de forma ștanţei, ci numai de curbura 
ei medie. 

Să comparăm acum aria D a elipsei Z, cu aria elipsei de nivel ce se 
obține secţionind ștanța cu planul Z = 3. Notînd cu a«,f6 semi-axele acestei 
elipse, corespunzătoare penetraţiei 3 (pentru alte valori Z = const., vom 
folosi indici), va îi suficient să comparăm ab cu af. 

Din (11)-—(15) obţinem mai întîi 


3 2/9 
ab = (1 — k2)-10 [B(k)PRA - Ha 07] F (29) 
Pe de altă parte, din (5.1) deducem ecuaţia elipsei de nivel Z = 2: 
1 i 1 3 
FI (22/ p'20) + 3 (9*/6"20) = 1, (30) 
de unde pentru semiaxele ei urmează 
ao = V2zop', Bo = V2zop”. (31) 
Remarcăm în treacăt că de aci avem şi 
Boa = hP. (32) 
'omparind (32) eu (9) deducem, întrucît h < 1, că avem 
p']p'< bla < Pola (33) 


astfel că elipsa de contact e mai alungită decit orice elipsă de nivel. 
Înmulțind valorile (31) pentru 2 = 3 şi ţinînd seama de (6.3), 
obținem 


a6 = 23| p'p' = (1+h) hi H-3, (34) 

sau încă, introducînd aci valoarea lui 3 din (16)—(18) : 
af = (1 — k2)5 K(k) (EU) (4 4 h) 0 H-: oPȚ”. (35) 
Comparind acum expresiile (29) și (35), constatăm că putem scrie 
ag = 2 abu(k), (36) 
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unde am notat 
2u(k) = LE(R)/E(R)] (1 — RE (Lp h)h-, (37) 


(Într-adevăr, dat fiind că h = f(k), raportul celor două arii depinde numai 


de k.) 
Introducînd aci expresiile (2), (3), obţinem mai întîi 


RUE) = 1 + + 2 DR Ze EL + 2 RI... (38) 
'Ținînd seama de (7) și de (5), deducem, după calcule elementare 
u(k)=1+ 27 RL + R2+ (39) 
sau încă, utilizind (27) : 
u(k) = 1 + (1/128) k* (x). (40) 


Prin urmare, cu o eroare ce nu depăzeşte 4,5%, pentru o ştanţă pen- 
tru care p' = 7 p” (aşadar k = 0,96), putem lua 


af 22 ab, (41) 


astfel că aria elipsei de contact este egală cu jumătate din aria elipsei de 
nivel Z = 3. Comparind (41) cu (34), conchidem că aria elipsei de contact 
este practic proporțională cu penetrația 5 — ceea ce aminteşte oarecum de 
ipoteza lui Winkler şi Zimmermann. 

Mai departe, de aci rezultă că aria elipsei de contact este aproxi- 
mativ egală cu aria elipsei de nivel 2, = 3/2. (Vezi şi (33).) 

Dacă pentru o ştanță dată putem evalua sau măsura direct penetra- 
ţia 5, cunoaştem deci și aria elipsei de contact. Presiunea maximă va fi 
şi ea, direct calculată, sub forma ce decurge din (5.32) și (41): 


4 = 3P|raB, (42) 
sau încă, introducînd aci expresia (34): 
a, = 3Ph'*Hi/r (1 + h)3. (43) 


$ 8. RIGIDITĂŢI GEOMETRICE LA PENETRAȚIE 


a) Cazul domeniului de contact eliptic 


Expresiile obţinute pentru ă atît în cazul ștanţei cu bază plană elip- 
tică, cît şi în cel al ştanţei paraboloidale, sugerează introducerea unui 
parametru geometrie global, analog rigidității geometrice la torsiune 
(1. Solomon [12]). Vom folosi (acolo unde există rise de confuzie), indi- 
cele prim” pentru primul caz, şi indicele „secund” pentru cel de-al doilea. 
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Amintim aci formula (5.13.15) 
Na — ut C, (1) 


şi cele spuse în $ 5.6, pag. 189, despre relaţiile de acest tip. 
Amintim de asemenea expresia (4.20) a penetraţiei 


3 = 0P [K(k)/a], (2) 
precum și pe cea care decurge din (7.16)—(7.18): 
3 = (32P (1 — ke R(k) (BR) Ha pea pza, (3) 
Pentru semiaxele elipsei 2 avem desigur, ca şi în (5.15.24) : 
a = Dn (1 — ka), d = Dia (1 — kapa, (4) 


'Ținind seama de (4) şi de valoarea 0 din (2.14), vom transcrie rela- 
ţia (2) sub o formă analogă cu (1): 


P = [a /( 1 —)]5G, (5) 
unde am notat 
C = 4 VDia [2 EQ) (U — ka, (6) 


Este firesc ca această cantitate, funcție numai de configuraţia lui 
A, să fie numită rigiditate geometrică la penetraţie (pentru ștanţa cu bază 
plană eliptică). 
În cazul (”), vom căuta o relaţie de forma 
P = Plus w 8 D,k)=u"vD” f(v k). (7) 
Întrucît dimensiunile cantităților din (7) sînt 
[P] = F, [lu] = FL*, [3]= 1, [D]= 1, 


rezultă că trebuie să luăm m = 1 şin + 2p = 2, ceea ce — ținind seama de 
aspectul lui (5) — ar conduce la o formulă 
P = lu (1 — v)] 3". (8) 


În aparență, o astfel de formulă nu poate decurge din (3), dat fiind 
că dependenţa dintre 5 şi P nu este liniară. Să remarcăm însă că din 
(7.11) — (7.15), sau direct din (7.29), urmează 

D = x ab = (3/2): m[B(k)ER (1 — ko) H-a pe pa, 
de unde 
HR = (3/2) (a/DPe B(R)PE (1 — korine Qi pin, 
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astiel că acum (3) devine 
B” == E (r/D): K(k) (1 — kA 0 P. (9) 
Introducînd aci 0 din (2.14), obţinem tocmai formula (3), unde 
G = 2/5 Daf) EU) ( — ea]. (10) 
Comparind (10) cu (6), observăm relația simplă 
2 
Ci E -Ă (11) 


Cantitatea C. se va numi desigur rigiditate geometrică la penetrație 
a ştanței paraboloidale. 


Cu cit cantităţile C” şi Ce sint mai mari, cu atit (pentru 9 şi P daţi) penetraţia 
est mai mică, Relaţia (11) arată că rigiditatea geometrică la penetrație e mai mică pentru 
ştanța paraboloidală— ceea ce e de înţeles, intrucit în cazul ştanţei cu bază plană o parte impor- 
tantă a sarcinii P trebuie cheltuită pentru a învinge rezistenţa mediului elastic în vecinătatea 
liniei singulare Z. 


Să atribuim indicele „zero” mărimilor relative la cazul domeniului 
de contact circular (k = 0). Transecriind (7.29) pentru acest caz, obţinem 


1 2373 23 
Der = ţ- ) E Hs? 0 Pa] . (12) 


Punînd condiţiile D = Do, 0 = 09; P = Po şi comparînd (12) cu 
(7.29), deducem 


H = (2lm) BR) (U — KO) Hay (13) 


ceea ce defineşte acea ştanţă paraboloidală (de curbură medie H şi coeti- 
cient de rotunjire h = f(k)) care realizează — pentru același material și 
aceeași sarcină — aceeași arie de contact ca și ştanţa în formă de para- 
boloid de revoluţie (de curbură medie Hp, şi avind h = 1). Desigur, aria 
Dg — şi deci şi H — depinde de 0 şi P. 

Comparind penetraţiile corespunzătoare valorilor k=0 şi KO 
(pentru acelaşi material, aceeaşi sarcină, şi aceeași arie a domeniului de 
contact) obţinem din (6) şi (10) una şi aceeaşi formulă, valabilă în ambele 
cazuri (') şi (”): 


3/80 = CAO)ICAR) = (2/m) EA) (1 — ka. (14) 


Este interesant de remarcat că funcția de mai sus apare la Lord Rayleigh [1], volumul 2, 
$ 306, în studiul conductibilităţii sunetului printr-un orificiu eliptic (în particular, circular), 
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După calcule similare celor din $ 7, obţinem 
(2/2) B(k) (1 — 2) = 1 + (3/64) kE[L pb k2+ (1 —21:2-9)k4 ...], 
(2) K(k) (1 — ka) = 1 — (1/64) RL RE? + (1 — 25.23) ...], 


(15) 

sau încă (vezi (7.24)—(7.27)): 
(2/x) E(k) (1 — k2)-14 = 1 + (3/64) k* U(k), (16) 
(2) E(k) (1 — ke = 1 — (1/64) kk), (17) 


unde funcţia I(k) din (7.27) ar trebui modificată numai cu termeni de fapt 
neglijabili. 

Relaţia (17) prezintă deosebit interes. Ținind seama de (6) şi (10), 
conchidem că în ambele cazuri considerate, rigiditatea geometrică la pene- 
trație depinde de aria domeniului de contact, şi numai în măsură negli- 
jabilă de excentricitatea, aşadar de forma acestui domeniu. 

Această rigiditate este minimă pentru k = 0, astfel că penetrația, 
maximă se realizează în cazul domeniului circular. (Compară cu $ 5.15, 
pag. 243, relativ la caracterul mazimal al rigidităţii geometrice la tor- 
siune pentru k = 0.) 


Relaţiile (6), (11), (14) şi (17) explică coincidenţa între concluziile lui L. Galin (3) 


(vezi și [4] , $ 2.10) pentru ştanţa cu bază plană eliptică, şi L. Solomon [6] pentru ştanța 
paraboloidală, cu privire la rolul redus al excentricităţii în calculul penetrațţiei. 


b) Formule aprozimative 
Comparind aceste consideraţii cu cele din $ 5.15, exemplul b, sîntem 


conduși la a construi un analog al formulei lui Saint-Venant (5.15.23). 
Anume, înlocuind l,(k) prin l(k) în (5.15.26), astfel încît să avem 


C=(D2/2x) + Și E) | (18) 


și comparind această expresie pentru C cu cea din (5.15.23): 
C = Dâj4 xl, (19) 
obținem uşor 
PE RUP 2 2nC|D? = D2f2m le; (20) 
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Pe de altă parte, rigiditatea geom trică la penetraţie pentru ștanţa 
eliptică cu bază plană este (vezi (6) şi (17)): 


PER 1 
Ce 2 4/Diz |1 — -—KI(k)I. 2] 
/5) | î 0) (21) 


TȚinind seama de (18) și (19), putem scrie acum 


1 aţi) cei — De a) ae (ori) Dia 
64 8 aaa 


astfel că (21) devine 
C! = 4n- 1 (2)! Din [1 (22) 
sau, calculind coeficientul : 
C! = 2,84 Di 148, (23) 
şi încă, ținind seama de (11): 
3 = 1499 DA, (24) 


Acestea sînt formule ezacte pentru Z eliptic, abstracţie făcînd de 
erori neglijabile datorate operaţiilor aproximative efectuate cu l(k) şi 1(K). 

Asupra formulei (23) vom reveni în $10. Formula (24) nu conduce 
la fapte noi în comparaţie cu (10). 


$ 9. ȘTANȚE CU BAZĂ PLANĂ NEELIPTICĂ 


În $$13 şi 14 vom vedea că soluţia problemei ştanței paraboloidale 
conduce la rezolvarea şi a altor chestiuni de mare importanţă practică. 
Dimpotrivă, soluţia problemei ștanţei cu bază plană eliptică îşi pierde 
toată însemnătatea de îndată ce trecem la cazul unor ștanțe cu bază plană 
neeliptică. 


Se cunosc soluţii exacte pentru ștanțe cu bază plană infinită : pana (domeniu infinit 
angulos) (L. Galin [4], $ 2.11; V. Rvacev [4]), banda rectangulară (L. Galin [1], [4], $ 2.12; 
V. Rvacev [1], [2], [5]). Dar cazul cel mai important pentru practică este desigur cel al ştan- 
țelor cu bază mărginită : de exemplu, dreptunghiulară, poligonală etc. 

Nu cunoaștem soluţii exacte uşor maniabile pentru astfel de probleme. Menţionăm aci re- 
zultatele lui V. Korotkin [1], A. Love [2], B. Tanimoto [1] pentru ştanţa cu bază plană drept- 
unghiulară, și cele ale lui K. Egorov [1] pentru baza în formă de coroană circulară, Semnalăm 
încă metodele aproximative ale lui A. Dyson [1], M. Leonov et al. [1], M. Leonov şi K, Ciumak 
[1], şi V. Mosakovskii [4], cu studiul exact al problemei ștanţei cu bază plană de formă 
apropiată de cea circulară, mergind pină la aplicații la cazul bazei patrate. Vezi încă și 
V. Rvacev [3]. 
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O soluție aproximativă pentru ştanța cu bază dreptunghiulară a fost propusă de I. Gor- 
bunov-Posadov [1], [2]. Anume, soluţia p(z, y) a ecuaţiei integrale (2.17) se caută sub 
formă polinomială ; toate mărimile ce intervin în ecuaţie sint dezvoltate în serii de puteri, 
şi coeficienţii necunoscuţi ai polinomului p(z,y) se determină atunci prin intermediul unui sistem 
de ecuaţii algebrice liniare. Dar calculele sint extrem de laborioase, proprietăţile acestui sistem 
(care e în general un sistem infinit) rămin necercetate, și însuşi faptul de a alege pentru 
p(z, y) un polinom (aşadar o funcţie mărginită şi continuă în 2 + Z) contrazice cele arătate 
in $ 2, pag. 622: într-adevăr, frontiera domeniului de contact este o linie singulară pe suprafaţa 
ştanţei și presiunea trebuie să tindă aci la infinit. Lipsa de rigurozitate a metodei este deci înso- 
țită şi de o incompatibilitate cu natura mecanică a soluţiei prezumate. 


a) Singularitățile presiunii sub ştanța cu bază plană 
mărginită convexă neeliptică (teorema lui ÎI. Zamfirescu) 


Vom expune aci unele rezultate privitoare la proprietăţile soluţiei 
ecuaţiei (2.17). 

Vom demonstra mai întîi că, dacă domeniul de contact 2, de fron- 
lieră -P, este mărginit şi convez, atunci ecuația integrală (2.17) nu poate avea 
soluție ne-negativă și continuă — așadar mărginită — în 2 + 7. 

Să începem prin a admite că există o soluţie nenegativă şi continuă 
a problemei. Întrucît + 2 este mărginită şi închisă, deci compactă, 
rezultă că soluția prezumată p(z) a ecuaţiei (2.17) este uniform continuă 
(vezi $ A.1, pag. 685): pentru orice pereche de puncte z,z'e2 +, 
şi e >0 arbitrar, avem 


Ip(z) —p(z)| <e dacă ja —a"| < dle). (1) 


Să considerăm mulțimea discurilor deschise B(x,, 3), Lye 2. Pen- 
tru orice punct a dintr-un astfel de disc, avem 


p(2) = p(2o) + gq(z,; 2), unde lgq(z,2o)l| < e. (2) 


Reuniunea acestor discuri acoperă frontiera Z, prin urmare, în vir- 
tutea teoremei lui Borel şi Lebesgue (vezi $A.3, pag. 694), 2 poate fi 
acoperită cu un număr finit de discuri. De aci urmează că putem întot- 
deauna construi o bandă-frontieră 2,, astfel ca 


p(2) = p(zo) + g(2o), la(a)l| < e, (3) 


unde ze 2, iar ze 2 şi este punctul situat la 
distanța minimă de z. (Se poate demonstra că un 
astiel de punct există.) 

„___Notind cu 2, componenta interioară a fron- 
tierei benzii 2,, este evident că avem 


inf | —az,| =s>0, unde pez, ae, (4) 


așadar că lățimea benzii-frontieră este strict po- 
zitivă pentru orice e, Fig. 10.9.1 


%X 
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Să considerăm acum o pereche de puncte &p, £, pentru care marginea, 
s din (4) este atinsă. (Se poate demonstra că astfel de perechi există.) 

Să alegem un sistem de coordonate avînd drept origine un astfel 
de punct rye £, și drept axă Oz — dreapta ce trece prin 4, şi punctul 
corespunzător a&,. De asemenea, să considerăm punctul a (a, 0) situat între 
o şi &,, şi punctele z'(a, b') și a"(a, — b”) în care perpendiculara în a pe 
oz, intersectează 7 (vezi fig. 10.9.2). Întrucît Z este convex, el este situat 


Fig. 10.9.2 


în întregime de aceeaşi parte a tangentei la frontieră în a. Pentru simplici- 
tate, să presupunem că frontiera Z este o curbă Liapunov. (Raționamentul 
poate fi extins la orice domeniu convex.) Alegînd a suficient de mic, rezultă, 
că putem scrie ecuaţia arcului de frontieră zar sub forma «e = f(y). 

Ne propunem acum să evaluăm diferența valorilor potenţialului 
de simplu strat de densitate p(2) în punctele z, și a. Vom nota 


o(2) = Vize 90), po VE ri pa VE ami (5) 
astfel că avem de evaluat diferența 


va) — v(at) = | p(E) (e! — pc!) dD. (6) 
2 
Pentru aceasta, începem prin a descompune integrala (6) în suma 
unei integrale pe porţiunea 2, (pe care £ < a), şi a unei integrale pe 
porţiunea 2, (pe care £ >a). 
Pentru un punct arbitrar e 2, din triunghiul £ra avem mai 
PS 


întîi p2 = a02-+ pă — 2apgcosy (unde y = Ea), şi deci, neglijind ter- 
menii patratici în a: 


Pa = Po — A COsy. (7) 


Întrucît Z e convex, avem y < z/2, şi deci cos y >0. Valoarea a 
poate fi aleasă oricînd suficient de mică pentru ca să avem po — e, >0. 
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Ţinînd seama de (7), integrala din (6) calculată numai pe Z,, devine 


($ 206) (ei — po)aD = ($ p(€) (a cos poe.) AD > 
2 2 


> [al*(2)] ȘI p(€) cosy dD = aK, (8) 
2, 


unde K este o constantă pozitivă, dat fiind că avem p(£) > 0 şi cos y >0. 

Să luăm acum £e Zu. Întrucît 2,,CZ,, putem face uz de relaţia, 
(3). Alegînd a suficient de mic, această relaţie rămîne valabilă pentru orice 
punct din 2, de unde 


p(%& 1) = pla, n) + q(E m) q(& n)| <e. (9) 


ț=F(n) 


Fig. 10.9.3 


Să notăm pe scurt 
A(6) = A(5 m) = pa — po! (10) 
Cu aceasta, integrala din (6) calculată acum numai pe 2, se va scrie 


ȘI p(E) A) 4D = | 


20 


pb? 


(pax) AG maD+ 


—% -7m) 


w! a 
+$_$ am Am ap. (1) 
—w “im 


Pentru prima integrală din această sumă obținem valoarea 


[4 


u=| plan) 4(& AD = | ploml(mân (2) 
—" “itm br 


— 
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J (m) =| 


fin) 


A(% m) dă = f (ex — pgi)dE. (13) 


Him) 

Or, din figura 10.9.3 rezultă evident că avem A(£,7)=0 după 
cum E= ap. 

De aci urmează că, dacă f(n) < a/2, atunci 


(” A mat <o. 


Pe de altă parte, dacă f(n) >a/2, putem descompune intervalul 
[0, f(n)] în suma intervalelor (0, a — f(7)],]a —f(m), ași la/2, f(n)]- 
Integrala funcţiei A(£, 1) pe primul din aceste subintervale este negativă, 
în timp ce suma integralelor luată pe celelalte două din ele este nulă 
(întrucît A(E, n) este evident antisimetrică în raport cu dreapta & = a/2). 
în consecință, dacă în (13) vom calcula integrala pe intervalul [0, a], 
aceasta va reveni la a-i adăuga o cantitate negativă ; ţinînd din nou seama 
de proprietatea de antisimetrie a funcției A(E, n), conchidem că 


Ja) >$ (es — pg)ăt =0. (14) 
0 


(După calcule elementare, se poate constata şi că (7) este mărginită pen- 
tru orice %.) Întrucît p(£) > 0, din (12) urmează că M >0. 
Trecînd la ultima integrală din (11), se vede că din (9) obţinem 
mai întîi 
b' a 
fan 4 AD] < er +a) 
d “fim = 
- ba (15) 
w=f Gia, mad >0, 7 = [iam aD>o. 
0 “0 0 0 


Dat fiind că integrandul | A(£, )| este o funcţie pozitivă şi simetrică 
față de dreapta E = a/2, avem pe rind (vezi fig. 10.9.3): 


b! a 


b' safe 
W=$ (let —estlaD=24 Î (ps! —esdD = 
0 +0 0 +0 


di , [1/V E me —1V(a — E) + nt]dD = 


= 2 | (in (n ++ VER ADI — Lin + Via DEF at = 
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= 20 Limţ + Ves + 2) — int — In + Va DEF) 
+ în (a — £)]dE, 


Or, pentru e ]0, a/2 | avem desigur & < (a —&), astfel că dite- 
renţa dintre primul şi al treilea termen din integrala de mai sus este nega- 
tivă. Urmează că 


| i ja 
W< —2f In £ dz —2f In (a — E)d(a —£) = 
[ij 


LI] 


= —24[E (n — 1” + [ta — 5) (n (a — 5) — 1") =2ain2, (6) 
și, desigur, aceeaşi inegalitate pentru N”. Ultima integrală din (11) este 
deci în modul mai mică decit 4a În 2, de unde 


| f q(£, 1) A(51)dD > —14saln2, (17) 
—b “im 


'Ținind acum seama în (6) de evaluările din (8), (12) și (17), căpătăm 
o(a) — v(x0) >a(K — 4eln2)+ M. (18) 


Prin urmare, oricare ar fi legătura dintre a şi s, această cantitate este 
pozitivă, si deci avem în definitiv 


v(a) > v(z,), (19) 


ceea ce contrazice relația (2.17) care cere ca penetraţia ștanței cu bază 
plană, și deci și potenţialul v(), să fie constante în Z -+ Z. 

Teorema este demonstrată. Raționamentul acesta este cu siguranță 
valabil pentru ştanţe cu bază plană, solicitate central, dacă această bază 
e convexă, mărginită, şi are cel puţin două axe de simetrie. Pimpotrivă, 
el nu e aplicabil pentru ştanţe care pătrund în semispaţiu, rotindu-se 
totodată. 


b) Alte rezultate 


Mai enunțăm — fără demonstraţii, care sint destul de dificile — alte rezultate ale lui 
1. Zamfirescu (vezi L. Solomon și |. Zamfirescu [1)) asupra aceleiași probleme. 


Mai intii, teorema de mai sus poate fi precizată : soluția p(2) e mărginită în orice punct 
din 2. De aci, rezultă că singularităţile presiunii sint obligatoriu situate pe Z. 
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Mai departe, să numim regulat un punct de pe .Z, în vecinătatea căruia ecuaţia tron- 
tierei poate fi scrisă sub formă parametrică prin intermediul a două funcții de clasă C2. Un 
punct de pe Z va fi numit s-unghiular, dacă în vecinătatea sa frontiera este compusă 
din două arce de clasă C2, care se intersectează aci sub un unghi egal cu 2a. Cu aceste defi- 
niții, se poate demonstra că: 

în vecinătatea oricărui punct regulat de pe Z, presiunea linde la infinii pentru £ — Z 
ea funcţia 1/Va(€, £), unde d(E, Z) este distanța de la Ela Ş; 

in vecinătatea oricărui punct a-unghiular pe „Z, presiunea este reprezentabilă în coordo- 
nate polare sub forma 


la—l 1 1 | 
a ii : sd îi —a— tg __ y 20 
P(p. $) = cp (eo 2 ) / 8 3 a 8 2 P | (20) 


unde drept axă polară s-a ales bisectoarea unghiului 2%; c este o constantă; y(a) este o 
anumită funcţie crescătoare. 

Această formulă este analogă cu unele rezultate anterioare ale lui L.. Galin [4], $ 2.11, 
și V. Rvacev [4], valabile însă numai pentru pana elastică (domeniu unghiular infinit). 


$10. O SOLUŢIE APROXIMATIVĂ PENTRU ANUMITE ȘTANȚE 
CU BAZĂ PLANĂ MĂRGINITĂ CONVEXĂ NEELIPTICĂ 


Teoremele lui |. Zamfirescu arată că este imposibil să facem uz de 
soluții polinomiale pentru problema ștanței cu bază plană mărginită (vezi 
din nou pag. 655). Desigur, această problemă este considerabil mai com- 
plicată, întrucît contactul iniţial într-un punct este înlocuit cu contactul 
pe o porţiune finită a planului-frontieră : cunoaşterea contiguraţiei lui 
2 ne e de prea puțin folos dacă acest domeniu nu e eliptic. 


a) Presiunea sub ştanță şi funcția lui Prandti 


Soluţia exactă pentru ştanța cu bază plană eliptică a sugerat o cale 
pentru obținerea soluţiei pentru anumite ştanțe cu bază plană ne-eliptică 
(L. Solomon [11)). Anume, expresia (4.21) a presiunii sub ștanța cu bază 
plană eliptică, și expresia (5.15.8) a funcţiei lui Prandtl pentru torsiunea 
barei de secţiune eliptică, sînt legate prin relaţia 


p(z,y) = LP/2m Va? + 62] Va, y)]: (1) 


Liniile de nivel ale funcţiei lui Prandtl sînt dispuse similar cu liniile 
de egală presiune sub ștanță (chiar neeliptică), şi faptul că funcţia lui 
Prandtl este nulă pe frontieră, corespunde faptului că presiunea tinde aci 
spre infinit. 
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Să căutăm atunci în general funcția p(z,y) sub forma 
p(zy) = ela), (2) 


unde c (2, y) este o funcţie de corecție. Soluţia (2) va fi admisibilă dacă 
aperi V(z,y,0) de densitate (2) păstrează o valoare constantă 

2 + 2. Funcţia e (z, y) va trebui aleasă în aşa fel încît să fie respectată 
formula (9.20), iar oscilaţia funcției V(z, y, 0) să rezulte minimală. 

În cele ce urmează, vom expune rezultatele obținute pentru două 
domenii poligonale convexe regulate : triunghi echilateral („t**) şi pătrat 
(„p"*). 

Integralele singulare ce apar în cele ce urmează au fost calculate cu 
maşina electronică de calcul CIFA-101. Viteza mică de lucru a maşinii 
explică numărul redus de puncte pentru care s-au efectuat calculele, nu- 
mărul mie de termeni reținut în seria (14) ete. 


b) Cazul triunghiului echilateral 


Să considerăm triunghiul din figura 5,15,1, avind lungimea laturii 2 V3a, înălțimea 3a, 
şi ale cărui laturi au ecuaţiile (5.15.34). Mai amintim că 
D, = 33at, lu = 3V3a = 302. (3) 


Funcţia lui Prandti pentru acest domeniu are forma (5.15.35): 
1 2 
f(z, 9) = (1/60) (3x2y —y3) — = (2 +59) + F: a. (4) 


Dacă în soluţia prezumată (2) am alege c(z,y) = const., ca în (1), am obține un potenţial 
care tinde la infinit în lungul înălțimilor triunghiului, de la laturi spre virluri. Presiunea 


ec] Vaz) tinde deci prea repede spre infinit la viriuri (puncte de concurență a două drepte pe 
care f(x,y) = 0). Notind cu d, distanţele de la un punct oarecare din 2 „ la virtuti notat (j), 
este evident că produsul (d,d;d,)” —unde m este o constantă, întrucit poligonul este regulat 
— poate juca rolul unui factor de corecție, Aceasta a condus la a se alege funcția 

Piz, y) = a, DI (dada)! [V.(z, v), (5) 


unde coeficientul a, se măsoară în kgf/cm?, iar factorul constant D1/% a fost introdus pentru ca 
expresia de natură pur geometrică care inmulțește pe a, să fie nul-dimensională. 
Condiţia de echilibru (2.16) duce la relaţia 


P=a,J, = 401%], (6) 


unde pentru j, s-a obținut (luind a = 1) valoarea 


PPE | (du d,d)Y4 [Viza 9) ap = 23,71. (7 


$, 
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Cu aceasta, (5) devine 


Piz, 9) = (Pi) (dudada)'4 [Vaz v). (8) 
Introducind această expresie în ecuația (2.17), căpătăm 
5=%8 (P!j,) w, (7,5), (9) 
unde cantitatea 
ala = $ţ i (â, da d) [Vr(zmuz — EP + (9 —mPl) ap (10) 
2, 


poate fi calculată în diferite puncte ale triunghiului. În notaţiile din (2.13), pentru potenţialul 
de simplu strat de densitate p,(z, y) avem evident pe Z, 


V, (z, Y, 0) „. (P li) w, (z, Y). (11) 


Soluţia (8) este acceptabilă, dacă mărimea w,(r,y) păstrează o valoare constantă în 
2. Calculul a dat următoarele rezultate : 


x y | mr) 
) 0,95 27,19 
0 0,50 2711 
0 0,00 27,05 
0 —1,00 27,19 
0 —1,90 27,03 
1,3 0,85 27,27 


Fig. 10.10. 


În aceste 19 puncte, alese în aşa fel incit să acopere oarecum uniform triunghiul, oscila- 
ția funcţiei w,(z, y) este mai mică decit 1%, din valoarea ei. 

Pentru a determina presiunea în centrul de greutate al triunghiului, remarcăm că pre- 
siunea medie este aci p, = P/3/3, în timp ce din (4) și (8) obţinem presiunea minimă 
P4(0,0) = 2143 (Plj) asttei că 


Pata = P,(0,0) = 0,45 pu: (12) 


c) Cazul pătratului 
Să considerăm un pătrat de latură 2a, pentru care 
3 1 
D, = 4a?, log =— at = —D. (13) 
3 6 
Funcţia lui Prandti corespunzătoare se obţine din (5.15.69) pentru b=a, 7, = 
= (n + 1x /2a: 
2a e (—1)P [ ch 3, 2 


3 
'p(z, a ara Ş, Di. 
Ei 


îi PT cos 1,y. (14) 
n>=0 + 
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Ca și în cazul triunghiului, este necesară introducerea unui factor de corecție de forma 
(d,d,d;dp)”. (Rolul acestui factor trebuie să scadă pe măsură ce numărul laturilor poligonului 
regulat crește.) Vom lua 


pdz: 9) = a, DY19 (dedat) | Vl, p)- (15) 
Condiţia de echilibru (2.16) duce în acest caz la relația 
P= a, =a,Di |), (16) 


unde pentru j, s-a obținut (In cazul a=1) valoarea 


Î, = $j ((dudadzd5 | Vizita, 9) AD = 1443. (17) 


7, 


Cu aceasta, (15) devine 


pl. 9) = (Pi) Cadadad5 | Vita, v)- (18) 
Introducind (18) în (2.17), căpâtăm relaţia analogă cu (9): 
3 = 9(Plij o, a), (19) 
unde integrala 
w(z.u) = ţ (ludus) | Vi C&I Eu 71) ap (20) 
2 


? 
poate fi calculată. În notaţiile din (2.13), avem desigur 


Vl y 0) = (P/J) wi, 9). (21) 
Pentru funcţia w, (x, y) s-au obţinut valorile din tabela de mai jos 


> (7) 


0 19,12 
d 18,69 
9 19,30 
5 13,69 
9 19,87 


Fig. 10. 10.2 


În aceste 17 puncte, alese astiel incit să acopere oarecum uniform pătratul, oscilația 
funcţiei w, (7, y) este de cea. 69% din Insăși valoarea ei. Rezultatul — mai puţin satisfăcător — 
este influențat de diticultăţile de calcul efectiv : în timp ce f,(z,y) este un polinom, f(x, y) 
a trebuit să fie înlocuită cu suma primilor 5 termeni ai seriei (14), ceea ce duce la abateri 
sensibile pentru expresia 1Nî(a, y) în vecinătatea frontierei; în afară de aceasta, însăşi 
tehnica folosită pentru a calcula integralele w,(x,y) — mai puţin simple decit w(z,y)—a 
trebuit să fie mai puțin precisă, 
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Presiunea medie şi presiunea minimă sint aci 


pu = pp pp000) = (45/0380) eri), 
i 


de unde urmează 
Pain = Pp (0,0) = 0,48 pu: (22) 


Este instructivă compararea formulelor (12), (22) și (4.23) : pentru un număr tot mai mare 
de laturi, rolul presiunilor infinite din colţuri e tot mai puţin important. 


d) Rigiditatea geometrică la penetraţie 


Ar fi de reală utilitate să dispunem și în cazul ştanţei cu bază plană 
ne-eliptică de o cantitate de acelaşi tip cu rigiditatea geometrică la penetra- 
ţie din $ 8. În acest scop, să scriem (2.17) sub forma, 


3 = [UI — ve] IV(a 9, 0)/2m) (23) 


unde V(, y, 0) este o constantă. Dacă aceasta din urmă depinde numai de 
domeniul 2 și de sarcina P, și dacă ea e proporţională cu P (cum era cazul 
în (4.20)), se poate obţine din (23) o relaţie de același tip cu (8.5), notînd 
pur şi simplu 


C, = 2xP]V(z, 9,0). (24) 


Această mărime se va numi rigiditate geometrică la penetrație pentru 
o ştanţă cu bază plană mărginită oarecare. Dacă C, este cunoscută, depla- 
sarea sub ștanţă (în absenţa rotației) rezultă imediat. (Pentru evaluarea 
deplasărilor sub ştanţe cu bază plană neeliptică, vezi L. Galin [3], [4], 
$ 2.10; V. Mossakovski [1], [2]; N. Borodacev [3], care face uz de rezulta- 
tele lui G. Polya și G. Szegd [1].) 


În ce priveşte exemplele de mai sus, putem face uz în cazul triunghiului de formulele (24), 
(11), (7) şi de valoarea medie w,(z, y) = 27,15 ce rezultă din tabloul de la pag. 662. Ca urmare, 


pentru triunghiul echilateral de arie D, = 3 V3 em?, obținem 
C, = 2r U,lw,) 22 5,49 em. (25) 


În același mod, făcînd uz de formulele (24), (21), (17) şi de valoarea medie w(x,y) = 
= 19,30 ce rezultă din tabloul de la pag. 663, obținem pentru pătratul de arie D, = 4cm:, 


Cop = 27 Uphw,) = 4,60 em. (26) 


Să amintim pe de altă parte formule de tip Saint Venant (8.23) pentru rigiditatea geo- 
metrică la penetraţie pentru o ştanță cu bază plană eliplică, precum și faptul că această 
cantitate depinde numai într-o mică măsură de forma elipsei de contact, Aceasta sugerează 
încercarea de a utiliza (8.23) ca o formulă aproximativă pentru a determina pe C, pentru ştanțe 


şti TENSIUNILE SUB ŞTANȚA 605 


cu bază plană neeliptică mărginită. Cu titlu de verificare, introducind (3) şi (13) în (8.23) (nici 
în cazul formulei (5.15.23) nu se poate face mai mult), obţinem 


Cu = 2,84-3-%16 D, = 3,31 D,. Cp = 2,84-6-18D,=32270,, (27) 
şi prin urmare, pentru triunghiul și pătratul de mai sus (ariile lor sint diferite !), 
Cu = 5,27 em, Cap = 454 cm. (28) 


Valorile din (28) — calculate cu ajutorul unei formule care asimilează domeniul de con- 
tact cu o elipsă de aceeaşi arie şi același moment polar central de inerție — diferă numai cu 4%, 
respectiv cu 1%, de valorile (25), (26), obținute pe cu totul altă cale, cu ajutorul soluţiei aproxi- 
mative (2). 


Rigiditatea geometrică la penetraţie calculată din (8.23) este mai mică decit cea din (25), 
respectiv (26). Ca şi în problema torsiunii (vezi $ 5.15, pag. 260), aceasta se explică prin prezenţa 
virfurilor : in vecinătatea lor, presiunile cresc mai repede decit în vecinătatea punctelor regu- 
late ale frontierei, A utiliza (8.23), înseamnă a neglija acest fapt, ceea ce dă pentru sarcina 
totală P (şi deci şi pentru C.) valori aproximate prin lipsă. 


Toate aceste raționamente au numai un caracter aproximativ. 
Mai mult, este probabil că ele necesită corecții importante, sau devin 
chiar inutilizabile pentru ştanțe cu bază plană mărginită ne-convexă, 
dublu conexă ete. Cu toate acestea, posibilitatea de-a obţine cu uşurinţă 
(pe cale teoretică sau chiar experimentală) funcţia lui Prandtl, şi de aci 
şi presiunea sub ștanță, precum şi posibilitatea de a calcula penetrația 
cu ajutorul unor formule atît de simple ca (23), (24) şi (8.23), nu poate fi 
neglijată *). 


$ 11. DESPRE TENSIUNILE ÎN SEMISPAȚIU SUB ŞTANŢĂ 
PENTRU UN DOMENIU DE CONTACT ELIPTIC 


Este de cea mai mare însemnătate să se determine efectiv starea 
elastică a semi-spaţțiului solicitat, acum cind 2 şi p (E, n) sînt cunoscute. 
Problema lui Neumann la care se ajunge, a fost studiată în $$ 9.4 şi 9.5. 
Formulele lui Hertz (9.4.35) furnizează componentele deplasării, din care 
decurg cele ale tensiunii. Principala problemă de calcul constă deci în deter- 
minarea efectivă a potenţialilor O, w. 

În practică, este necesar să se cunoască deplasările şi tensiunile pe 
planul-îrontieră (în Z şi în exteriorul său), precum şi în lungul axei Oz 
(mai ales pentru ştanța paraboloidală). Vom da numai unele indicaţii 
asupra rezultatelor, întrucît calculele corespunzătoare sînt prea fastidioase 
pentru a-şi găsi locul aci. 


5 Pentru verificări experimentale recente, vezi R. Takano [1]; T. Tanii et al. [1]. 
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a) Ştanţa cu bază plană eliptică 


În acest caz, tensiunile maxime apar pe frontiera domeniului de 
contact, unde p (£, 7) devine infinită. Deplasările pot fi calculate sub o 
formă ce cuprinde funcţii elementare, precum şi integrale eliptice ne-com- 
plete de prima speţă. Dimpotrivă, componentele tensiunii pot fi explici- 
tate numai prin intermediul unor funcţii elementare. (Vezi A. Lurie [4], 
$ 5.9.) Pentru k = 0, componentele deplasării se exprimă și ele numai 
prin funcţii elementare. 


Nu cunoaştem rezultate corespunzătoare cazului domeniului de contact plan mărginit 
necliptic. 


b) Ștanţa paraboloidală 


Componentele deplasării se exprimă prin funcţii elementare, și inte- 
grale eliptice necomplete de prima şi a dona speţă. (Vezi A. Lurie [4], 
$ 5.10). Componentele tensiunii (obținute pentru prima oară de N. Beliaev 
[3], „Tensiunile locale. ..”, $ 9) pot îi deduse de aci prin operaţii de deri- 
vare. 

Studiul repartiţiei tensiunilor pe Z duce la concluzia că punctele 
cele mai periclitate sînt cele situate în centrul elipsei de contact (dacă 
k > 0,89), respectiv la capetele axei mari (dacă k < 0,89) (ibid., $$12—14). 

Axa 0z este axă principală. Componentele normale ale tensiunii 
tind foarte repede la zero pentru 2 — co. În vecinătatea imediată a dome- 
niului de contact, ele sînt toate tensiuni de compresiune, şi de aceea (vezi 
$4.3, pag. 134 şi $ 9.4, pag. 600) ele pot atinge valori foarte mari, fără 
a se produce fisuri sau trecere în stare de deformaţie plastică. 

Tensiunile tangențiale maximale descrese mai lent şi își atinge maxi- 
mul nu pe Z,ci la o anumită adincime z situată între 0,5 a și 0,70 a. Ten- 
siunea tangențială maximală are valori cuprinse între 0,304 a, și 0,325 a. 
Criteriul de rezistenţă corespunzător are deci forma 


0,63 a <s,. (1) 


Anterior lui N. Beliaev, rezultate similare pentru k = 0 au fost ob- 
ţinute de către A. Dinnik [1]. În acest caz, tensiunile se exprimă numai 
prin funcţii elementare. Relaţia (1) rămîne valabilă. 


Reproducem aci graficul tensiunilor pentru cazul k = 0 (vezi A. Dinnik [1], cap. 2, fig. 3), 
şi un grafic calculat cu ajutorul formulelor date de A. Lurie [4], $ 5.10, pentru cazul k = 0,9; 
y == 0,3, 

Pe ambele grafice figurează repartiția tensiunilor reduse (împărţite la a, = Ogmax) în 
lungul axei Oz, ca funcţii de adincimea redusă z/a. (Această repartiție își păstrează dacă nu 
valorile, cel puţin caracterul, chiar dacă presiunile reale pe 2 sint înlocuite cu p = const. Acea- 
sta se vede ușor dacă se compară graficele de faţă cu cele date de H. Deresiewicz [5].) Este 


Fig. 10.41.14 


Îmax* 


3 (83-62)pentru 2 > 3/10 
dia 


Fig. 10.11.2 
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vizibil că valorile o, — şi chiar și o, şi o; — pot (i considerabile : singura cantitate ce trebuie 
păstrată între limite convenabile, este Tuax - 


Dacă 0,63 a, este mai mare decit a, pentru materialul considerat, virfurile de tensiune 
din graficele de mai sus sint inevitabil retezate. În fapt, materialul nu rezistă la astfel de sarcini 
în regim elastic, ci trece în starea de detormaţie plastică. Prin aceasta, tensiunile sint redistri- 
buite în așa fel, incit straturi mai profunde ale materialului rezultă a fi mai puternic solicitate 
decit se vede din aceste gralice. (Vezi și $ 13, exemplul c.) 


$ 12. REDUCEREA PROBLEMEI CONTACTULUI LA PROBLEMA 
ȘTANȚEI PARABOLOIDALE 


a) Corpuri în contact 


Să presupunem acum că două corpuri elastice, mărginite de suprafe- 
ele £,, 3, vin în contact într-un punct 0. Să presupunem că acest punct; 
este punct eliptic pentru ambele suprafeţe, şi că normala și planul tangent 
la , şi Sa există în 0. Normalele sint deci opuse, iar planele tangente 
coincid. 

Vom raporta fiecare din cele două corpuri la cîte un sistem de coor- 
donate propriu: Oawiz Şi Ozayata. Axele 2 vor fi normalele interioare 
în O, iar axele a şi y vor fi tangentele la liniile de curbură pe fiecare din 
suprafețe. 


Dezvoltind în serii Taylor funcţiile z,(z,,y4) Şi Za(a> Ya) care caracterizează cele două 
suprafețe în vecinătatea lui 0, şi neglijind termenii de ordin superior, obținem în primă 
aproximaţie 


Ş L 2 EL] 
"ip 8) = 12000) oz) zi + 7 12,00, 0)/0gîl vi, (1) 


şi o expresie similară pentru funcţia za( 22,92). 

Să amintim încă relaţia care defineşte curbura 1/g a curbei obținute prin secționarea 
unei suprafețe, cu un plan ce formează unghiul A cu normala la suprafață în punctul considerat. 
Anume, considerind un sistem de coordonate curbilinii ortogonale u, v pe supralaţă (a nu se 
confunda cu componentele deplasării !) şi amintind notaţiile lui Monge 


p = 0zldu,  q = 0z/00,  r=—0?z/0u%, s=—0*z/0u0o,  (=0*z/âvt, (2) 
obţinem (vezi G. Vrânceanu [1], vol. 2, $ 15.1, sau V. Smirnov [2], vol. 2, pct. 131 şi 132): 


cos A r du? + 2s du do + tdo? 
(1+ p9+ 90) — = — a RE e PRI (3) 
p (1 + p?) du? + 2pqg dudo + (1 + q?)dr 
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Considerind cazul unei secțiuni normale (A = 0, cos A = 1), ţinind seama că în origine 
avem p = q = 0, şi Inind pe rind du = 0 și dv = 0, obţinem din (3) 
ile =r, lg =t, (4) 
unde am notat cu g' și g” razele de curbură principale în origine. 
Să presupunem că domeniul cercetat în jurul originii este suficient de restrins pentru 
ca suprafaţa S să rămină aci destul de apropiată pe planul ei tangent. În acest caz, putem 
lua drept coordonate carteziene în planul tangent, proiecţiile liniilor u = const, și p = const. 


de pe S£. Notind cu z, y liniile de coordonate astlel obţinute, deducem din (2) și (4) relaţiile 
(valabile numai în vecinătatea originii!) 


1/p' = 9z/822,  1/g” == 0z/dy2. (5) 
În primă aproximaţie, ecuaţia (1) a suprafeţei S, se poate serie 
> | 3 Ț] 1 3 „ 
Z = aul Pi “P 3 Vi pis (6) 


unde indicele (1) arată că este vorba de elemente relative la Ş,, iar indicii 
(*) şi (”) indică direcţiile principale corespunzătoare. 
Pentru suprafaţa 7, avem în mod asemănător 


sii epa i KI asc [7 
23 = 3 tălpi + > Yi] pa - (7) 


De aci se vede că forma (5.1) a ecuaţiei suprafeţei ștanței parabuloi- 
dale este valabilă ca o primă aproximaţie pentru ştanța de orice contigu- 
raţie, în vecinătatea oricărui punct eliptie al frontierei sale (vezi G. Vrăn- 
ceanu [1], vol. 1, $15). 

ntruciît originea este punct eliptice pe ambele suprafeţe, razele de 
curbură principale ale fiecăreia din ele sint de acelaşi semn : 


pipi >0, pps >0. (8) 


Sint posibile două variante ale contactului. Dacă toate mărimile 
p sînt pozitive, el se numeşte contact exterior (vezi fig. 10.12.1) ; dacă două 
din ele sînt pozitive şi două negative, el se numeşte contact interior (vezi 
fig. 10.12.2); cazul în care toate mărimile p sint negative nu are sens. 


Fig. 10.12.1 Fig. 10.12.2 


670 PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC Cap. 10 


În cazul contactului exterior avem 2, >0, 2 >0 în vecinătatea 
originii. Dimpotrivă, în cel al contactului interior avem 2, >0, 24 <0, 
sau 2, <0, 22 >0. 

logia dintre expresiile (6), (7) şi (5.1) sugerează posibilitatea 
de a se folosi în problema contactului soluţia deja cunoscută a problemei 
ştanţei paraboloidale. Anume, în $ 5 distanța pe verticală de la un punct 
al suprafeţei ștanței la acel punct de pe planul-frontieră al semispaţiului 
cu care el coincide după deformaţie, era notată cu 2. În problema contactu- 
lui, un rol analog va fi artibuit distanței pe verticală dintre acele două 
puncte de pe Ş, și S, care coincid după deformaţție. Neglijind — ca şi în 
problema ştanței — deplasările tangenţiale pe Z, şi amintind că axele 
Oz, şi Oz, sînt opuse, urmează că această distanţă — pe care o vom nota 
cu 2 — este egală cu 


1 9 1 Py 1 o 1 3 „ 
2=2 Za = —ălpi + — legi +—zil pa + —Vilpe . 9) 
1 + Za . jet bulea = les + vile ( 


Pentru a face uz de rezultatele din problema ştanței, trebuie mai 
întîi să găsim în planul tangent în O un nou sistem de axe, în care expresia 
distanței 2 să se reducă la o sumă de pătrate. 


bd) Schimbarea de coordonate 


N 
Să notăm cu 2 unghiul z,0az, care caracterizează poziţia axelor 
Ozay, faţă de axele Oz. Acest unghi este desigur cunoscut, întrucit 
forma şi poziţia reciprocă a corpurilor de frontiere 7, şi 7, sînt cunoscute. 
Să introducem pă nou sistem de axe 0ay, a căror poziţie este definită 


de unghiurile a, = Oa și a, = 0, legate desigur prin relaţia 
dy — a = 2a. (10) 
Schimbarea de coordonate se face după for- 
mu ele (valabile pentru j = 1,2 
Z; = £ 00sa, —y sin a, 
Y, = E sina, +y Cosa. 


Introducind (11) în (9), obţinem ex- 
Fig. 10.12.3 presia 


(11) 


> ale La la + (G, sin 2a + Ga sin 202) ay, (12) 


unde am folosit notaţiile 
1/p' = (os? a)/pi + (sin?2a,)/pr + (C082a2)/ps + (sin?aa)/ p2, 


î (13) 
1/g” = (sin? a.)/p! + (cos2aa)/p? + (sin?aa)/ 4 -+ (costa) e, 


$12 REDUCEREA LA PROBLEMA ŞTANŢEI 671 


și de cantităţile (cunoscute) 


2G, = Iei — 1/ei 2Ga = 1/ps — 1/ga. (14) 
Să considerăm și curburile medii (cunoscute) în origine 
25, = 1pi + Ip,  2Ha=1/p2+ 1/pr. (15) 
Adunind termen cu termen relaţiile (13), obţinem evident 
1/p' + 1/p" = 2(H, + Ha), (16) 


astfel că suma cantităților definite în (13) este cunoscută. 
Pentru diferența lor, avem din (13) şi (14): 


1/p* — 1/p' = 2G, cos 2a, + 2Gacos2aa. (17) 
Ne rămine să alegem z,, &, în aşa fel încît (12) să se reducă la 


= ale + 2sle”, (18) 
ceea ce se realizează impunind condiţia 
G, sin 2a, -+ Ga sin 2a, =0. (19) 
Întrucît, pentru a satisface relaţia (10), este suficient să luăm 
m=a+f, as=—a+B, (20) 
unde £ este necunoscut, relaţia (19) devine 
(G, + Ga) sin 28 cos 2a + (G, — Ga) sin 2a cos26 = 0. (21) 


Această relație permite determinarea unghiului £, aşadar a unghiu- 
TIlOr a, a, Și deci și a coeficienţilor p', g” din (18). Pentru a obține aceste 
din urmă valori sub o formă cât mai simplă, să revenim la relaţiile (16) şi 
(17), în care să ţinem seama de (20). Căpătăm astfel 


1/p* + 1/e” = 2(H, + Ha), (22) 

1/p” — 1/p' =2(G, + Ga) cos 2a cos 26 —2(G, — G,) sin 2a sin 26, 
de unde urmează 
1/g' = Hi, + Ha — (G, + Ga) cos 2a cos 28 + (G, — Ga) sin 2a sin 28, 
1/p” = H, + Ha + (G, + Ga) cos 2a cos 28 — (G, — G,)sin 2a sin 28. 

Privind relaţia (21) şi prima din relaţiile (23) ea un sistem de ecuaţii 
pentru necunoscutele sin 26, cos 26, putem serie 
(G, — Ga) sin 2a sin 28 — (G, ++ Ga) cos 2a cos 26 = 1/p' —(H,-+Ha), 
(G, + Ga) cos 2a sin28 + (G, — Ga)sin 2a cos28 =0. 


(23) 


(24) 
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Determinantul principal al acestui sistem este cantitatea cunoscută 
şi pozitivă 
A = G; + G3 + 2G,G2 cos 4a, (25) 
şi soluţia sistemului (24) se obţine sub forma 
sin 28 = + ((1/e' —H, — Ha) (6, — Ga)sin 2a]: A, (26) 
cos 2f = — [((1/p' —H, — Ha) (G, + Ga)cos 2a]: A. 


Ridicînd la pătrat și adunind, regăsim evident valoarea A, ceea ce 
conduce în definitiv la egalitatea 


1/g' —H, —Ha= + Vă. (27) 
Relaţiile (16) şi (27) dau acum valorile 
1/e' =H, Ha — VA, Ie” =H +H+VĂ, (28) 


unde am ales semnele în aşa fel încît p' > p” >0, ceea ce corespunde 
unei anumite alegeri a axelor Oy. 


Expresia (18) este acum determinată. 
Introducînd (28) în (26), deducem 


sin 26 = — [(G, — Ga) sin 2a]: VĂ,  cos2f = [(G, + Ga)eos2a]:VĂ, 
(29) 
astfel că unghiul f, şi deci şi unghiurile ay Ga sînt de asemenea cunoscute. 
Faptul că trebuie întotdeauna să avem e” >0, p” >0 decurge din 
aceea că z este pozitiv. Aceasta nu rezultă din raționamentul care a condus 
la (28), întrucît nu am făcut uz aci de nici un fel de condiţii restrictive 
relative la valorile absolute şi semnele razelor de curbură. Dar simpla 
examinare a figurii 10.12.2 arată că, în cazul contactului interior, aceste 
valori trebuie supuse anumitor relaţii pentru ca cele donă corpuri să ră- 
mînă ezterioare unul celuilalt. După cum urmează din (28), pentru aceasta 
este necesar şi suficient să avem 


— (HF Ha) < VA <H, + Ha (30) 


Metoda de mai sus — mai simplă ca cea a lui Hertz — a tost propusă 
de A. Lurie [4], $5.11.0 soluţie grafică a aceleiaşi probleme aparţine lui 
D. Gazis [1]. 


OBSERVAȚIE. Se poate intimpla ca unele din cele patru mărimi p să tindă la infinit — aşadar 
ca punctul de contact să fie un punct parabolic, Raţionamentele de mai sus rămin valabile, și 
toate aceste formule vor putea fi folosite chiar dacă unul (sau ambele) din corpuri are formă 
cilindrică, conică etc. în vecinătatea punctului de contact, La limită, ele îşi păstrează seusul 
cind unul din corpuri se reduce la semispaţiu. 
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c) Cazuri particulare 


1* Să presupunem că cele două sisteme de axe coincid : 0zy, = Ozoya (de ex. : contactul 
a două suprafeţe de rotaţie, cu axele paralele ; liniile de curbură sint desigur curbele meridiane, 
şi paralelele pe cele două suprafeţe). Unghiul 2a din figura 10.12.3 este nul, iar (25) ia forma 


A = (G, + Gat. (31) 
Dacă G, + G, > 0, atunci A = G, + Ga, iar din (28) căpătăm 
11 = Haik Ha —(G + Gas 1167 = Ha Hat (Su + Ga), 
de unde, ținind seama de (14) şi (15): 
1/e' = 1ea + ies, 116” = Ip + 1lpe » (32) 
Pentru determinarea unghiurilor a, & avem mai întti din (29) 
sin 28 =0,  cos28=(G+Gp:Vaz=s, (33) 
astfel că axele Ozy rezultă a coincide cu cele iniţiale, deoarece 
B= = 0=0, (34) 
Dacă însă G, + Ga < 0, atunci avem Va = —(G, 4+ Ga), şi din (28) urmează : 
1p' = Hit Hat (Gt Ga), dp” =H,+Ha—(G.+G,), 
de unde, ţinind seama de (14) şi (15): 
1/p' = 1fpi + ile»  1le” = 1pi + 1fpa. (35) 


Pentru a găsi unghiurile &,, a, avem mai întii din (29): 


sin 28 =0, cos 28 =(G+G):Vâ=-—1, (36) 
astfel că, utilizind și (20): 
c) = % = Ca = 7/2, (37) 


ceea ce arată că axele Oy se capătă prin rotirea cu 90” a axelor iniţiale. 


Condiţiile G, + G, 2 0, esenţiale în clasificarea acestor cazuri, echivalează cu anumite 
relaţii între valorile p. Astiel, dacă G, + Ga > 0, din (14) urmează 


Ig, — 1 pi + leg —llea>0, (38) 
ceea ce (vezi (32)) conduce la a scrie 


p” <p'. (39) 
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(Amintim că ambele cantităţi sint pozitive.) Dimpotrivă, dacă G, A+ Ga < 0, expresia din (38) 
schimbă de semn ; or, ţinind seama de (35), aceasta conduce la aceeași inegalilate (39). Rolaţia 
de axe efectuată în acest ultim caz are deci rostul de a face ca raza de curbură mai mare să 
corespundă axei Oz. Este vorba așadar de o convenție de notație, şi nu de un fapt mecanic. 


În condiţiile de mai sus, contactul exterior este întotdeauna posibil. Contactul interior 
e posibil numai dacă avem (vezi (32), (35)) 


Ile! + 1/4> 0,  1lp” + alpi >0. (40) 


Dacă de pildă avem e; < 0, e <0, aşadar suprafaţa Sf, realizează contactul în interi- 
orul suprateței 2; din (40) urmează 


Pi <—Pa Pi <—p, (41) 


ceea ce este uşor de înţeles intuitiv (vezi fig. 10.12.2). 


2* Cele de mai sus rămin valabile dacă 1 Şi LA „ sînt suprafețe de rotaţie cu axele în 
cruce. Alegind drept axe Oz,, Oy, tangentele la cercul paralel, respectiv la meridianul din 
O pe S,(j = 1,2), trebuie să luăm 2a == 90%, şi relaţia (25) devine 


A = (6, — Ga. (42) 
Dacă G, — Ga > 0, atunci VA = 6, — Ga, şi din (28), (14) şi (15), obţinem 
1jp' = pile > Ip” = 1pu + 1lpa. (413) 
Din (29) urmează 
sin 28 = — (Gy —Gp:VA= —1,  cos2B=0, (44) 


astfel că, ţinind seama şi de (20), avem 


e) = 374, Xa = N Ca ui 1/2. (45) 
Dacă însă G, — Gp < 0, atunci Va == = (Gy — Ga), și (43) se înlocuiește prin 
1/p' = 1pp + 1lpăs 19” = 1lpi + 1/ey . (46) 


Pentru a calcula unghiurile, din (29) deducem acum 
sin 20 = —(G,—G):VA=1, cos2p=0, (47) 
şi deci, utilizind și (20): 
A = 7/4, %, == 7/2, oa = 0. (48) 


3” Să presupunem că punctul O este un punct ombilical pe ambele supralețe (vezi G. 
Vrânceanu [1], vol. 2, $ 15.1), așadar că 


AR= Pa d Pepi fa (49) 


$ 12 REDUCEREA LA PROBLEMA ȘTANȚEI 675 
Acesta este de pildă cazul unor corpuri de rotaţie în jurul normalei comune în 0, Poziţia reci- 
procă a axelor este indiferentă, şi putem alege 2 = 0. Din (14) și (25) deducem 
G=Gs=0, A=0. (50) 
Pentru a obține soluția, trebuie să folosim direct (22), de unde 


1/8 = î]p” = H+ Ha = tea + Lea: (51) 


Poziția axelor Ouxy este inditerentă. 


4” Formulele de mai sus rămin utilizabile pentru a studia contactul a două sfere. Pentru 
contactul exterior, rămine valabilă relația (51). Dacă contactul este interior — [ie de exemplu 
fs < 0 — trebuie să avem g, < — gg, iar (51) ia forma 


1/8" = 1lp” = 1 — 11| gel. (52) 
5* Contorm observaţiei de la pag. 672, putem examina in același mod și cazuri în care 


unul din corpuri este un cilindru. Dacă , şi S, sint cilindri cu axele paralele, raționamen- 
tele din 4” rămin valabile : este suficient să luăm în (32) şi (35) 


ile m1/pg =0. (53) 


6” Fie că Ş, este o steră de rază gy, iar Syeste un cilindru circular de rază ge. Vom 
lua drept axe Oz, şi Oy, — generatoarea, respectiv tangenta la cercul paralel în O. Axele Or, 
pot fi alese arbitrar, astiel că le vom face să coincidă cu Ozaya. Formulele din 1* rămin vala- 
bile, şi avem mai întii 

1fa, = Ile = los  1lps =1es, lleș=0. (54) 

În cazul contactului exterior, din (14) urmează 

Ga + Ga = llpa>0, (55) 
asttel că din (32) obţinem 
Ip" == pas Op” == pi + îles: (56) 

În cazul contactului interior (steră de rază g, > 0 într-un tub cilindric de rază pp; <0), 
condiția de posibilitate a contactului este p, < — gs. De data aceasta, (55) se Inlocuiește 
cu 


G,+ Ga = lg <0, (57 


astiel că trebuie să utilizăm formulele (35), de unde urmează 


1/8 = 1e, + îlea = dea — îllpel, — 17g” = tea. 09 


După cum se vede, în ambele cazuri avem ș' > p"> 0. 
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$13. PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC FĂRĂ FRECARE 


a) Condiţia la limită. Ecuația integrală a problemei 


Să considerăm acum cele donă corpuri de frontiere 7, și Srapor- 
tate la coordonatele 0,2, Și Otayoza. Să presupunem că frontierele lor 
sînt de clasă C!, aşadar forţele ce le fac să intre în contact sînt pentru 
fiecare din ele echivalente cu cite o rezultantă dirijată după normala, 
comună în punetul de contact inițial. 


Domeniul de contact va fi notat cu Z ; punctele de pe 7,, respectiv 
Z,, care în urma deformaţiei coincid, vor fi notate cu a! și a?, deplasările 
elastice corespunzătoare vor fi notate cu ul și 42. 

Ca şi în problema ștanţei, vom neglija valorile pe Z ale componen- 
telor u, şi ua ale deplasării, şi ne vom fixa atenţia asupra deplasării 
normale u; = w. Vom presupune că eventualele deplasări rigide ale celor 
două corpuri se reduc la niște translații — 5, şi — 52, paralele cu normala 
comună în 0. Prin urmare, deplasările totale €) ale punctelor a! şi 2? vor 
fi egale cu mw, — 8, respectiv wa — da. 

Întrucît numai puncte aflate pe aceeaşi verticală intră în contact, 
abscisele şi ordonatele punctelor a! și a? coincid. După deformaţie, 
cotele lor devin 


== 2 FF 0 — 23 =2pt Da — da. (1) 
Distanţa dintre punctele a! și a? devine după deformaţie 


123 =natzat + ta — (8. + 3a). (2) 


Să introducem notaţiile 
2 = at 22 d = But da (3) 


(De altfel, determinarea separată a cantităților 3, şi 52 nu e nici posibilă, 
şi nu are nici sens mecanic.) Cu aceasta, relaţia (2) se va scrie 


ge ph io— d. (4) 
Dar întrucît în Z avem evident £* =—0, din (1) obţinem 
WF =8d—2 în 8, (5) 


î) Două corpuri deformabile, presate unul asupra celuilalt, suportă deplasări de an- 
samblu — egale cu o „translație la infinit”, adică în punctele cele mai îndepărtate — peste 
care se suprapune deplasarea elastică locală. Necesitatea de a considera astfel de translații 
la infinit provine din faptul că soluția lui Hertz (9.4.35) este regulată la infinit, așadar nu 
cuprinde nici un termen care să descrie o deplasare de ansamblu. 
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ceea ce este similar cu (2.17). Ținînd acum seama de expresia (12.18) a 
distanţei 2, obținem în axele determinate în $ 12: 


2%, AL- Wa= Pi) — = x20' — Laple” în a. (6) 


Să privim acum cele două corpuri în contact ca fiind aproximate 
prin niste semispaţii elastice — ceea ce este îngăduit în vecinătatea lui 2, 
dacă d(2) este mic faţă de razele de curbură. Fiecare din aceste semi- 
spaţii este supus unei sarcini normale necunoscule, repartizate pe un dome- 
niu de contact de asemenea necunoscut. Dar acest domeniu este același 
pentru ambele semispaţii ; sarcina va fi şi ea aceeaşi (în mărime şi semn, 
întrucit axele 02, și Oz, sînt opuse). 

Se înţelege că acest punct de vedere nu neglijează forma şi poziţia 
reciprocă reală a celor două corpuri : căci tocmai acești factori detinese 
membrul al doilea din condiţia la limită (6). 

Or, pentru un semispaţiu elastic, deducem din (2.10), (2.11) 


lo = [UI — prelţţ pe DN IAD. (1) 
2 


Întrucit constantele elastice ale celor două corpuri sînt în general 
diferite, vom nota — ca și în (2.14) — 


6, = (1 — v)/2rTuas,  0a=(1 — va)/2rua (8) 

Întrucit avem Z,= 2, şi pu(, V) = pol, 9), din (7) urmează 

leo 0, [pl DN 0D,  j=12. 09) 
a 


Introducînd aceste expresii în (6), obţinem în definitiv 


i PND NE PIE PE Pa 
3 atjp! — fler (0, ++ 8) [| tot, ml EP > al aD 


2 
în 2, (10) 


ceea ce constituie ecuaţia integrală a problemei, deplin similară cu (5.2). 


b) Ştanţa echivalentă şi semispațiul echivalent 


Soluţia problemei de contact se obţine deci din cea a problemei 
ștanței paraboloidale, prin simpla înlocuire a coeficientului 0 cu suma 
0, + 0, şi prin introducerea în ecuația integrală a problemei, a coeticien- 
ților e, e” din $ 12. 
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Altfel spus, problema contactului elastic este identică cu problema 
penetraţiei unei ştanțe paraboloidale de configuraţie caracterizată prin 
mărimile (12.28) (ştanța echivalentă), într-un semispaţiu elastic definit 
prin intermediul constantelor (8) (semispațiul echivalent). 

Notind cu H curbura medie în origine a ştanţei echivalente, deducem 
din (12.16) relaţia 


Hm Hp Ha. (11) 
Pentru coeficientul ei de rotunjire h, căpătăm din (12.28) 
h= g']e'=1 — 2VA/(H + VA). (12) 


În fine, din (10) se vede că materialul semispaţiului e chivalent este 
caracterizat de coeficientul 


9=0,+0,. (13) 


Problema are sens numai dacă H>0 şi Oh <I (admiţind şi 
cazul limită h = 0). Desigur, aceasta trebuie asigurat prin natura cor- 
purilor în contact. 


Introducind (6.3) în (12.14), căpătâm mai întii 


G, = (U—hDNL+hDI Hu Ga=U—hH(L-hal Ha. (14) 
Introducind mai departe aceste expresii în (12.25), obţinem 
1—h = 1—h,) ((—h i—ht 
Mă CEE pe a O. (cos 4a) H,H + amic d HZ; (15) 
(1+hkP (1-4 hp) (1+ha) (1-ţhak 


astfel, intrucit avem b,, ha € [0,1], conchidem evident că 
osSyVâsH. (16) 


Din (12) urmează acum şi h e [0,1]. Desigur, ştanţa echivalentă este cu atit mai turtită, 
cu cit VA este mai apropiat de H. Pentru ca h să depăşească o valoare dată hp, trebuie să 
avem 


VHS Uh) (ho), (17) 


(vezi (12)), ceea ce se poate verifica în fiecare problemă concretă, în funcţie de valorile p;, și» 
p:. 6; şi a cunoscute. 


Cu aceasta, rezultatele din $$ 5—8 şi 11 se transpun acum cuvint 
cu cuvînt pentru problema contactului a două corpuri elastice. 

Formulele (5.32) şi (5.42)—(5.44) pentru mărimile a,, a, b, 3 rămin 
valabile. Rămine valabilă şi relaţia (7.9) care permite determinarea rapor- 
tului b/a, precum și toate formulele (7.12)—(7.21). Cele spuse în $$ 7 și 8 
relativ lu rolul redus al excentricităţii elipsei de contact, conduc la a afir- 
ma acum că soluţia problemei contactului a donă corpuri elastice depinde 
de proprietăţile mecanice ale celor două corpuri — exprimate prin inter- 
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mediul cantităţii 0 din (13) —, de sarcina totală P, și de suma curburilor 
medii ale celor două corpuri — exprimată prin intermediul cantităţii H 
din (11). Dimpotrivă, ea este practic independentă de coeficienţii de rotun- 
jire (sau de curburile gaussiene) şi de poziția reciprocă a celor două corpuri, 
exprimate prin intermediul coeficientului de rotunjire h al ştanței echi- 
valente, definit în (12) — atita timp cît acesta nu este prea mic. 

Configuraţia fiecărui corp în parte (şi în particular și forma dome- 
niului de contact) se manifestă prin intermediul expresiei p(5,7), care 
păstrează forma (5.5). 

Dacă unul din corpuri este rigid, mărimea 0, corespunzătoare lui 
este nulă (vezi (8) pentru u, = co). Dacă unul din corpuri este un semi- 
spaţiu, atunci avem H, =0. 

Caleulele efectuate pentru determinarea deplasărilor şi tensiunilor 
în cazul semispaţiului elastic solicitat de o ştanță paraboloidală îşi păstrează 
valabilitatea în vecinătatea imediată a domeniului de contact — sin- 
gura porţiune a corpului care ne interesează, dat fiind că fenomenul 
(vezi $ 11) are un caracter puternic localizat. În particular, rămin vala- 
bile cele spuse privitor la poziţia şi solicitarea punctelor celor mai peri- 
clitate. 


c) Exemplu: contactul dintre roată şi șină 


Să considerăm schematic problema contactului roții de locomotivă de frontieră , cu 
șşina de frontieră ge 

Fie că raza roții (roată alergătoare) este de 60 cm, iar raza de curbură a suprafeței 
şinei — de 30 cm. Ambele corpuri sint executate din oțel carbon avind constantele E 222,15. 10% 
kgt/em? și v22 043. 

Desigur, avem de utilizat formulele din $ 12, e, exemplul 2%. Avem mai întîi 


ligi = (1/30) cm-1, 1fpi =0, 1leg = (1/60) cm), ip! =0, (18) 
asttel că din (12.14), (12.15) urmează 
H, = — Gy = (1/60) cm-1, 


(19) 

Ha = — Ga = (17120) em-1. 

Din (11) şi (12.42) obţinem acum 

H = (1/40 a, 
_ (1/40) em (20) 
VA = — (G, —Ga) = (17120) em-!, 
şi mai departe, din (12.28) sau (12.46): 
1/2" = (1/60) em-!, 1/8? = (1/30)em-1, (21) Fig. 10.13.1 


Din (12) — sau direct din definiţia (6.2) — avem de asemenea 


h == 172. (22) 
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Valorile H = (1/40) cm-! și h = 1/2 caracterizează ştanţa echivalentă. Mai departe, din 
(8) rezultă 


0, = 0, = (1—v) 2ru = (1—9) m E = 1947.10-10 cm*/kgf, (23) 
şi deci din (13) căpătăm pentru caracterizarea semispaţiului echivalent, 
0 = 2694.10-10 cm?/kgt. (24) 


Soluţia ecuaţiilor lui Hertz se obţine folosind tabloul de la pag. 641, de unde pentru 
h = î(k) = 1/2 căpătăm 


k = 0,776. (22) 
Valorile K(k) şi E(k) se obţin din tabelele de integrale eliptice complete (vezi $4, 
pag. 632; nu este recomandabilă o precizie exagerată, date fiind ipotezele simplificatoare 
pe care se bazează teoria contactului). Obţinem 
K(0,776) = 1,971, E(0,776) = 1,288. (26) 
Din formulele (5.42)—(5.414) şi (5.32) avem pe rind 


a = 0,0374 PS cm, 8 = 0,0236 Pl2cm, D= mab = 0,002773 PP"? cmt, 


(27) 
3 = 0,0000213 P2'3 cm, a, = 541 PYS kgt/em?, 
Presiunea pe domeniul de contact este deci cunoscută sub forma 
p(ă, m) = 541 PU2 1 — Ea? — 2/6 kgtjem, (28) 


unde a, b au valorile din (27), iar P se măsoară în kgf. 


Cantităţile din (27) pot fi obţinute și cu ajutorul formulelor aproximative din $ 7— 
cu toate că avem ke 0,8. Din (7.9) deducem mai întii 


bla = h?!% = 0,63, (29) 
astfel că din (7.18) şi (7.21) urmează 


5 = 0,0000216 P2i2 cm, a, = 553 PUS gt. (30) 


Coeficientul a, se poate obţine și din (7.43), folosind valoarea ă din (30): 
a, = 521 PU: kgt. (31) 


Formulele (7.41) şi (7.42) şi aceeaşi valoare pentru 5 dau atunci 


ab = 0,000916 P%* cm?. (32) 
Din (29) şi (32) deducem acum 


a = 0,038 PU? cm, b = 0,024 PY2 cm, (33) 


13 CONTACTUL ELASTIC FĂRĂ FRECARE 681 


După cum se vede, erorile comise datorită utilizării formulelor aproximative sint de or- 
dinul a cel mult 2—3%, aşadar mult mai mici decit cele ce trebuie să provină din diferitele 
presupuneri simplificatoare ce stau la baza teoriei contactului. 


Luind P = 7800 kgf (de unde P'/? = 19,83), obţinem din (27): 
a» 0,742 cm, b=0,468 cm, D=1,09 cm?, 86=—0,0084 cm, ay=10.730 kgt/em?, (34) 


Dimensiunile liniare ale domeniului de contact sint deci cu adevărat mici laţă de razele 
de curbură. De asemenea, penetraţia este suficient de mică pentru ca să fie îngăduită seri- 
erca condiţiilor la limită pe suprafața nedeformată a corpurilor în contact. 


Presiunea maximă din (34) este cu mult peste limita de plasticitate a oţelurilor uzuale. 
Pentru aprecierea rezistenței şinei şi a roții trebuie folosită formula (11.1). Faptul că dife- 
rența 0; — oa atinge 6 300 kgf/cm? la o adincime de 2—4 mm, arată că deformarea plastică 
este inevitabilă. 


OBSERVAȚIE. Problema —de mare importanţă practică — a contactului dintre roată și 
şină, a fost de repetate ori examinată: N. Beliaev [3]; H. Poritsky [1] (cu rezultate apro- 
piate de cele ale lui Beliaev); Z. Rudakov [1]; G. Filonenko [1] (cu o evaluare aproxima- 
tivă a efectelor dinamice, care rezultă a fi considerabile), 


d) Exemplu : bula elastică pe un semispațiu rigid 


Să considerăm o bulă de oţel de frontieră (/, așezată pe un semispaţiu rigid de fronti- 
eră /,; contactul are loc sub acțiunea greutăţii proprii a bulei. Pentru același material ca 
în exemplul c, avem deci 


0, = 1347-1010 cm?/kaf,  6,=0. (35) 
Luind pentru greutatea specifică a oțelului valoarea de 7,8-10-* kaf/em?, obţinem 
P = 32,7+10-2 R3 kgf, (35) 
raza ha bulei fiind exprimată în centimetri, Mai departe, avem 
HR, Fim, H=1R, h=1, k=0, (37) 
și deci din (5.42), (5.44) şi (5.32) urmează 
a = b = 2,18.10- 9R':Bcm, 8 = 4,76:10-6 Rem, a, = 3310 RR! kgt/em?. (38) 
Dimensiunile liniare ale domeniului 2 cresc mai repede decit raza bulei, astfel că pentru 
valori mari ale lui R, teoria contactului elastic nu mai poate fi aplicată. Raportul a/R are 
valoarea 1/100 pentru R = im (aşadar P = 33 1), şi scade pină la 1/10 pentru R=1 km. 


Cazurile realizabile în practică sint deci cu siguranţă cuprinse în domeniul de valabilitate al 
teoriei contactului elastic. De altfel, pentru R > 40 cm, avem deja a, >> 11 000 kgt/em?. 


632 PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC Cap. 19 


$ 14. DESPRE ALTE METODE ȘI PROBLEME 


Vom da aci unele indicații privitoare la problema ștanţei pentru configurații diferite de 
cule considerate în $$ 4 şi 5, pentru anumite cazuri particulare de astfel de configurații, 
precum și pentru alte proprielăţi mecanice ale suprafețelor în contact. 

Raţionamentele de pină aci sint formal valabile oricare ar îi valorile constantelor g”, 
g”. Dar cazul unor constante p'. p” foarte mici cer un studiu aparte ; punctul de contact inițial 
are caracterul unui „vivt”, dimensiunile lui Z nu sint mici faţă de g',g”, şi problema se apropie 
de cea a unei ştanţe conice. Această din urmă problemă a fost rezolvată de A. Love [3] şi 
— prin alte metode — de A. Lurie [1], $ 5.7, și |. Sneddon [1], $ 10.52. 

Fie acum că una din constantele g', g” este foarte mare. Întrucit avem c” E ș”, din ta- 
bloul de la pag. 6414 urmează k = 1, şi deci b < a. Prin urmare, nici în acest caz domeniul de 
contact nu va avea dimensiuni mici în raport cu razele de curbură. Pentru 1/£'—>0, acţiunea 
ștanţei echivalează în primă aproximație cu cea a unui cilindru parabolic, de curbă direc- 
toare 


1 
Z = — gtlg”. 1 
Pal, (1) 


Acest cilindru intră în contact cu semispațiul în lungul unei generatoare. Domeniul de 
contact este alungit și îngust, iar lungimea sa nu poate fi determinată, Astfel de ștanţe au 
iost studiate de A. Dinnik [1] şi N. Beliaev (3). Punctele cele mai solicitate sc găsesc la 
adincimea 2 = 0,78 b (cu tensiuni tangentiale ce variază foarte puţin între 0,7 —1,1 t), 
unde 2b este lăţimea domeniului de contact, (Rezultatul este similar celui de la pag. 656 pentru 
domenii de contact eliptice ; aceasta se vede ușor dacă inlocuim acolo pe a prin b/V1—Rk2.) 
Presiunea maximă este a, = 2Pjz b (unde P este sarcina pe unitatea de lungime pe linia de con- 
tact iniţial), iar tensiunea tangenţiulă maximală este aproximativ egală cu 0,32 a,. Criteriul 
de rezistenţă are deci aceeişi formă ca în (î1.1). 

Contactul cilindrilor este studiat ca problemă plană de câtre L. Galin [4], capitolul 1 
(cu o analiză detaliată a lucrărilor privitoare la această chestiune); S, Mihlin [1], $$ 68—71; 
N. Musbhelişvili [5], capitolul 6; I. Ștaerman [1], capitolul 2 (continuat de B. Homalis [2]), 
şi [2]. Menţionăm aci dificultatea de a se determina deplasările și penetraţia 5. Această difi- 
cultate poate fi pusă în legătură cu observaţiile din $ 7.10 asupra soluţiei lui IKclvin și Somi- 
gliaua. Pentru determinarea lui 5, vezi de exemplu I.S.Rabinovici [1]; Tsu Tao Loo [1]. 
Pentru anumite chestiuni speciale, vezi M. Diuguci [1], capitolul 4; A. Kalandia [2], [3]; 
]. $. Rabinovici [2]; B. Romalis [1]. 

Condiţia 1/g” = 0 nu echivalează insă cu (1). Într-adevăr, problema poate fi studiată 
reținindu-se în Z = o(Ă, Y) termeni de ordin superior. (Termeni de ordin impar nu pot 
apare ; în acest caz ştanţa n-ar [i exterioară semispațiului,) 

Dacă ambele cantităţi e, pg” sint foarte mari, sintem conduși la problema contactului 
de ordin superior : distanţa dintre ştanţă şi semispaţiu este un infinil mic de ordin de mărime 
superior ordinului 2. Ecuația (5.4) se înlocuiește cu o ecuaţie în care în membrul al doilea 
apar termeni de grad 4. Această problemă a fost abordată de I. Ștaerman [1], $ 4.3 (fără 
determinarea stării elastice în semispaţiu) ; vezi și Fl. Deresiewicz [6]. 

Problema rontactului poate ti mai uşor studiată pentru o ştanţă de rotație. A. Lurie 
[4], $$ 5.141—5.7, rezolvă complet problema ştanţei cu bază circulară plană, problema contac- 
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tului de ordin 2 și superior, şi problema ștanței conice. De remarcat că odată cu creșterea or- 
dinului contactului, punctul de presiune maximă se deplasează către periferia discului de contact. 
Aceleași probleme au fost tratate de către ]. Sneddon [1], $ 10.52, prin intermediul unor anu- 
mite ecuaţii integrale duale şi al transformării lui Mellin. Vezi încă lucrarea inițială a lui V. 
Abramov [1], Dintre lucrările mai recente, vezi E, Deutsch (7); 1. Sneddcn [1]; 1. Ufliand 
12), pârtile III și IV. 

În ultimul deceniu, problema de contact a fost intens studiată de către V. Dovnorovici 
[1] (ştanţe definite de funcţii polinomiale, aplicaţii ale metodei lui Ritz); K. Egorov [1], 
V. Gubenko [2]—[4], V. Gubenko și V,. Mosakovskii [1] (domeniu de contact în formă de 
coroană circulară); V. Gubenko [1] (tehnica diferențierii fracționare ; vezi și N. Rostovtev 
[5]) ; V. Mosnkovskii şi V. Gubenko [1] (echivalență intre problemele plane și cele pentru ștanța 
cu bază plană circulară) ; M. Leonov [1], [2] și G. Popov [1], [2] (domeniu de contact circular) ; 
L. Payne [1] (simetrie axială); N. Rostovţev [1]—[1] (probleme plane și axial simetrice), 
Unele din aceste rezultate se referă la cazul sarcinii excentrice. 


O atenţie sporită se acordă problemei contactului cu frecare (tensiuni normale și tangen- 
țiale în 7). Dacă legea de frecare este cea a lui Coulomb, se vede uşor că în ZA trebule să existe 
porțiuni in care punctele celor două suprafeţe sint antrenate impreună în deformaţie, și por- 
țiuni în care suprafeţele alunecă una pe cealaltă, Determinarea liniei de separație intre aceste 
porțiuni pune probleme extrem de dificile, Cu reterire la acest cere de idei, menţionăm mai înlii 
lucrarea de pionierat a lui E. Reissner şi II, Sugocci [1]; a se vedea apoi C. Cattaneo [1], 
[2]; H. Deresiewiez [1], [2]; E. Deutsch [8]; L.. Goodman [1]; V. Gubenko [4]; M. Hetenyi 
şi P. MacDonald[1]; 1. Kizina şi D. Griliţkii [1]; J. Lubkin [1]; R. Mindlin [3]; R. Mindlin 
şi II. Deresiewicz [1]; V. Mosakovskii [3], [7]; V. Mosakovskii şi N. Fotieva [1]; V. Mosa- 
kovskii et a1.[1]; M. Pacelli [1], [2]; A. de Pater [1]; N. Rostovțev [3]; J. Smith și Chang 
Ken Lin [1]; |. Ufliand [1]; P. Vermeulen și K. „Johnson [1]; W. Wernitz [1]. Menţionăm 
în mod special aplicaţiile metodelor operaționale, aparținind lui R. Muki [2], 1. Sneddon[2], 
I. Uflliana [2] (cap. 7—12). 

Printre problemele referitoare la unele corpuri de configurație specială, vezi V. Alexan- 
drov [1]; B. Abramian et al. [1]; N. Arutiunian și B. Abramian [2]. 

Pentru cazul corpurilor neomogene, a se vedea cu titlu de exemplu V. Mosakovskii [6]. 

Lucrări ca cele ale lui N. Kilcevskii [4], [5] și E. Kostiuk [1] prezintă metode de studiu 
bazate pe utilizarea calculatoarelor electronice. 


Printre cercetările cu caracter experimental, vezi de exemplu LL. Dobrovolskii și V. IKo- 
pitov [1], [2]; W. Goldsmith şi P. Lyman [1]; A. Orlov şi S$. Pineghin [1]. 

Problemele de contact referitoare la siratul elastic sint abordate de către V, Alexandrov 
[1], [2]; V. Alexandrov și V. Babeșko [1]; 1. Keer [1], [2]; 1. Ulliand [2]. Verzi încă și 
B. hKorenev [3] (aplicaţii la problema plăcilor pe fundatie elastică) și D. Șerman [8], $ 3.3. 

Pentru problema dinamică a contactului — oscilații întreţinute sau nu — şi pentru pro- 
blema șocului corpurilor elastice, vezi N. Borodacev [1], [2], [4]; A. Dinnik [1] (cap. 4,5 
şi 9); W. Golasmith [1]; N. Kilcevskii [1]; 1. Metelitin [1]; M. Mișicu [4]; V. Zakorko și 
N. Rostovţev [1]. 


Problema contactului pentru corpuri care nu sinl elastice este studiată într-un mare număr 
de lucrări. Cităm aci, cu titlu de exemplu, G. Graham [1] (corpuri visco-elastice); N.Kilcevs- 


kii și V. Boiko [1) (zone plastice); M. Predeleanu [1] (Muaj); R. Shield şi D. Drucker [1] 
(sarcini-limită). 


ANEXĂ 


Vom aminti aci — în genere fără demonstrații — anumite elemente 
de analiză şi de teoria funcţiilor complexe. Unele rezultate (în particular 
cele utilizate cu titlu de exemplu în cap. d şi 6) vor fi expuse în detaliu. 
Altele vor ti numai schiţate, pentru a sugera cel puţin temeiul anumitor 
calcule și raționamente, 

Adesea vom da enunțurile în condiţii mai restrictive, urmărind nu 
rigoarea formulării (pentru teorii al căror loc nu e să fie studiat aci), ci 
sesizarea fenomenului matematic. 

Ca bibliografie generală pentru $$ 4—11 recomandăm : L. Ahlfors 
[1]; A. Markuşevici [1]; I. Privalov [2]; V. Smirnov [2], volumul 3, 
partea 2; Ș. Stoilov [1]; G. Valiron [1], capitolele 12—15. Un bogat 
material asupra teoriei funcţiilor complexe cu aplicații la problemele 
mecanicii este dat de C. lacob [5], capitolele 1—3, şi M. Lavrentiev şi 
V. Sabat [1]. 


$ 1. FUNCŢII DE O VARIABILĂ 
a) Clase de funcţii 


Date fiind două numere reale a < b, mulțimea numerelor r cu propriclatea are 
poartă numele de interval închis (sau segment) şi se notează [a, b]. Mulțimea numerelor r cu pro- 
prietatea a < r < b se numește interval deschis și se notează ]a, b[. 


Notaţia re [a, b] inseamnă „„r apartine intervalului [a, 2]“. 
O funeţie (reală sau complexă) f (7) se numeşte continuă în rge [a, b] 
dacă pentru orice < > 0 există un număr 3(£, 7,) astfel încit 
If) —Jra)| < e pentru |r — ra] < 3(e, ro) (1) 
(așadar, dacă diferenţa f(r) — f(ra) tinde la zero odată cu r — ro). 
Dacă limitele din membrul al doilea există, atunci se notează 


firp+0) = lim fir, f(re—V= lim f(r). (2) 
rar r>r Try Por 
Condiţia necesară și suficientă pentru ca /(r) să fie continuă în re [a, ] este ca limitele 
din (2) să existe, să [ie finite, egale, şi egale cu /(79): 


ro— 0) = [ro + 0) = fra). (3) 
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Orice punct în care funcția f(r) nu este continuă, se numește pune! de discontinuitate. 
Un punct în care limitele din (2) există, sint finite, dar nu veritică (3), se numeşte punet de dis- 
continuitate de prima speță. 


Dacă f(r) este continuă în toate punctele intervalului [a, b], ea se 
zice a fi continuă pe [a, b]. (Lot astfel, pe Ja, b[.) Mulțimea tuneţiilor 
continue pe [a, b] poartă numele de clasa C"[a, b] (sau pe scurt clasa 0%, 
dacă intervalul se subinţelege). 


Dacă numărul 3 din (1) este independeni de rg, funcţia este uniform continuă în [a, b]. 
Orice funcţie uniform continuă este şi continuă. (Reciproca este valabilă numai pentru funcţii 
continue într-un interval închis și mărginit.) 


Dacă există un număr 3(e) astfel că pentru orice sistem finil de intervale [a,, b,] disjuncte 
(fără puncte comune) din [a, b] avem 


p P 
Ş, Ile) —f0)l < e pentru Ş, la, —b,l< d(o), (4) 
i=l 


$=1 


atunci funcția f(r) este absolut continuă. Orice funcţie absolut continuă este și uniform continuă 
(nu şi reciproc!). 


Noţiunile de continuitate uniformă şi absolută nu precizează natura 
dependenţei dintre mărimile e și 3, adică dintre valorile 7 — rg şi valorile 
ir) — fra). Cel mai simplu tip de legătură intre acestea este dat de condi- 
ţia ca să existe un număr u >0, astfel încît pentru oricare r,, re [a, b], 
raportul 


fr) — ra): Ir — ral (5) 


să fie mărginit. Dacă (5) este mărginit pentru un anumit u, el rămine 
mărginit pentru orice v < yu. Pornind de uci, se spune că f(r) satisface 
în [a, b] condiția lui Holder!) (sau este hdlderiană) de exponent u, dacă 
există două constanteu >0, H >0, aşa ca 


If) — flo) SH |n — ral pentru 1, tree [a,b] (6) 

(adică f(n,) — f(ra) tinde spre zero cel puțin tot atit de repede ca |r, — ral”). 

Dacă această condiţie este satislăcută pentru r; arbitrar, dar r, [iz, se spune că f(r) este 
hălderiană în punctul r, (relativ la [a, b]). 

u este cel mai mare exponent, iar 11, cea mai mică constantă pentru care condiția (6) 

este satisfăcută. Rolul esențial îl joacă aci yu, de existenţa căreia depinde faptul dacă raportul 


(5) este mărginit sau nu ; valoarea acestei margini poate fi modificată prin înmulțirea funcţiei cu 
o constantă. 


Orice funcţie holderiană este continuă : pentru 3 < (£/H)'*, condiția 
(1) rezultă îndeplinită. Este deci firese ca clasa funcţiilor hâlderiene să 


1) Întrucit pentru u = 1 această condiţie a fost iniţial considerată de către R. Lip- 
schitz, ea este ades numită condiția lui Lipschilz de ordin yu. 
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fie notată C', (Valoarea u =0 trebuie exclusă, întrucît în acest caz (6) 
atrage după sine numai mărginirea funcţiei.) Reciproca nu este adevărată. 


Funcţia f(r) se numeşte derivabilă dacă raportul 
[f(r) — fi(ro)] : lr — rol (7) 
are o limită finită pentru 7 —> rg. Această limită se notează f'(r). 


Dacă f(r) este derivabilă şi cu derivată mărginită (în particular, continuă) pe[a, b], din teo- 
rema creșterilor finite rezultă că ea aparţine clasei CO. Există însă luncţii în CY care nu sînt totuși 
derivabile : acesta este de pildă cazul funcţiei f(r) = |r| în orice interval ce conţine originea. 


Funcţiile din clasa C! posedă însă o proprietate importantă : ele sint absolut continue. 
(Reciproca nu este adevărată.) O funcție derivabilă cu derivată mărginită (în particular; continuă) 
este deci absolut continuă. 


Dacă u > 1, din (6) rezultă că f'(r) = 0, așadar f(r) = const. Eliminind acest caz banal, 
se ia întotdeauna 0< usi. 


În definitiv, condiţia lui Holder poate fi privită ca o proprietate 
intermediară între cea de continuitate şi cea de derivabilitate (cu prima 
derivată continuă). 

Funcţiile pentru care f'(r)eCO[a, b] se numesc netede. 

În general, se notează cu C2[a, 9] (sau 07, dacă intervalul se sub- 
înţelege) clasa funcţiilor de p ori derivabile şi pentru care f'”(r)e Cipla, d]. 


'Ținînd seama de cele de mai sus, avem evident 
CHCECEEO pentru 0<vzuşi, 


unde CPt!=4-C?, şi CP =£ CP pentru orice v > 0. (Semnul, C” — incluziune — arată că 
termenul din membrul întii este o parte a celui din membrul al doilea.) 

Dacă f(r) este definită în [a, b] și acest interval poate fi împărţit intr-un număr finit de 
subintervale în care f(r) aparţine unei anumite clase CI vom spune că f(r) aparţine clasei 954 
pe portiuni. Vom avea astfel de-a face cu funcţii continue pe porţiuni, netede pe porţiuni etc. 


O tuneţie se numeşte eu variație mărginită pe [a, b] dacă, considerind 
o diviziune d oarecare: a =ro Cr sc. CP Cr, Le. <r=ba 
intervalului [a, b], şi formind suma 


2= Ş, fir) = Fir) E (8) 


[3 | 


mulțimea valorilor » pentru toate diviziunile posibile ale lui [a, b] este 
mărginită. În acest caz, există o margine superioară strictă, care se nu- 
meşte variație totală a tuncţiei. Clasa acestor funcții se notează V (a, b], 
sau pe scurt V, 
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Funcţiile cu variație mărginită posedă proprietăţi importante. Astfel, orice funcţie cu 
variație mărginită este diferența a două funcţii monoton crescătoare. De aci se deduce că orice 
funcție cu variație mărginită este continuă, abstracție făcind cel mult de o mulţime cel mult 
numerabilă de puncte de discontinuitate de prima speţă. 


Există funcţii continue (şi chiar derivabile) care nu sint cu variație mărginită, 


Puneţiile absolut continue (în particular deci, funcţiile de clasă C0) sint însă cu variaţie 
mărginită. (Reciproca nu este adevărată,) 


Prin urmare, orice rezultale pentru fe V rămîn valabile pentru funcţiile 
absolut continue ; mai particular, pentru fe 0; mai particular încă, pentru 
funcțiile derivabile cu derirala mărginită; mai particular în fine, pen- 
tru fel. 


De asemenea, ele sint valabile pentru funcţiile ce satisfac condiţiile lui Dirichlet : luncţii 
continue (afară de un număr finit de discontinuități de prima speţă) şi al căror interval de defi- 
niție poate fi împărțit într-un număr finit de subintervale în care funcţia este monotonă. (0 
tuncţie monotonă pe porțiuni este evident cu variație mărginită.) Mai particular, ele rămin vala- 
bile pentru funcțiile continue (afară de un număr finit de discontinuități de prima speţă) cu un 
număr finit de maxime şi minime în intervalul de definiţie, 

Pe viilor, cind un rezultat va fi formulat pentru fEV, nu vom mai sublinia toate aceste 
categorii de funeţii pentru care el rămine în particular valabil. 

Definiţiile de mai sus pot fi convenabil extinse şi asupra funcţiilor de mai multe varia- 
bile. (Vezi de ex. M. Nicolescu el al. [1], vol. 1, cap. 8.) 


b) Integrale 


'Trecind la proprietăţile integrale ale funcţiilor, precizăm că în gene- 
ral, vom face uz de integrala în sensul lui Riemann. 

Să considerăm toate diviziunile posibile d ale unui interval (a, b] 
şi să considerăm norma v(d) = max (r, —7,_.) a acestei diviziuni. O 
funcţie f(r) se numeşte integrabilă pe La, b], dacă există un număr I cu 
proprietatea ca pentru orice e >0, să existe A(s) >0, asttel ca pentru 
orice diviziune de normă v(d4) < 3(e) şi pentru orice puncte pe rr, 
Să avem 


1 = Ş fler] < e (9) 


i=1 


Numărul 1 se numește integrala definită a iuncției f(r) de la a la b: 
D 
I =$ fir) ar. (10) 


O funcţie al cărei modul este integrabil, se numește absolut integrabilă pe [a,b]. Orice func- 
ţie integrabilă pe un interval mărginit este totodată mărginită şi absolut integrabilă. Reciproca 
nu este adevărată, 
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Condiţii suficiente de integrabilitate sint: f(r)eV [a,0] sau 
fir)eC“[a, d] pe porţiuni (cel mult cu discontinuități de speța întiia). 
Ca funcţie de limita sa superioară, integrala definită este o funcţie 


continuă şi cu variaţie mărginită. În punctele de continuitate ale lui f(7), 
avem 


(mar =). (11) 
dr 


“To 


Dacă intervalul de integrare este infinit, sau dacă [(7) nu este mărginilă, avem de-a face 
cu integrale improprii, a căror valoare — în anumite împrejurări — poate îi definită prin procese 
de trecere la limită convenabile. 


Pentru chestiunile amintite în acest paragrat, vezi M. Nicolescu ct al. [1]; G. Valiron 
[1], $$ 3.26—3.31; $$ 3.35—3.38; $$ 4.42—4.47; S$ 4.54—4.58; capitolul 5; M. Zamausky 
[1], capitolele 7, 10 și 13. 
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Să începem prin a aminti noţiunea de funcțională : o lege de corespondenţă de la o mulțime 
de funcții (domeniul ei de definiţie), la o mulţime de numere — reale sau complexe — (codomeniul, 
sau domeniul valorilor funcționalei), 


O funcțională se numeşte omogenă și adilivă, dacă pentru orice pereche de funcții f,, fe 
şi orice pereche de numere 4, ap avem 


(af, + ao fa) = a 5) + Aa 34), (1) 


(desigur, dacă ambii membri din (1) au sens). 
Mai departe, & se numește continuă dacă pentru orice şir de funcţii din domeniul ci de 
definiţie f,(r) ce tind către f(r), avem 


lim E) = &(f)= Sim fp). (2) 
(Evident, aceasta implică în prealabil definirea noţiunii de limită.) 
O funcțională omogenă, aditivă și continuă, se numește funcțională liniară. 


Două funcţionale sint egale, dacă posedă acelaşi domeniu de definiţie și au același etect 
asupra tuturor funcţiilor din el. 


Pentru orice pereche de funcţii reale integrabile f, g definite în 
]— co,co[, se poate considera numărul, numit produsul lor scalar: 


| <f,9>= | fir) gr) dr (3) 


(limitele de integrare infinite vor fi subînţelese). Pentru g(r) dat, relaţia (3) 
pune în corespondenţă oricărei funcţii f(r) numărul = f, g >. Se verifică 
nşor că aceasta este o funcţională liniară. 
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Asemenea cu (3), se poate considera şi funcția, numită produsul de 
convoluție al lui f(r) cu g(r): 


Mr) = te) x gt) = (e) gr — o) de. (4) 


Este evident că convoluţia este o operaţie comutativă şi asociativă, 

Aceste noţiuni conduc la generalizări importante, dacă plecăm nu 
de la integralele din (3), (4), ei direct de la ideea de funcţională. 

Pentru aceasta, să considerăm funcţionala care pune în corespon- 
denţă fiecărei funcţii (7), valoarea ci în originea r =0: 


9(7) > e(0). (5) 


Se verifică uşor că această funcţională este liniară. Dacă ea ar: 
putea îi scrisă sub forma (3), ar trebui să existe o funcţie â(r) asa încîţ 


- 


< 3, p> =) er) dr = 900). (6) 


Or, se poate demonstra că nu există nici o funeţie integrabilă 34) 
care să veritice (6), asttel că această relaţie poate fi gindită numai ca o 
transcriere formală a relaţiei (5). 

Să considerăm acum mulţimea 3 a funcţiilor indefinit derivabile şi 
identic nule în afara unui anumit interval finit (eventual altul pentru 
fiecare din ele). Acestea se numesc funcţii fundamentale ; tuncţionalele 
liniare definite în îi se numese distribuții (sau funcţii generalizate), iar 
mulțimea lor se notează &'. 

Prin urmare, (5) defineşte o distribuţie, care nu poate fi redusă la o. 
funcție propriu zisă; eu se numește funcția delta — cu toate că în fapt 
nu este o funcţie. 


Funcţia 5(r) poate fi introdusă și eu ajutorul unor funeții de tip delta 3,4), care sînt 
absolut integrabile şi verifică — pentru orice numere reale a, b — relaţiile 


d 
lim | 3, (7) dr= (7) 
LE E -] 


1 dacă0 e]a,b|, 
0 dacă0e Ja,b|. 


Limita oricărui astfel de șir de funcţii este tocmai 3(r), care poate fi deci privită ca fiind 
(euristic) definită de proprietăţile (în fond contradictorii) 


5(r)=0 pentru r£&o; (0) =; fa dr=1. (8). 


Prin urmare, funcția 5 (r) definită de (5) este tocmai funcția delta a lui Dirac, de uz frec-- 
vent în fizica teoretică. 
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Dacă vom interpreta funcţiile „obişnuite” ca descriind acțiunea 
unor factori mecaniei sau fizici repartizaţi, (8) poate fi înţeleasă în schimb 
ca descrierea unei acţiuni concentrate, aplicate în originea 0. Întrucit 
nu există nici o funcţie integrabilă cu proprietăţile (6) sau (3), aceasta poate 
fi privit numai ca un drum euristic, conducînd la descrierea acţiunilor 
concentrate, prin distribuții. 

Mai departe, dacă o funcţie (7) descrie electul în r al unei anumite 
acţiuni în origine, şi dacă f(r) este un lactor de proporţionalitate, care 
evaluează intensitatea acţiunii g — este vizibil că produsul de convoluţie 
este apt să descrie superpoziţia de asttel de acţiuni, fiecare cu intensitatea 
ei, dacă etectul depinde numai de distanţa r— p. 


Cu ajutorul relațiilor (5), (6), putem considera şi funcţia 5(r — p), care pentru orice 9 & 
posedă proprietatea 


< d(r — 9)» e(r)> = eo), (9) 
ceea ce se poate scrie şi sub forma 
Xe = 9. (10) 
Pentru orice f, gzĂL avem uşor (intrucit derivatele există) 


<[',9>=f9 


rar = <=>. (11) 


—% 


Aceasta permite să se definească derivarea într-un sens generalizat, 
chiar dacă f, g nu mai sînt funcţii fundamentale. În particular, pentru 
orice peă avem: 


<f',p9>=<f,.—9 > (12) 


astfel că derivata de orice ordin a oricărei distribuții fe S' (inclusiv, 
de pildă, a funcţiei 3) are sens. 


Se poate arăta că operaţia de derivare este o operație continuă în SU” (şi chiar şi în mul- 
țimi mai largi de distribuții). De exemplu, pentru funcţia lui Heaviside (care nu aparţine lui X): 


[ pentru 4 0, 


H(n) = (13) 


1 pentrur> 0, 
se găsește uşor 
[HI = 5(n). (14) 


Regulile obișnuite de derivare (pentru sume, produse etc.) rămin valabile, De exemplu 
se obţine ușor 


[r He) =r5() +H(n. 
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Dar întrucit avem 


| Opentrur <0, 
rH(r) =, 
rpentru r>0, 


rezultă imediat [rhH(r)]' == Hr) astfel că egalitatea de mai sus dă 
r8(r)=0. (15) 
Același rezultat se poale obţine remarcind că 
< ră), ş(rn) > = <300,re)> = lreDIlezo=0, (16) 


așadar că efectul funcţiei” r (7) asupra oricărei funcţii fundamentale este acelaşi cu efectul 
luneționalei „,zero”*, care face să corespundă oricărei funcții fundamentale, numărul zero, 


Pentru trei funcţii, f, 9, pes, dacă punem kk =/*g (vezi (1)) 
avem 


<h,p >= [w 9(7) dr = (fre g( — p) de] o (1) dr = 


= ŢI rle) get + papat, (17) 
ceea ce sugerează să se definească convoluția a două distribuții prin inter- 
mediul a două operaţii succesive: 

<J*x9, 9 >= <9(B), < flo 9th + p>>. (18) 
Convoluţia fxg în &' este de asemenea comutativă şi asociativă. 
Pentru convoluţia 3*f, unde fe, avem succesiv 

< 3%, 9> = <J(B), < 30), el +e)>> = <I(B), 98) >, 


astfel că distribuția 3x/f are acelaşi efect asupra oricărei funcţii din 
ă, ca și funcţia f, și deci 


dxf =. (19). 
În mod similar, avem 
< dxi, 9> = <IR), < de), p(h+p)>> = <BR), < 8(p), 
— 9 (8 +e) >> = <J(B),—p(8) >= <J (8) ș(B) >, 
ceea ce înseamnă că 


Sf afi. (20), 
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Notind cu 2 un operator diferenţial liniar cu coeficienţi constanţi, 
deducem din (20) 


Dăxf= Ti. (21) 
Să calculăm acum produsul scalar 
<(fx9), 9>= <fx9,—0p' >= <9(B),<f/(p), —0 (R+p)>>= 
= <9(8), <f'lp) ep (2 +p)>>=<fxup>. 
Ținînd seama şi de comutativitate, aceasta conduce la egalitatea 


(fă 9) =fxg =fxy. (22) 
Această relație poate fi evident generalizată sub ferma 
Dx 9) = 2fxg fox Da. (23) 


Relaţiile (22) pot fi privite ca fiind de acelaşi tip cu formulele de 
derivare în raport cu un parametru sub semnul integrală. 


Cele de mai sus pot ti extinse pentru funcţii de mai multe variabile. Astfel, d(z, y) este 
funcţionala care acționează după formula 


< 3 (29). er) > = 40, 0). (24) 


O definiţie euristică a acestei funcționale poate fi dată asemănător cu cea din (3); ea 
poate fi de asemenea înțeleasă ca descriind o anumilă acțiune concentrată în plan printr-un 
proces de trecere la limită pentru şiruri de funcţii de tip della de două variabile, asemenea cu (7). 

Pentru un studiu detaliat al teoriei distribuţiilor, vezi L. Schwartz [1], [2] (mai ales 
cap. 2 şi 3); [. Ghelfand şi G. Şilov [1] (pentru primele noţiuni, în special vol. 1, cap. 1 şi 3). 
Pentru o introducere euristică simplă, vezi I. Sneddon [1], $ 1.4. Funcţia & este amănunțit 
studiată (inclusiv indicaţii cu caracter istoric) de B. van der Pol şi H. Bremmer [1], capitolul 5. 
Pentru unele aplicaţii importante, vezi H. Carslaw și J. Jaeger [1], capitolul 11. Vezi de ase- 
menea R. Courant [1], capitolul 6, anexă; BR. Cristescu și Gh. Marinescu [1]; A. Erdelyi [1]. 


$ 3. DOMENII ȘI FUNCŢII DE PUNCT ÎN PLAN 


Pentru majoritatea noţiunilor fundamentale privind mulțimile de 
puncte din plan, a se vedea de exemplu N. Luzin [1]; M. Nicolescu et 
al. [1], volumul 2, capitolele 7 şi 16; G. Valiron [1], $$ 1.15—1.16$ 
M. Zamansky |L]), capitolele 8—12. 


a) Mulţimi de puncte. Domenii în d, 


Amintim aci simbolurile de apartenență e , de incluziune C, de reuni- 
une sau sumă U (sau -+), de mulțime vidă O, de complementară GE a 
unei mulţimi ȘI. 
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Dacă pentru z,ye SA este definită o distanță p(z, y), atunci 9 se 
numeşte spațiu metric. Exemplul cel mai comun este cel al spațiului 
euclidian (sau aritmetice) cu m dimensiuni 4, alcătuit din mulţimea 
tuturor sistemelor ordonate de m numere reale: 2 =—(x,, Za... 2). 
Pentru m = 1, 2, 3, avem de-a face cu dreapta reală, cu planul, res- 
pectiv eu spaţiul euclidian tridimensional. Distanţa este definită aci de 


e(z, y) =le—yl= [3 (7, — 9. (1) 
ini 


Se numește bulă (deschisă, respectiv inchisă) cu centrul în a și de rază r, mulțimea 8 (a,r) 
a punetelor z care satisfac condiția p(r, a) = r, respectiv g (x, a) Şr. O bulă în £a se numește 
disc (sau dise circular). 

Un punel dp se numeşte limită a unui şir de punete e, dacă lim e (7; 29) = 0 pentru 
n — 2. Aceasta se notează x, = lim e, sau Incă pr, > Xp. 


Un șir z, pentru care lim g(£,, z,) =0 pentru n, m-— m, se numeşte fundamental, 
Un şir care posedă o limită se numește convergeni. 

Mai departe, presupunem cunoscute noţiunile de vecinătate, de punel interior, de punel 
de acumulare, punel frontieră, de frontieră îr ÎL a unei mulţimi AK ; de mulţime deschisă, inchisă, 
perfectă, densă în altă mulțime sau În ca însăși — care se construiesc toate pornind de la noțiunea 
de bulă, 

O mulţime se numește mărginită dacă există o bulă care o conține, 


O mulţime se numeşte compactă dacă orice submulțime infinită a ci conține un şir funda- 
mental. În (/AE orice mulțime mărginită este compactă (teorema Iui Weierstrass şi Bolzano). 


O mulţime ȘI se numește coneză, dacă nu există două mulţimi deschise G, și Oa astfel 
incit 


MREŞN$, NNE+0, NN, AEN$ONRN$=0. 


Intuitiv, aceasta revine la a spune că ca nu este alcătuită din două „„bucăţi” separate. 
O mulţime deschisă și conexă se numește domeniu. 
O mulțime perfectă şi conexă se numeşte continuu, 


În cele ce urmează, ne vom mărgini la a considera mulțimi de punete 
în €a. Completat cu punctul de la infinit (exterior oricărui disc), el se 
numeşte planul închis. 

Vom avea frecvent de-a face cu domenii, precum şi cu mulţimi 
mărginite şi închise, care vor fi numite pe scurt compacte. 

Vom nota adesea cu Z domeniile în , și cu 7 frontierele lor. 
(Notaţiile corespunzătoare în 4, vor fi 7” şi £.) Dacă 2 este mărginit, 
atunci 2 + 2 este un compact. 

Întrucît vom întilni frecvent domenii de tipul bulei, precizăm că fron- 
tiera unei bule se va nota cu S: în €, eu se numește sferă, iar în €,, 
cerc. Dacă raza bulei (sau sferei) este egală cu 1, (bula unitate, sau 
sfera unitate), vom folosi notaţiile B, (sau S$,). În €,, pentru a evita 
eventualele confuzii, se vor folosi notaţiile menţionate mai jos, la pag. 695. 
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Uneori, se va folosi denumirea de disc şi pentru domenii altfel defi- 
nite — dar atunci vor trebui date precizări suplimentare (de ex., dise 
eliptic pentru domeniul a cărui frontieră este o elipsă). 


Amintim aci teorema lui Borel și Lebesgue : dacă un compact din Za (chiar din €,) esle 
conţinut în reuniunea unei familii infinite de mulțimi deschise, atunci există o subfamilie finilă 
a acestei familii, a cărei reuniune o conţine de asemenea. 

Considerind funcţii de punct f continue detinite în £, şi cu valori lot în &a, se poate de- 
monstra că imaginea unui compact ÎI (adică mulţimea punctelor f(x), pentru ae €e ÎI) este de 
asemenea un compact ; imaginea unei mulțimi conexe este conexă ; o iuncţie continuă pe un 
compact este uniform continuă. 


Un domeniu Îi se numeşte simplu conex dacă complementara sa. 
CAN faţă de planul închis este conexă. (Astfel, un disc este un domeniu 
simplu-conex ; în schimb, mulțimea deschisă a punctelor pentru care 
o(2, a) >r nu are această proprietate, deoarece complementara sa este 
alcătuită din discul închis, plus punctul de la infinit. (Vezi și mai departe 
pag. 697 şi pag. 743.) 

Un domeniu se numeşte multiplu conez, și anume m-conex, dacă CI 
este alcătuită din m componente disjuncte. Astfel, interiorul unei coroane 
circulare este un domeniu dublu conex. 


b) Curbe-frontievă. Domenii simplu conexe 
şi multiplu conexe 


Domeniile plane cu care vom avea de-a face vor îi caracterizate 
prin frontierele lor, care vor fi întotdeauna nişte curbe în sensul lui C. 
Jordan. Pentru a le defini pe acestea din urmă, să considerăm planul 
raportat la un sistem de coordonate carteziene ortogonale zi, za şi să 
considerăm funcţiile 


= al Za ar), re la, bl. (2) 


Dacă funeţiile (2) sînt uniforme (unei valori date 7 îi corespunde o 
singură valoare 4, şi o singură valoare 4) şi continue, atunci mulțimea 
punctelor (4, z,) parcurse în sensul definit de sensul de creștere al lui r 
poartă numele de curbă jordaniană, sau, dacă confuzia nu este posibilă, 
curbă. Pentru a evita apariţia de eventuale puncte multiple pe trontieră, 
se consideră curbe jordaniene simple, aşadar curbe pentru care egalitățile 
(7) = ar”) şi Lolr”) = ar”) pentru 7, r” e Ja, | atrag r =r". 
Dacă concluzia de mai sus rămîne valabilă pentru r”, r” e [a, b], curba se 
numeşte deschisă. Dacă pe lingă egalitatea r' =—r” e posibilă și egalitatea 
m —a, 1” =—b, ea se numește închisă. 

Condiţia ca curba să fie simplă revine la a spune că funcţiile (2) 
stabilese o corespondenţă biunivocă şi bicontinuă între punctele segmentului 
[a, b] şi punctele curbei, 
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Un ansamblu de curbe jordaniene simple care nu se intersectează 
va purta numele de linie jordaniană simplă (sau, pe scurt, linie). Pe 
viitor vom considera numai domenii definite prin frontiera lov, o linie 
jordaniană simplă, 

Orice curbă jordaniană simplă închisă Z împarte planul în două 
domenii disjunete, ea însăși constituind frontiera lor comună : unul din 
aceste domenii este mărginit şi simplu conex, iar celălalt este nemărginit 
și dublu conex. 

Vom nota cu indicele ,+"” domenii mărginite, şi cu „,—"” domenii 
nemărginite. 

Un domeniu mărginit a cărui frontieră este o curbă simplă închisă 
jordaniană se va nota cu Z'; domeniul nemărginit exterior acestei 
curbe se va nota 2; curba însăşi se va nota 7 ; uneori, îi vom atribui 
şi indicele suplimentar ,,”. Este evident că 2 =0(Z" +2). 

Un domeniu a cărui frontieră :Z este compusă dintr-o curbă simplă 
închisă Z, şi m curbe simple închise :£,, -Z3,...-£, interioare curbei Ze 
şi exterioare una în raport cu cealaltă, se va nota cu tot Z*. Este vizibil 


Lili 
că gt =ze (n 2; )- 
i] 
Dacă Z este în întregime aruncată la infinit, astfel că Z este com- 
pusă numai din curbele interioare 2, Za, ..-, 2, plus punctul de la 
m 
infinit, domeniul se va nota cu Z". Avem desigur 2” = (| 2;. 
îl 


2 * şi sint de același tipu Z , respectiv 23 (un domeniu mărginit, fără sau cu 
goluri, respectiv planul nemărginit cu unul sau mai multe goluri). Dar în general (cînd 
Pf Po), 4” nu este complementara lui Zi? + 7. 


Fig. A.3.1 Fig. A.3.2 


Dacă confuzia nu este posibilă, vom nota pe Z* sau 2” simplu 
prin 4. Uneori, vom folosi caractere greceşti oblice sau rusești: /7, JI 
ete. Subliniem că, pentru discul unitate, vom folosi întotdeauna (vezi 
de ex. $$ 7,3,9, 11) notația /1*, iar pentru planul cu un orificiu circular 
de rază 1, notația 77. Frontiera comună a acestor domenii (cercul 
unitate) se va nota 9. 
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Aceleași notații vor fi folosite uneori şi pentru domenii de tip Z* sau 
2” — caz în care frontiera lor va fi notată cu I/. 'Ținind seama de con- 
text, nu există risc de confuzie. (Vezi de ex. $ 6, unde notaţiile /7+, 1 
apar în ambele accepţiuni.) 


OBSERVATIE. Notaţiile sint alese în așa fel incit corpul elastic să poată ocupa domenii 
de oricare din aceste tipuri: 29, Ap, 2*, 2. În schimb, nu are sens să considerăm un 


m 
corp definit de exemplu de reuniunea |) Z;'. 
ji 
Dacă trebuie să punem în evidenţă interiorul sau exteriorul corpului, vom scrie Zi, 
respectiv Bf. Dacă Z= ZF pulem avea Zi = Zg, dar şi Zi= 2, şi deci = 25, 
respectiv 2? = Z . Ducă frontiera nu se reduce la Z,, interiorul va îi 2 * sau 2 , iar 
exteriorul va fi ((Z* + Z), respectiv Q(Z- + 7). 
Dacă confuzia nu este posibilă (în special, dacă Z se reduce la £,) vom folosi numai 
indicii +, —. 

Dacă .Z este compusă din curbe inchise, orice punct frontieră poate fi unit cu orice punct 
exterior sau interior printr-o curbă jordaniană care nu are puncte comune cu frontiera, excep- 
tind punctul iniţial considerat. Astfel de punete se numesc accesibile, şi proprietatea de mai sus 
este echivalentă cu afirmaţia că orice punct-frontieră al unui domeniu mărginit de o astfel de linie 
jordaniană este accesibil atit din interior, cit și din exterior. 


Orice curbă jordaniană interioară unui domeniu și care unește două puncte frontieră ale 
acestuia, se numeşte făietură. Un domeniu mărginit de o linie jordaniană este simplu conex, dacă 
și numai dacă orice tăictură îl transformă într-o mulţime neconexă. Tot astiel, un domeniu este 
m-conex dacă și numai dacă există o tâăietură care îl transtormă într-un domeniu (7m— 1)—conex. 


Un domeniu Z* cu m componente interioare ale frontierei este 
(m + L)-eonex : unind fiecare Z, cu Za, se obţine un domeniu mărginit; 
şi simplu conex Z*. Aceeași afirmație este valabilă pentru domeniul 2 
cu aceleaşi m componente interioare ale frontierei în acest caz, compo- 
nentele “, trebuie unite cu punctul de la infinit la care s-a redus Z,- 
Domeniul astiel obținut se notează 2. 
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Desigur, dacă punctul de la infinit nu este un punct-frontieră, ci un punet interior pentru 
domeniul infinit considerat, ordinul de conexiune descrește cu o unitate (vezi de ex. pag. 691). 


Subliniem că punctele ce aparțin tăieturilor trebuie privite ca ansamblul a două puncte, 
geometric confundate, dar situate pe borduri (margini) diferite ale tăieturii ; o tăietură nu poate fi 
traversată. Bordurile ci se pot nota cu + (de ex., în așa fel încit 2 să fie parcurs în sensul trigo- 
mometric cînd trecem de la bordul — la bordul +). 

Pentru a întelege intuitiv semnificaţia practicării de tăieturi, vezi figurile A.3.3. şi A.3.4. 
Vezi şi mal departe figurile A.5.2 și A.5.3. 


Uneori se admit în alcătuirea lui Z şi curbe Z ; deschise : acestea pot corespunde cazului- 
timită cind un orificiu interior se reduce la o fisură interioară a corpului. Cazul unei curbe Z, 
deschise şi cu capetele aruncate la infinit corespunde unor domenii nemărginite de tipul semipla- 
aului, cu sau fără orificii. 


cj) Elemente geometrice fundamentale 


Pentru orice domeniu mărginit Z, se poate defini diametrul său 
d(2) =sup plz, y), pentru a, ye2. (3) 


Pentru a indica faptul că domeniul Z se reduce la un punct (de 
ex. în urma unui proces de deformare continuă), vom putea serie d(2)—0. 


Nu insistăm aci asupra definirii în general a ariei domeniilor plane, 
întrucit chestiunea este mult mai delicată decît pare la prima vedere. 


Amintim numai că, dacă funcţiile (2) ce definesc frontiera sînt cu 
variație mărginită, atunci 2 posedă o arie. Mai mult, se poate demonstra 
că o curbă este rectificabilă (adică pe ea are sens noțiunea de lungime a 
arcului de curbă), dacă și numai dacă funcţiile (2) sînt cu variaţie mărgi- 
nită. În acest caz, locul parametrului 7 îl poate lua lungimea arcului, 
care va fi notată cu s. 


Curbele detinite de funcţii (2) de clasă 0”, p > 1, precum și de funcții 
de clasă C>, sint cu certitudine rectificabile. Pe viitor, vom considera 
numai domenii mărginite de linii jordaniene rectificabile. 

Pentru aria domeniului mărginit 2* vom avea prin definiţie 


D = dD. (4) 


+ 


(Elementul de arie dz,darz în 6, se va nota cu dD.) 
Pentru coordonatele a?, a? ale centrului său de greutate avem 


a =D || rAD, a =D1 Și 2,dD. (5) 


+ + 
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Pentru momentele de inerție în axe oarecare, vom folosi notaţiile 
TAR =$| 40, ha = | raa0, Îi = | 40. (6) 

a+ a: a+ 
Momentul polar de inerție (momentul în raport cu originea) va îi 


Jo = Ju *p Jo. (7) 


În cazul particular al unor axe centrale (2) = a! = 0), vom nota momentele cu [4 Iza 
Iza» Îv. În axe oarecare, avem evident 
ln = (| (a — 20 AD, la = (| (2, — 2 d0D, 
a+ + 
sa = (| (2 — 20) (aa — 20900. (8) 
2 


Utilizindu-se formulele (14)—(6), obținem teorema lui Steiner 


Ja = ha + Di), Jae = laa+ Dai, Je = hat D 2173 (9) 


ceea ce evidenţiază caracterul minimal al momentelor centrale Î,» la lo: 

În axe centrale principale de inerție (unic determinate pentru un domeniu dat) avem 
la = 0. (Pentru poziţia lor, vezi mai jos $ 7, pag. 739.) Momentele centrale principale de 
nerţie se vor nota |,, ]3, astfel că în axe paralele cu acestea avem 


Ju = h + Da, Je = la + D(a?k, sa > Dana, (399 

Pentru ca toate aceste integrale să aibă sens, este suficient ca do- 

meniul Z+* să fie măsurabil Jordan 2), deci ca curbele frontieră să fie 
definite de funcţii (2) de clasă CV. 


Dacă funcţiile (2) sint de clasă C! și derivatele lor nu se anulează (pentru acecaşi valoare 
a lui r), curba se numește neledă. 


Întrucit ecuaţia normalei la o curbă plană este 
[zu — 0]: (0) => [a — 30]: 20), 


rezultă că o curbă netedă are peste tot o normală (și deci şi o tangentă) ce variază continuu cu r 
— ceea ce explică denumirea. 


Evident, o astfel de curbă este rectificabilă, iar lungimea arcului 
de curbă e dată de 


ss =f Va Par. (UD) 


ro 


2) Ceea ce înseamnă că frontiera sa are arie nulă, 
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Pe viitor, vom alege întotdeauna drept parametru 7 pentru astfel 
de curbe, chiar lungimea arcului de curbă s. 


Dacă curba considerată este jordaniană, închisă, cu derivate z; (5), za (5) continue, şi 
dacă zi (a + 0) = EA (b—0), £a (a + 0) = za (b — 0), ea se va numi curbă netedă inchisă, 

Un ansamblu finit de curbe jordaniene netede deschise cu capete comune două cite două 
și care nu se intersectează reciproc, se numește curbă netedă pe porțiuni. O astfel de curbă poate 
fi deschisă sau inchisă. Ea are deci un număr finit de puncte de discontinuitate pentru direcţia 
tangentei (puncte unghiulare), 

Un ansamblu finit de curbe netede pe porţiuni care nu se intersectează reciproc se numeşte 
dinie netedă pe porțiuni. 


Vom nota cu s versorul tangentei, şi cu n versorul normalei la curbă, 
dlirijaţi în așa fel încît axele (m, s) să fie orientate la fel ca axele (z,, 
72) (așadar cu sensul trigonometric de la n spre s). Dacă curba conside- 
rată este închisă, vom alege în genere pentru n direcţia normalei exte- 
vioare ; în acest caz, sensul crescător al valorilor lui s coincide cu sensul 
direct trigonometric. Atunei cind curba este o componentă interioară a 
frontierei unui corp elastic, necesitatea de a alege drept normală, normala 
exterioară corpului, obligă de a lua pentru n normala interioară la curbă. 
Sensul de parcurs pe curbă va fi în acest caz cel retrograd. 


A 
Notînd cu m, na cosinuşii directori ai normalei n, şi cu 9 unghiul 
de la direcţia axei Oa, la direcţia n, (aceasta este un caz particular al 
notaţiei ce va fi introduse în fig. A.7.3 pentru o rotaţie oarecare a axe- 
lor), avem formulele 


A 
x, (8) = cos (8.x,) = — cos (ntz) = — ha = — sin, 


| 4 (12) 
4 (8) = cos (8,3) = cos (nr) = =cos0. 


Presupunerea că curbele-îrontieră sint netede pe por- 
ţiuni nu este totuşi îndestulăloare : chiar pentru a defini 
raza de curbură, trebuie să facem uz de formula 


R = (2 + ap: (aiz — aa). (13) 

Dacă dorim ca curbura 1/R să varieze continuu cel 

puţin pe porţiuni. trebuie ca funcţiile (2) să fie de clasă cel 
putin C2 pe porțiuni. 


În general, se pot considera curbe de clasă 
C?, definite de funcţii (2) de clasă C5. Dacă 
aceste funcţii sint desfăşurabile în serii după 
puterile parametrului, curba se numește analitică. Este ușor de înţeles ce 
înseamnă curbă (respectiv linie) de clasă C2 pe porțiuni, analitică pe 
porțiuni ete. În particular, curbele jordaniene sînt curbe de clasă (9, 
cele netede sînt da elasă C!, cele cu curbură continuă — de clasă C2 etc. 


100 ANEXĂ $3 


Ce! mai adesea este suficient să ne limilăm la așa-numitele curbe Liapunov, care satisfac 
următoarele condiţii : 

a) sint netede pe porțiuni; 

b) există un număr d astfel încit dreptele paralele cu normala la curbă înlr-un punct ae 
intersectează cel mult odată acea porțiune a curbei care e situată în interiorul cercului S (s ; d); 

c) există o constantă JI > 0 și o constantă 0 < yu sŞ 1, astfel încit pentru normalele 2, 
29 în două punele 2, dy avem 


m 
(n, n) SH le —axg|. (14) 


În aceste relaţii, numerele d, HI, u nu sint funcţii de punct. 

Condiţia a) arată că curbele Liapunov au tangentă ce variază continuu pe porțiuni. Con- 
diţia b) poate îi interpretată ca o condiţie suficientă pentru a putea serie ecuaţiile (2) sub forma 
za = f(x). Condiţia c€) este o condiţie de mărginire uniformă a variaţiei direcției normale 
(sau tangentei). 

Întrucit curbura este definită prin formula 


m 
1/R = d(s,z,)/ds, (15) 


se vede că condiţia (14) este apropiată de condiţia ca curba să fie de clasă C2. În fapt, se poate 
demonstra că dacă curba este cu curbură continuă, condiţiile lui Liapunov sint satisfăcute. 
Curbele Liapunov pot fi deci privite ca intermediare între curbele de clasă CI și C2, 


d) Funcții de punct în plan 


Vom avea de repelate ori de-a face cu funcții de punct (reale sau complexe) definite în 
anumite domenii sau pe anumite linii din plan, 

Pentru funcţiile de punct din plan, se pot da generalizări ale noţiunilor din $ 1. Dar în 
ce privește funcţiile de punct pe anumile linii rectificabile, este mai simplu ca acestea să fie pri- 
vite ca funcţii de lungimea arcului de curbă pe fiecare componentă a liniilor considerate. Evi- 
dent, astfel de funcţii pot aparţine diferitelor clase CJ, . 


În particular, prezintă deosebit interes funcţiile ce satisfac condiţia 
fa) — feo) < He — zl. (16) 
Dacă x, ze d, funcţia f se zice că este hâlderiană pe 5. 


Dacă ÎN este o linie, condiţia (16) Lrebuie să fie separat verificată pe fiecare din curbele 
ce intră în alcătuirea acesteia. Pe o curbă netedă, f(2) poate îi privilă ca funcţie de s. 

Apropierea dintre tormulele (14) şi (16) este vizibilă. 

Menţionăm încă faptul că pe o curbă Liapunov, cosinuşii directori nn Şi cosinusul unghiu- 
lui q format de normala într-un punct :£ cu direcția din X în alt punet xp, sint funcţii holderiene, 

Printr-un oarecare abuz de notație, dacă o curbă este de clasă CJ, (sau V) în raport cu un 
parametru definit pe o altă curbă, fie ea Z, vom scrie că ea este de clasă (i (Z£) (sau V(Z)). 

Pentru detalii asupra clasificării funcțiilor și curbelor, vezi C. Miranda [1], $1;F. Gahov 
[1], $1.2; N. Mushelișvili [4], capitolul 1 și Anexa 1; 1. Vekua [1], ȘSI.1 şi 1.2, 

Unele din aceste proprietăţi (de ex. cele relative la curbele Liapunov) pot fi generalizate 
şi la cazul suprafefelor din a. 
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În cele ce urmează, vom folosi frecvent formule de legătură între 
valorile unor funcţii în Z, şi valorile lor pe Z. De fiecare dată în aceste 
formule vor interveni valorilela limită ale tuneţiilor, în sensul definit; în 
(1.1.6)—(1.1.8) — cu modificările cuvenite de notații: Z şi £, în loc de 
Y și . Dacă Z este o curbă simplă închisă, avem deci 


f* (2) =limf(z) pentru zeZt, roze, (47) 
f” (o) = lim f(x) pentru ze Z”, ze, 


(dacă aceste limite există !). În cazul unei frontiere cu mai multe componente, indicii +, — 
trebuie înlocuiţi prin i, e (vezi pag. 696). Dacă în alcătuirea frontierei intră curbe deschise, 
pentru acestea se poate defini (ținind seama de sensul de parcurs) o vecinătate „„dreaplă” și 
una stingă” a fiecărui punet care nu este un capăl, și deci se pot considera și aci valori la limită 
de tip 7). 


e) Formule integrale 


Cea mai frecvent utilizată formulă integrală — făcind uz de valori 
în domeniu, și de valori la limită ale anumitor funcţii — va fi formula 
lui Riemann-Ostrogradskii (vezi de ex. M. Nicolescu et al. [1], vol. 2, 
cap. 9) 


ț, [P, (22) hi + Pa(2a522) hal ds = (| (Pia + Pas2)4D, (18) 


ot? 


unde am notat cu Z frontiera domeniului (simplu conex sau multiplu 
conex) J* C 3. 


Această formulă este valabilă dacă 7 este o curbă netedă pe porţiuni, iar funcţiile 
P, Pa au derivate parțiale de primul ordin mărginite și integrabile (în particular, continue) 
în 4 *. Pentru detalii asupra cadrului de valabilitate al! acestei formule (și în general al formu- 
lelor slokiene) vezi O. Kellog [1], $ 4.12; K. Krickeberg [1]; M. Nicolescu et al. [1], volu- 
mul 2, capitolele 9 și 19; S. Stoilov [1], volumul 2, $ 1.2; vezi de asemenea |. Ghelfand și 
G. Şilov [1], $ 3.1, pet. 1. 


Tinind seama de (12), pulem pune (18) și sub forma 
[ 
Pda — Podr, = (Pur Pas) dD. (19) 
J « 
ci 


Dacă sf * este multiplu conex, sensul de parcurs este cel direct pe componenta 
exterioară a lui £?, și cel retrograd pe componentele interioare. 
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$ 4. FUNCŢII DE PUNCT CA FUNCŢII DE DOUĂ 
VARIABILE COMPLEXE CONJUGATE 


a) Variabile 3, 3 


Toate formulele din capitolele 9 și 6 presupun că avem de-a face cu planul raportat la 
“coordonate carteziene ortogonale 7, 73, așadar planul în care s-a stabilit. o corespondenţă biunivocă 
între puncte și perechile ordonate de numere reale (7, 23). Alaşind fiecărui punct. numărul 
complex 4 = 7, +i x, (punctul de la infinit se notează 3), rezultă că orice funcție de punct 
'G (x, Xa) poate fi privită ca funetie de variabila complexă 3. 

Proprietăţile acestei funcții nu apar însă ca o generalizare firească a celor ale funcţiei ini- 
ţiale, În afară de aceasta, dacă — așa cum este frecvent cazul — funcția G(z,, 22) este dată 
prin intermediul unei formule”, care permite construirea valorii G(2,, 3) prin operații precizate 
asupra numerelor 7, 23 — această formulă nu poate fi în general transcrisă numai cu ajutorul 
variabilei 3. 


Introducînd însă şi operaţia de conjugare, şi considerind variabilele 
complexe conjugate 


AS Fita 3 = — ia (1) 
obţinem evident 


1 Ş : 
m =hReg = (ră), da =Img = li —3). (2) 


Prin urmare, este convenabil ca orice funcţie (reală sau complexă) 
de punet G(,, 2) să fie pusă sub torma 


G(a, 2) 204, 3), (3) 


unde membrul al doilea poate îi întotdeauna efectiv scris cu ajutorul unei 
formule, dacă membrul întîi posedă această proprietate. 


(Remarcăm că, printr-un anumit abuz de notație, vom păstra simbolul funcţional G, 
independent de faptul că avem de-a face cu variabilele 2, Za sau 3,3.) 
Desigur, 3 este în fapt o funcţie (chiar funcţie continuă) de 3. Aceasta nu este însă o funcţie 
derivabilă, întrucit raportul 
dă _ 8 —idza 1 —(Baalăr „i (3x2/8x,) 


(4) 
33 Ba rida, 1 (3xpl8z, 1+ (Bzalăr 


mu posedă o limită unic determinată pentru 83 — 0. 


Tocmai aceasta explică motivul pentru care nu este convenabil a privi funcţia G ca funcție 
de o singură variabilă complexă 3. 


Dacă pentru un 3 dat, valoarea funcţiei G(3, 3) este deplin determi- 
nată (aşadar, dacă G depinde de punet, şi nu şi de drumul pe care acest 


ş-1 FUNCȚII DE DOUA VARIABILE COMPLEXE CONJUGATE 703 


punct a fost atins), funcția se numeşte uniformă. Dacă pentru 3 =£ 3" 
avem G(3, 3)-FG(3”, 3"), funcţia se numeşte univalentă. 

Aşadar, pentru o funcţie uniformă, unui punct â îi corespunde cel 
mult o valoare G(3, 3); pentru o funcție univalentă, unei valori G îi cores- 
punde cel mult un punct ş în asa fel încît G =G(a). 


b) Operatori diferențiali 


Să privim formulele (1) ca definind o schimbare de variabile îndepen- 
dente. Folosind pentru derivatele parţiale în raport cu 3, 4 notația adop- 
tată în $ 1.1, pag. 33, avem deci 


] ; 1 : = 
G, ae fila — i), Gu (i + iG,2), (5) 
sau încă 
G, =9, + Gu Ga =i(G,,—G,). (6) 


De aci obţinem ușor mai departe 
1 1 1 . 
Gu se (a 2 G, 22) m: AG, G, SA ta — 8... — 2i Ga) (7) 


(unde A este operatorul lui Laplace în 2 variabile). 
Avind în vedere utilizarea coordonatelor polare 


4 = Rexp (ip), (8) 


se stabilesc şi formulele 


Ga = lexp (DI Ga + lexp (— 7016, d 
= îR (lexp (i7)] Ga — lexp (— 7) Ga), 


sau încă 
- 1 . —] ep 
Gay = 3 jexp (— Î7)I [Ga —îR Gl. (10) 


(Expresia derivatei în raport cu 3 obținindu-se — ca și în (5) dealtfel — prin trecerea în mem- 
brul al doilea la cantitatea conjugată.) 
Din (7) și (10) căpătăm încă pentru operatorul lui Laplace 


AG = Gat Ga = AG Gia t R Gai R Gaze (11) 
Pentru orice funcţie complexă de clasă C! 


[iz 202108) = fila ra + îfa au 2) (12) 
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“unde f,. fa sint reale, obținem din (5) formulele 


1 
Îs 2 (fa ii Ta 2) pi i (fan 2 fl, 


(13) 
fi 


I 


1 
ză [fa — fa ri (aa or fu). 


În particular, avem evident (compară cu (4)) 
ds =0, (14) 


„ceea ce subliniază caracterul exterior al operaţiei de conjugare, și permite să considerăm formal 
variabilele 3, 3 ca variabile independente din punctul de vedere al proprietăților diferențiale. 


Subliniem faptul că toate operaţiile care își au originea în (1)—(6) au un caracter formal : 
3 şi â nu sint variabile independente, derivatele” din (5) nu sînt în fapt derivate (limite de ra- 
poarte de creşteri elementare) etc. Totuşi, acest mod a raţiona este extrem de util, și el poate fi 
riguros fundamentat. (Vezi L. Ahlfors [1], $ 2.1, pag. 41—42). Totodată, el poate fi privit ca 
un drum euristic ce conduce la anumite rezultate, intotdeauna cu putinţă de veriticat ă-poste- 
xiori. 

„„A integra în rapori cu ş” — înseamnă a găsi o funcție a cărei derivată — în sensul din (5) — 
în raport cu să fie funcția dală. În calcularea acestor integrale nu e deci vorba nici odată de 
“drumuri de integrare, de condiții la limită etc. Din (14) se vede limpede de ce este îngăduit să 
tratăm aci pe 3 și 3 ca variabile independente, din punctul de vedere al proprietăţilor legate de 
-operatiile de derivare. Anumite precauţiuni sint desigur necesare (vezi de ex. N. Mushelişvili 
[5], $ 2.2) — dar raționamente ca de exemplu cele din (5.2)—(5.4) sint întotdeauna permise ; iar 
formula lui Pompeiu (vezi mai jos, pag. 710) permite să înlăturăm orice dubiu, chiar şi în cazul 
unor funcţii care nu sint funcţii analitice de o singură variabilă complexă. 


Pentru a găsi extremele funcţiei G(z,, %,), trebuie să căulăm soluţiile sistemului 
Gu=Ga=0, (15) 
şi să veriticăm dacă in punctele corespunzătoare avem 
(Gas — Gun Gise = 0. (16) 
În acest caz, avem un maximum sau un minimum, după cum G a, (sau — ceea ce este ace- 
laşi lucru — G a») este negativ sau pozitiv. 
'Ținind seama de (5)—(10), pulem înlocui (15) prin ecuaţia 
G,=0, (17) 
sau încă, dacă este convenabil să facem uz de coordonate polare : 
Ga-—iR! Gu =0, (18) 
Întrucît avem 


(Gr? — GaGa = 4 (0, Gay — (Gal = 
= RR? (Gay — ROG) — Gan (Gay + RGa)l. (19) 


“de aci deducem uşor condiţiile ce înlocuiesc condiția (16), 
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În tine, intrucit avem 
Gu = [exp (— 217)] (Gan — RI Ga — R" Ga) — 2i (RGay — R "Gl 
deducem uşor 


1 
Gu = G. mt Gui t 2Giss ai: (Gunn — RIGa — R Ga) cos 2% — 


1 
— (ROG — R2G,) sin 23 + = (Gna + RIGa+ RR Gay) (20) 


ceea ce permite să determinăm natura extremului în variabile complexe sau polare. 


Aceste criterii și pierd valabilitatea pe fronliera domeniului ; de aceea este necesar să se 
considere şi valoarea la limită a derivatei normale G,, |g, şi să se caute şi extremele derivatei 
tangenţiale pe frontieră G, |. 


Dacă 4 se deplasează pe o curbă & de clasă Cl, din (1)şi (3.12) 
urmează 


(8) = ai (8) + iz (6) = — mg + îm = i(cos$ + isin$), 
adică 
(8) = iexp(i5), exp (i9) = — iz” (9). (21) 


Prin urmare, pentru versorii s, n definiţi în (3.12), putem folosi 
notațiile complexe (acestea nu sînt egalităţi !) 


s = (2 2) =3(5), n =, — a) = — (0); (22) 
(înmulţirea cu — i corespunde, evident, rotirii de 90” în sens retrograd). 
Ținind seama de (5), avem pentru orice funcţie complexă f, + if: 
[+ 36) = = [azi + far) + iaz — fazl» 
de unde, utilizind și (3.12): 
Î.,36) = SUTĂ + if (23) 


şi analog 


—— 1 
[. 3) = Pi — if). (24) 
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Pentru o funcţie complexă oarecare deducem de aci 


fa = Taă0) + Ta Ta Va) — ad (25) 
Dacă f este reală, atunci (24) decurge din (23) prin conjugare, iar (25) conduce la 


fu = 2Re 1[,3(5); fi = 2Im [f,3 059]. (26) 


c) Integrala definită. Condiţii de uniformitate 


Integrala curbilinie 
= P 
(303) = Dl d3 + 9 (6 5)dă (27) 
Pe 


— unde f, g sînt funcţii complexe uniforme — se poate calcula prin sepa- 
rarea părţilor reală şi imaginară ; aceasta conduce la a calcula două inte- 
grale curbilinii reale pe curbe care merg din punctul P, în punctul (fix 
sau variabil) P. În general, astfel de integrale nu sînt; uniforme. 


Ca funcţie de limita sa superioară, integrala (27) este o funcţie deri- 
vabilă : 


1, =], la=9. (28) 


Pentru a stabili condiţiile în care (27) este o funcţie uniformă, trebuie 
să utilizăm analogul complex al formulei lui Riemann-Ostrogradski (3.19), 
care poartă numele de formula compleză a lui Stokes (L. Milne-Thomson 
[3], $ 3.25): 


PT 00593) 3 = 2iţj 0, — a) d0, (29) 
Ci ae 
unde £ este frontiera domeniului mărginit „/* (eventual multiplu conex). 


Această formulă se demonstrează uşor, ținind seama de relaţiile (13), separind partea reală 
de cea imaginară, şi utilizind (3.19). În particular, din (29) urmează 


ref pag = — 21m (|, aD, ind faj = 2 Re (ra ao, (30) 
e e 
ct? a? 


Să admitem acum că I (4,3) din (27) este uniformă în 2. De aci 
urmează evident 


i fă; + 903 =0 (81) 
% 
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pe orice curbă închisă & situată în 2. Comparind relaţiile (29) și (31), 
rezultă că în orice porţiune /* C 2, trebuie să avem 


i (fi — 9a)dD =0. (32) 
pi 


Or, dacă o funcţie continuă este diferită de zero într-un punct, 
există un domeniu de măsură (arie) nenulă în care ea îşi păstrează semnul. 
Prin urmare, din (32) urmează condiția necesară de uniformitate : 


fi =9, în. (33) 


Fie acum, dimpotrivă, condiţia (33) satisfăcută, Din (33) şi (29) rezultă deci că (31) 
este verificată pe frontiera a oricărui domeniu / "CA. 

Să presupunem mai intii că 2 este simplu conex. Atunci orice curbă simplă inchisă 
conținută în Z definește un domeniu simplu conex „X/ *, pe frontiera căruia este verificată 
relația (31). Prin urmare, integrala 1 (3, 3) calculată pe orice curbă din Z, nu depinde de 
curbă, ci numai de capetele sale, și (33) rezultă a fi totodată o condiție suficientă de uunl- 
formitate a integralei (27). 


Să presupunem în fine că Z este multiplu conex. În acest caz, există curbe simple 
închise 7" conținute în 2, care definesc domenii 4/ * multiplu conexe ; de exemplu, o curbă 
i care conține în interior o componentă g,, Întrucit (29) este valabilă pe frontiera lui 
2 *, urmează (ţinind seama de sensul opus de parcurs pe gi şi e, şi presupunind că 
funcţiile f/, g sint prelungibile pe ?,): 


Pra aăi=g 143 + 993. (34) 
Ci +; 


Întrueit nu există nici un motiv pentru ca această din urmă integrală să fie nulă, 
inseamnă că integrala pe %” poate fi diferită de zero, şi deci valorile integralei 1 (3, 4) pe 
două curbe deschise ce formează impreună o curbă '£' care conține în interiorul ei o compo- 
nentă S£, a frontierei, pot ti diterite. 


Prin urmare, (33) este condiţia necesară și suficientă de uniformitate 
a integralei (27) numai în cazul unui domeniu simplu conex. În cazul unui 
domeniu multiplu conex, ea rămîne numai ca condiţie necesară de uni- 
tormitate. 


Să considerăm acum — mai general — o funcție de punct p(3, 3) cu proprietăţi care vor 
permite apoi să cuprindem și cazul integralei (27) în Z/ multiplu conex drept caz particular. 
Pentru variația unei funcții e între punctele A, B din 2, vom folosi notația 


[9] = 9 (a. 3n) — 9 Gu. ORĂ (35) 
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Desigur, orice curbă închisă poate fi privită ca parcursă pornind dintr-un punct 


a) ei P- şi sosind în punctul P*, punctele P” și P* fiind confundate geometrie. Variația 
funcţiei g se va serie 


[Plp-gep+ =9 (ps 3p+) ai - (îp-» 3p-)- (36) 


Dacă această variație nu depinde de P, vom scrie mai simplu 


lplp-g d td Ip (37) 


subințelegind că & e parcursă în sens direct, 
Condiţia de uniformitate a funcţiei ș într-o porţiune Z' C 2 se serie deci 


[pl = 0 (38) 


pentru orice curbă închisă &' din 2. 


Să demonstrăm că : dacă o funcţie de punct ș(3, 3), este continuă în Z +.Z, uniformă 
în orice porţiune simplu conexă a lui Z, şi satisface pentru orice puncte P, Q ce pot fi privite 
ca aparținind unei tăieturi, condiţia 


[pt = Ip, (39) 
atunci variaţia ei pe orice curbă închisă €' din Z depinde numai de variația ei pe compo- 
nentele interioare ale frontierei, cuprinse în 4, 


Într-adevăr, să atribuim rolul curbei & la două curbe simple inchise Z;, Z; care nu 
se intersectează, sint conţinute în Z, și cuprind în interior numai componenta -Z', a frontierei. 


Fig. Ad.la Fig. A4.1b 


Fie & 40 curbă care separă din Z un domeniu dublu conex care conține ambele curbe SF; , 
>. Fie a,b, o tăietură care transformă acest domeniu într-un domeniu simplu conex. În 
fine, fie P i 'Q punctele de intersecţie ale acestei tăieturi cu E, şi E ră 

Întrucit curba Q-Z; Q'P* Z,P-Q” este situată într-o porțiune simplu conexă din 
7, urmează că variaţia tu mcțiat q în lungul ei este nulă. (Curba +; este parcursă în sens 
direct, iar Ş;, în sens retrograd.) Avem prin urmare, ţinind seama de (39) şi de sensul de 
parcurs : 


(ele: my: 2% lela-g: Q+* 
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Punctele P, Q fiind oarecare, rezultă evident că variațiile funcţiei ş nu depind de alegerea 
lor ; intrucit funcţia g este continuă în 2 + JP, avem în definitiv 


l7lg; = 1ș] Pi l?lg,: (40) 


Rezultatul rămine valabil dacă % are puncte duble. E1 se poate generaliza la curbe în- 
chise care conţin în interior mai multe componente interioare ale frontierei ; în acest caz avem 


m 
Ip 3lg» - y, n, plz, > (41) 


j=i 


unde n, este diferenţa dintre numărul de drumuri inchise parcurse pe E" în sens direct în jurul 
lui £,, şi numărul celor parcurse în sens retrograd. 

În figura A.4.2 am considerat din nou domeniul din figura A.3.1, și o curbă inchisă 
E" = PPP, Aceasta poate fi descompusă in suma curbei închise P,aefhij PimnoP,, situată 
în intregime în domeniul simplu conex Z*, şi a anumitor curbe inchise care conțin fiecare 
cite o singură componentă interioară a frontierei. 'Tăieturile de pe figura A.3.3. sint identice 


Fig. A42 


cu cele de pe figura A.4.2; ele sint trasate în așa fel încit să traverseze numai aceste curbe 
închise, și nici o porțiune a curbei date a cărei traversare poate fi evitată. 
Prin urmare, în acest exemplu avem 


[pla = — 21șlg, + l?lg, — lelg,- 


Putem studia acum aspectul integralei (27) pe orice curbă din Z *. Într-adevăr, dacă 
condiția (33) este satisfăcută, aceasta este o funcţie uniformă în orice porțiune simplu conexă 
din 2”. Întrucit funcţiile f şi g sint uniforme, ea satisface și condiţia (39). Prin urmare, i se 
pot aplica cele spuse despre funcția e (3, 3). 
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Pe orice curbă închisă £' avem evident 


We = pg + 9dj, (42) 
%' 


În particular, vom nota 
1 : 1 
1, = —— UGâlg - 9 Id + 903. (43) 
2ri Li 2ri 4, 


Întrucit am presupus că f și g sint uniforme, integralele (43) sint niște constante, numite 
constantele ciclice?) sau perioadele integralei 1 (3,3). 

Evident, orice curbă deschisă 4 mergind din P, în P poate fi completată cu o curbă 
deschisă &, mergind din P în P,, formind astfel o curbă inchisă ". Alegind pentru &, o curbă 
simplă deschisă (care nu conține deci în interior nici o componentă interioară a frontierei), 
făcind uz de formula (41) și ținind seama de sensul de parcurs, obținem 


pi 


LI PE + G, 22 PX n, Uz, ? 


de unde 


| ra +94 =] (f dă +04 + Sand d + odă, 
Poze PP imi Je, 


ceea ce se va scrie mai pe scurt 


m 
(4 3) = B+ 2 nl, (44) 
ja 


unde integrala 1, (3, 3) poate fi calculată pe orice curbă Z, intre P, şi P, care nu iese din & că 
așadar nu traversează tăieturile. 


În exemplul din figura A.4.2., integrala 7, poate fi calculată de pildă pe curba PgonmiP. 
Avem deci 
1 (3 3) = Da 3) 2mi (21, + ll). 


Din (44) rezultă deci : condiția necesară și suficientă pentru ca inte- 
grala (27) să fie o funcţie uniformă în domeniul multiplu conex 2*, este 
ca să fie satisfăcută condiţia (33), și ca perioadele 7; din (13) să fie nule. 


d) Formula lui D. Pompeiu [1], |2) 


Să considerăm o curbă simplă inchisă & în Z şi să presupunem că ca nu cuprinde în inte- 
rior nici o componentă a frontierei. Domeniul simplu conex mărginit de £7 se va nota cu Să 
notăm cu Z = X, +i X, un punct curent în 2 și să considerăm funcția 


[(z. 2) 
Zi —— 45 
zz:0= 7 (45) 


2) Uneori, acest nume este atribuit constantelor 2zil,. 
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pentru un punct oarecare, însă fix, 3 e 7 * CZ, [fiind o funcţie unitormă f(3,3) e c4(2)f) 
Nce(2 +2). 

Trasind un cerc Y' deiinit de | Z-— 3| = e, şio tăietură de la y'la &, putem aplica formula 
(29) funcţiei (45). Obţinem evident 


| TUZZ) e: $ NIZ, 2 7 2 $ 22] AX dă. (46) 
le Z-—3 pd Za 9Z|LZ—3 
tt 


'Trecind la coordonate polare Z = 3 + sexp(i0) pe Y', obţinem cu ajutorul primei teoreme 
a medici 


im BIZ, 2) să i tiu [ DO die 9) 1eap 00900 = 27; p, 


iza 220)0 e exp (i0) 


astfel că (46) conduce la formula lui Pompeiu 


1 , Z 1 
[(3;3) = — i: Eee dz — — (ţ 


2mi le Z-—3 7 
ct! 


Oz, Z) dă, dĂa. (48) 
az 7 Ai ! 


În telul acesta se obţin valorile funeţiei f în „g/ * dacă se cunosc valorile sale pe 7, şi valorile 
derivatei sale în «7 *. Prin urmare, formula lui Pompeiu dă soluția ecuaţiei Î., = F, dacă F şi va- 
loarea la limită a lui f sint cunoscute, 

Formula rămine adevărată dacă $ este frontiera unui domeniu multiplu conex conținut 
în 2 — şi, în particular, dacă £ = P și g/* = Z — cu condiţia ca formula complexă a lui 
Stokes (29) să-și păstreze valabilitatea. 


Trecind în (48) la cantități complex conjugate şi notind apoi funcţia Ț din nou cu f, 
obținem şi 


= 1 — 1 (7) 7) AX, dX. 
rd 29 12,2 3 — (Za ea (49) 


2mi Je Z2-3 : 3z Z-3 
ott 
Studiul amănunţit al formulei de tip Pompeiu (cadru de valabilitate, operatori 
diferenţiali și integrali asociaţi etc.) ține de teoria funcţiilor analitice generalizate. Pentru detalii, 
vezi 1. Vekua [1], capitolul 1. 


$ 5. FUNCŢII ANALITICE DE O VARIABILĂ COMPLEXĂ 


Un deosebit interes îl prezintă studiul funcţiilor care din punct de 
vedere analitic sînt funcţii de o singură variabilă complexă : 


=). (1) 
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a) Funcţii uniforme. Serii. Singularități 


Vom considera deocamdată numai funcţii uniforme de 3. Definiţiile 
funcțiilor continue, hâlderiene, cu variație mărginită, sînt similare celor 
din domeniul real. 

Dacă funcţia considerată este diferențiabilă ca funcție de a, ze 
(sau, ceea ce e acelaşi lucru, de 3, 3), atunci (1) echivalează cu 


Ju =0. (2) 
În acest caz, f(3) posedă o derivată unică 
fâ)=f. (3) 


care nu depinde de direcţia după care e atins punctul 3. O astfel de funcție 
se numeşte monogenă sau olomorfă (într-un punct, respectiv un domeniu). 

'Ținînd seama de (4.5), obținem din (2) condiţiile necesare pe care 
le verifică partea reală și partea imaginară a oricărei funcții monogene 
f = fi + ifa: ecuaţiile lui Cauchy- Riemann 


fa = fa fa a faae (4) 


Verificarea ecuaţiilor (4) nu este suficientă pentru a asigura monogeneitatea. Dacă 
insă f, și [, sînt diferenţiabile (sau chiar numai continue) atunci funcția f = f, + i f pentru care 
ecuaţiile (4) sint veriticate, rezultă a fi monogenă (vezi de ex. I. Privalov [2], $ 2.4). 


Din ecuaţiile (4) urmează că funcţiile /,, /, satistac ecuația lui Laplace, Astfel de funcţii 
se numesc armonice conjugale. 

Orice funcţie armonică poate fi privită ca parte reală (sau imaginară) a unei funcţii de 
o variabilă complexă, de clasă cel puţin C?. (Vom vedea că este suficient ca funcţia să fie pre- 
supusă de clasă Cl.) Acest fapt explică strinsa legătură dintre teoria funcțiilor de o variabilă 
complexă şi studiul ecuaţiei lui Laplace sau al unor ecuații înrudite (ecuația lui Poisson, ecua- 
ţia biarmonică). Pentru o expunere consecventă a acestui punct de vedere în integrarea ecuaţiei 
lui Laplace, vezi de exemplu C. Iacob [5], capitolul 1; S. Stoilov [1], volumul 2, $$1.1—1.83; 
capitolul 2, 

Condiţia (2) se cere satistăcută pe orice drum parcurs de punctul 4 în acel domeniu în 
care f are forma (1). Aceasta înseamnă că ecuaţiile (2) sau (4) se înţeleg ca fiind satisfăcute în 
toate punctele interioare, dar nu în puncte frontieră ale domeniului de definiție, Acest fapt obligă 
la a considera numai domenii (mulțimi deschise și conexe) ca mulțimi de definiţie pentru funcţi- 
ile ce ne vor interesa. Dacă anumite proprietăţi vor fi valabile și pe frontieră, aceasta se va spe- 
cifica aparte. 

Făcind uz de (4.5), ecuaţiile (4) se pot pune şi sub forma 


fas = ih fag m — ge (5) 


Din (4.24) deducem ca condiţie echivalentă cu (2), condiţia 


Cm i AU (6) 
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verificată pentru orice curbă din interiorul domeniului de definiţie. În acest caz, din (4.23) ob- 
ținem pentru f= [(3): 
[4800 = fifa (7) 


Ecuația (6) conduce la generalizarea formală a ecuaţiilor (4) : 


fin => fam fus = — me (8) 


În cele ce urmează ne vom ocupa mai intii de funcţii olomorie definite în domenii Z, măr- 
ginite de linii Z cu componente închise. 


Dacă f(3) este olomortă în Z, atunci pentru orice curbă netedă pe 
porțiuni & (închisă sau deschisă) cuprinsă în Z, poate fi definită integrala 


(706), (9) 
e 


a cărei valoare depinde în general atit de funcţia f(3), cit și de curba &. 
Un rezultat fundamental îl constituie teorema lui Cauchy : dacă f (3) este 
olomorfă în Z, atunci avem 


fe fl)ds =0, (10) 
| & 


unde “ este frontiera oricărui domeniu (eventual multiplu conex) /! CZ. 

Teorema rămîne valabilă şi pe Z, dacă f(3) e C(Z + 2). Dacă o? este multiplu conex, 
(10) se inţelege ca sumă a integralelor luate pe toate componentele lui Z (în sens direct pe 2, 
şi în sens retrograd pe £,,j =1,2,..., m). 

Dacă Z este simplu conex, din (10) urmează că integrala (9) nu depinde de drumul (des- 
chis) £, ci numai de f(3) și de capetele acestui drum, În acest caz, funcţia 


Lă 
g)=i 7 (1) 


LI) 
privită ca funcţie de limita superioară de integrare este de asemenea olomoriă în ZZ, intrucit 
ea este uniformă și monogenă, derivata ei fiind 
703) = 1Q). (12, 


Orice funcție g(3) ce verifică relația (12) se numește o primitivă a lui f (3). Integrala deti- 
nită (11) este una din primitivele lui f(3), şi calculul cu primitive poate fi folosit în domeniul com- 
plex, ca și în cel real. 

'Ținind seama de cele spuse relativ la integrala (4.27), din (4.43), (4.44) avem pentru f(3) 
olomorfă într-un domeniu multiplu conex: 


(ro = moara Sr (3) 
+ €, j=l 
unde 


OI [e 
EA ) 0a « (14 
[i 3 la i) y 
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Curba , are aceleași capete și acelaşi sens cu Z, şi nu traversează nici una din tăieturile ce 


transtormă domeniul Z intr-un domeniu simplu conex E . Funcţia | f(3) dă este deci uniformă. 


€, 
Asupra naturii funcţiei (13) vom reveni în (60). 


Teorema lui Cauchy (10) conduce la formula lui Cauchy : dacă f(â) 
este olomortă în 2, atunci pe orice curbă închisă & interioară lui 2 
avem 
1 i 
îm dt, pati, imitat, ta di (15) 
2zi ]Jgt—ş 


Formula rămine valabilă pentru un ansamblu de curbe închise, situate în interiorul iui A, şi 
definind un domeniu /* C . Ea rămine valabilă şi pe Z, dacă [() e C(2 + 2). 
Prin derivare, căpătăm din (15) 


pn (ş) = Ad sa —di; 3e, leg. (16) 


2ri T, (t — gri 


Orice funcţie olomortă în Z are deci derivate de orice ordin în Z, şi împărţirea funcțiilor în clase 
CP işi pierde sensul. Despre existenţa și comportarea derivatelor (16) pe Z nu se poate spune 
nimic a-priori. 


În vecinătatea oricărui punct 3, aparținînd domeniului ei de olo- 
morfie, funcţia f(3) poate fi scrisă sub forma unei dezvoltări în serie 
Taylor : 


f() = 57, (3 — 3)”, (7) 
unde 


(n) 
ARE Asul. RR A F(t) (t — ao) "dt; ie ?, n>0. (18) 
n! 2mi ) g 

Un punct în care (17) nu este valabilă se numeşte punet singular 
(de caracter uniform — întrucît f(3) este uniformă). 

Reciproc, considerînd serii de forma (17), unde coeficienții sînt nişte 
numere complexe oarecare, se poate demonstra : 

a) prima teoremă a lui Abel: dacă seria (17) este convergentă în 3; 
ea este absolut convergentă în interiorul cercului S(35,; | — 30|); 

b) teorema lui Cauchy-Hadamard : seria (17) este absolut convergentă 
în interiorul cercului S(3g, 20) (numit cere de convergență) unde 4) 


1/80 = lim FA [3 (19) 
n-a 


1) Dată fiind o mulțime de numere reale a,, se notează lim a, acela dintre punctele de 
acumulare ale mulţimii situat cel mai la dreapta pe axa reali. 
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în exteriorul acestui cerc, seria este divergentă; despre convergenţa ei 
pe însuşi cercul considerat, nu se poate spune nimic a priori. 


Convergenţa seriei (17) este uniformă în orice compact interior cercului de convergenţă. 

În interiorul cercului de convergenţă, suma seriei (17) este o funcţie olomoriă, iar seria 
(17) rezultă a fi chiar seria Taylor a acestei funcţii. În felul acesta, se stabilește în fond identita- 
tea între definiţia olomortiei după Cauchy (cu ajutorul noțiunii de monogeneitate) şi definiţia 
analiticității după Weierstrass (cu ajutorul seriilor de puteri convergente). 

Există deci o corespondenţă biunivocă între funcțiile olomorfe și seriile Taylor corespun- 
zăloare lor : aceasta este teorema de unicitate pentru seriile Taylor (fără echivalent în domeniul 
real). 

Din convergența uniformă a seriei (17) rezultă că derivata de orice ordin a sumei sale 
poate îi obținulă prin derivare termen cu termen. Raza de convergență a seriilor astfel obținute 
este deci tot RY țceva ce rezultă și direct din (19)). 

Din (18) urmează, în interiorul cercului de convergenţă : 


[| SS M(B)IR", n>0, unde M(R) = max! [(4)1,l3— ol = R. (20) 
În particular, pentru R < RO avem evident M(R) S M, şi deci 
IIS MIR” pentu R< RO, (21) 


Coincidența intre dezvoltările în serii Taylor (convergente) şi func- 
țiile olomorfe într-un cere conduce la considerarea seriilor Laurent : 


+ ce 
fa) = 3 Ja —â0) (22) 
= se 
Partea corespunzătoare indicilor n > 0 poartă numele de parte regulată ; 
cea corespunzătoare indicilor n < 0, de parte principală a seriei. 


Partea regulată este o serie Taylor, convergentă în interiorul cercului S (39, R9). Prin 


intermediul unei inversiuni Z = 1/ (3 — 39), partea principală din (22) devine partea regulată a 
unei funcții de Z, nule în origine: 


Șe paite Ș fZ. (23) 


n=1 Mm] 


Notind cu 1/R! ruza de convergenţă a seriei în Z obținute, avem din (19): 


Li 
R = lim Vif_jl. (24) 


Prin urmare, partea principală a dezvoltării (22) converge absolut și uniform în orice 
punct |Z| < 1/21, așadar în exteriorul cercului S (39, RI). 


Orice serie Laurent este deci absolut; convergentă în interiorul unei 
coroane circulare, şi uniform convergentă în orice compact interior coroanei 
considerate. Valoarea R! depinde numai de coeficienții părţii principale, 
iar R9, numai de coeficienţii părţii regulate a funcţiei. Pentru ca dezvoltarea 
să aibă sens, trebuie desigur să avem RR! < RO, 
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În această coroană, suma f(3) a seriei (22) este olomortă, şi avem 
= A 
f = Ah PO — ao) dt; ten 20,412: (25) 
2ri |] e 


ceea ce generalizează (18); & este o curbă simplă închisă din interiorul 
coroanei, şi care conține în interior cercul de rază RI. 


În cazul particular în care f(3) este olomortă în interiorul unui cere 
cu centrul în 3, avem f, = 0 pentru n <0 (vezi (10)). 

Făcind uz de o translație şi o omotetie, vom scrie adesea (22) 
sub forma 


(E A (26) 
unde 
As zi, f(6) s-"-1 as, (27) 
2ri y 


unde am notat cu y cercul-unitate, cu c = exp (i0) un punct curent de 
pe Y, cut un punct curent din plan. (Aceasta presupune că f(£) e pre- 
lungibilă pe 7.) 


Dacă seria (26) se reduce la partea ei regulată, funcţia este olomortă în interiorul unui cere 
cu centrul în origine, inclusiv în origine. Dacă f,= 0 pentru n > m > 0 (și desigur și pentru 
n < 0), funcţia se reduce la un polinom de grad m. Relaţiile (18) arată legătura dintre anularea 
coeficienţilor f, de la un anumit indice în sus, și proprietatea funcţiei de a fi un polinom (deci, de 
a avea derivate nule de la un anumit ordin în sus). În acest caz, chestiunea de convergenţă nu se 
pune, suma are sens pentru orice punct la distanţă finită (dar nu şi în punctul de la infinit !) și 
deci avem RO = co. 

Dacă funcţia nu este un polinom, dar totuşi avem RO = co, ea se numeşte funcție întreagă 
(exemple elementare : exp 4, sin (). 

Dacă seria (26) se reduce la partea sa principală, funcţia este olomoriă în exteriorul unui 
cerc cu centrul în origine, inclusiv în punctul de la infinit. Dacă [„=0pentun>m> 0, 
funcţia se reduce la un polinom în 1/ţ, și suma are sens în orice punct din plan, cu excepția ori- 
ginii : avem deci R! = 0. O funcţie a cărei parte principală este un polinom de grad m în 1/% 
se zice că are un pol de ordin m în origine (sau în general în punctul 3g, corespunzător originii 
în transformarea despre care am vorbit mai sus). Întrucît atașăm termenul constant la partea 
regulată a funcţiei, rezultă că punctul de la infinit poate fi eventual un pol de ordin zero (pentru 
alte puncte, utilizarea acestei noţiuni nu are sens). O astfel de funcţie este deci olomorfă într-o 
coroană circulară de raze RI! = 0 şi RO, ceea ce nu trebuie confundat cu proprietatea de olomorfie 
în cercul de rază RO, 

O funcţie care nu are alte singularităţi în afară de poli se numeşte meromorfă. Orice func- 
ţie meromortă poate fi pusă sub forma raportului a două funcţii întregi. Într-un domeniu măr- 
ginit, o funcție meromortă poate avea numai un număr finit de poli. 

Dacă partea principală din (26) are o infinitate de termeni, originea (sau punctul 3, care-i 
corespunde) se numește punct singular esenfia! (de caracter uniform) al funcţiei considerate. 
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O deosebită importanţă o are reziduul funcţiei f(3) în âo : 
1 
i = i bă (23) 
2ri Ja 


Dacă conţine în interior mai mulți poli (dar nu și alte singulari- 
tăți), integrala (28) rezultă egală cu suma reziduurilor respective. Această 
teoremă — care poartă numele de teorema reziduurilor — permite calcu- 
larea simplă a anumitor integrale curbilinii. 


Dacă 3 este un pol de ordin p, putem scrie 


fi) = (3 — 0)” 93), (30) £ 0, (29) 
şi atunci pentru reziduul în 3, obținem valoarea 
Ja = Up — DI g9*-(a0). (30) 


Nu însistăm aci asupra teoremelor clasice relative la funcţiile olomorie sau meromorie. 
Pentru informaţii, vezi oricare din tratatele indicate la pag. 684. 


b) Funcţii multiforme 


Vom aminti acum unele proprietăți esenţiale ale funcţiilor multi- 
forme, pornind de la două funcţii elementare. 
Fie mai întîi funcția 


3 =%, p întreg, p>2. (31) 
Această funcție este uniformă, dar nu şi univalentă ; notind 
3 = Rexp (i7), î = exp (i?), (32) 
şi ţinind seama că 
exp (2xi) = cos2r +isin2r =, (33) 


constatăm că celor p puncte distincte 
d exp[i (o + 2], k =0, 1, 2,...;pP—l, (34) 
p 


le corespunde un același punct 3 = p” exp (ip0). 
Funcţia (31) devine însă univalentă dacă restringem domeniul ei 


de definiție la un domeniu care să nu conțină puncte (34) distincte, de 
pildă la un sector 


k (2x/p) < 0 < (k + 1) (2x/p). (35) 
Să considerăm acum funcția 


= 4, p întreg, p>2, (36) 
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care este (abstracţie făcînd de notație) inversa funcţiei (31). Această funcţie 
este univalentă, dar nu şi uniformă. Într-adevăr, întrucît pentru orice k 
întreg avem 

= pp exp (i) = pexp [i(9 + 24x)], (37) 


din (36) rezultă mai departe 


Du sii | 
[ora =)) pese ri 38 gel (38) 
pp 


De n 
i == / p exp 


asadar p punete distincte în planul ş. 

Prin urmate dacă punctul descrie o curbă închisă JI care nu trece prin origine şi nu o 
cuprinde în interior, atunci drept imagine a lui „7 în planul 3 se obțin p curbe închise distincte 
SF, rotite unele faţă de altele de unghiuri 27/p şi care în transformarea [ = 37 au toate aceeași 
imagine JI. Într-un domeniu în care nu există curbe închise care conţin în interior originea, 
funcţia (35) se zice că are p ramuri unilorme (deci olomorie). Pentru a le deosebi între ele, este 
suficient să precizăm valoarea 30. ce corespunde unui anumit punct (ge 

Dacă însă curba JI conţine originea în interior, imaginea sa este o curbă deschisă, și 
e necesară parcurgerea lui JI de p ori pentru ca punctul-imagine să revină în planul 3 la 
poziţia inițială. Ramurile funcţiei nu mai sint deci separate, și prin variaţia lui se trece 
continuu de pe o ramură a funcţiei pe alta. 

Efectuind o tăielură de la JI la origine, se obţin din nou p ramuri distincte, continui 
și uniforme, ale funcției în domeniul modifical. Dar pe cele două borduri ale tăieturii funcția 
ia valori (are determinări) diferite, care trebuie precizate stabilind ramura pe care ne aflăm 
(așadar, prin continuitate), 

Să luăm drept exemplu cazul p = 3: 

g= a. (39) 


Din (38) avem deci 


i SĂ [8 27 
= 05 = Vp exp|il—+e—]|, k=o0,1,2. (40) 
3 


Luind drept curbă JI cercul-unitate Y din planul £, obținem imaginile din figurile 
A.5.1 sau A.5.2, după cum considerăm domeniul /! * (discul unitate), sau același domeniu tăiat 
în lungul semiaxei E, negative, aşadar după segmentul [— 1, 0]. În aceste figuri, am însemnat 
cu indici (), (), (”) punctele-imagine ce corespund primei, celei de a doua și celei de a treia 
parcurgeri a cercului 7 în același sens. În figura A.5.2, segmentul [— 1, 0] are trei imagini 
(duble) posibile. Întrucit pe semi-axa E, negativă avem 0 = x, putem nota aci 


[= —T =T exp (in), OSTI SI, (41) 
astfel că din (40) deducem (folosind formula lui Euler (9.6)) 


Hi 
a2Vra +iV3), 


== Vs, (42) 


3 
ara —iV3y 
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Pentru a separa ramurile funcției, să considerăm de pildă punctul î, = 1, căruia ti 
corespund imaginile 30;0 = 1, î0;1 = —(1/2)(1 — 13) şizoe = — (1/2 (1 + 13) (adică 
punctele a“, a”, a” din fig. A.5.2). Ramura corespunzătoare lui k& == 0 dă atunci valorile 


3 

(172) VT (1 +13) pe bordul superior, 
a 

(272) 7 (a-i Vs) pe bordul inferior. 


(43) 


3 4 
Ramura k = 1 dă valorile — Aj pe bordul superior, respectiv (127 (1 + iV3) pe cel 


L] 3 
inferior. În fine, ramura k = 2 dă valorile (1/2VT (1 — i V3), respectiv — T pe bordurile 
considerate. 


Alegind p = 2, obţinem funcţia cu donă ramuri (vezi fig. A.5.3) 
.] za QR, (44) 
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Din (41) urmează pentru ramura k = 0 


a iVT pe bordul superior, 
[& = (45) 
—iV'T pe bordul interior. 


A dona ramură k = 1 dă aceleași valori, cu semnele 
schimbate. 


În figurile A.5.2 şi A.5.3, imaginile cercului y tăiat 
după segmentul [— 1, 0), prin intermediul ramurilor k = 0 
Fig. A.5.3 ale funcţiilor (39), respectiv (44), sînt trasate îngroșat. 


Funcţia exponențială 
3=expî (46) 


este, ca și funcţia (31), uniformă. Dat fiind că avem exp (2mi) = 1, ea 
e periodică şi deci nu poate fi univalentă. În orice bandă 


dk < Im < (2k + 1)z, (47) 


ea devine însă univalentă. Spre deosebire de cazul funcţiei (31), pentru 
funcţia (46) numărul benzilor de univalență nu este finit. 
Inversa funcției exponenţiale este funcția logaritmică 


3=imt, 
care e univalentă, dar nu şi uniformă. 


Dacă ţ parcurge o curbă închisă J] ce nu conţine în interior originea și nu trece prin 
ea, drept imagine a ei în planul 3 putem lua oricare dintre curbele închise Z, deplasate 
unele faţă de celelalte cu 2xi; evident, numărul acestor curbe nu este finit. Dacă însă J7 
conţine în interior originea, atunci imaginea sa este o curbă deschisă; la parcurgerea repe- 
tată a lui JI, punctul 3 descrie un drum continuu alcătuit din curbe deschise cu capete 
comune, deplasate unele față de celelalte cu 2xi, 

Folosind notația (4.37), avem pentru orice curbă 4 care înconjură o singură dată 
originea în sens direct: 


19 = 28], (49) 

În domenii în care nu există curbe inchise care conțin în interior originea, funcţia 
logaritmică — spre deosebire de funcţia (36) — admite o infinitate de ramuri distincte, Întrucit 
3 = exp (Ing), 31/? = exp [(n3)/pl, (50) 


scriind relaţia (49) în planul 3 conchidem că (3!/?]g = exp (2xi/p), ceea ce explică motivul 
pentru care funcţia 3!/P? — spre deosebire de cea logaritmică — este periodică. 

Pentru ambele funcţii, originea e un punct singular de caracler multiform. Astfel de 
puncte se numesc puncte de ramificare. 
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Să arătăm cu acest prilej în ce fel formula (49) ne ajută să determinăm natura iuncţiei 
7(3> 3) din (4.27). Anume, după o translație de axe, deducem evident 


in (3 — î)lg, = 2midm 3,e2ţ, (51) 


P, putind fi inlocuit cu orice curbă închisă £ care conţine în interior (ocolind-o o singură 
dată) componenta Z, a îrontierei domeniului multiplu conex ZZ, și numai pe ea. 
(Remarcăm aci că funcţia logaritmică satisface condiţiile (4.37) şi (4.39). Există funcţii: 
multiflorme elementare care nu le satisfac, ca de pildă a sau 3 In 3.) 
Pentru funcţia 


aş) = Y In —3 sei, (52); 
Î=1 


unde ] F sint constantele (4.43), avem deci 
[a(3)] e, = 2ri 3 (53) 


de unde urmează că funcția 70 (33) = 1(3;3) — a(3) are perioadele nule. Așadar, putem scrie 


m 
1(33) = Şi n — 89 + lo 3) (54) 
i=l 
unde 1 (3,3) este o funcţie uniformă în domeniul multiplu conex Z. 
Alegerea funcţiei (52) nu este unică. În primul rind, ea depinde de alegerea puncte- 
lor 3, în Zi . Mai departe, în loc de (51) putem scrie 


[In (3 —3,)] ge, > — 273, de Zi, (55) 
astfel că din (51) și (55) urmează 
4 it 
; ind 3 = 2rid, > 3, e 2; - (56). 
2 8—â, J*a 
Cu aceasta, sintem conduși, în loc de (52), la funcţia 
m Bre ut 
2b (3,3) uz: I, În —- > (57). 
iZ ă—â& 
ceea ce dă — în loc de (54) — reprezentarea 
— &- 3— 3, E: 
140 => ȘI nt + 19. (58) 
2 jel 3 i 3, 


Formula (54) separă termenul multiform din 1(3,3) sub forma unei funcţii deo sin- 
gură variabilă 3. Formula (58) pune în evidență partea imaginară, multiformă, a funcţiei 
logaritmice, şi o elimină cu totul pe cea reală, uniformă : 

3—3 
in — == 21 arg(3—3,). (59), 
ba 3, 

Odată cu modificarea termenilor logaritmici, se modifică desigur și funcţia 1o(3,3); 
dar caracterul ei de funcţie uniformă rămîne intact, 

Aceste formule ne vor fi utile în două cazuri. 


722 ANEXA $5 


Mai întii, din (54) urmează pentru f(3) olomortă în 2 


m 
9(3) - | HD d = Şi yin — 3) t dela), (€0) 
ji 
unde go(3) este uniformă, deci olomorfă in ZA, iar 
Y Ap: )d (61) 
= — d j 
gs PR (3) 4 


Pe de altă parte, de formula (58) este comod să facem uz pentru a determina funcția 
armonică /, conjugată cu o funcție armonică dată f,. Anume, din (5) avem 


ha(3-3) să RL + fu di = - fe = fie (62) 
Dacă derivatele lui f, sint uniforme, (62) este de tipul integralei (4.27), şi atunci 
ln(8+8) = Ze ŞI fa ln 0 + fa (8), (63) 
ja | Xa +: 


unde fi (3. 3) este o funcţie uniformă, şi unde constantele 
. 1 : 
 £ e dm Ig 93 — În % (64 
3 Pa i z, 18 98 — Îua ) 


sint pur imaginare. Din (59) deducem acum că atit termenii logaritmici cit şi funcţia uniformă 
[3 (3, 3) au valori reale. 

Dacă derivatele funcției f, sint multiforme, poate fi convenabil să separăm mai intii 
partea lor multiformă şi să determinăm direct componenta corespunzătoare a conjugatei. 


Exemplele simple ale funcţiilor (31), (46) pun In evidență legătura dintre proprietăţile 
de unilormitate şi univalenţă. Singura funcţie univalentă în tot planul este funcția omografică 
(vezi $ 8, exemplul a): 


g = (aţ + B)H(cţ + d). (65) 
De aci se vede că funcții multiflorme pot apare prin inversarea unor luncții uniforme, 


care nu sint univalente în domeniile lor de definiţie. 
În general, să considerăm funcția uniformă 


3 =T1O=R+ nr h— re... (66) 


Dacă |, = ["(4) =£ 0, atunci există un disc cu centrul în (, şi de rază mai mică decit 
raza de convergență R?, în care funcția f($) este univalentă. În domeniul-imagine al acestui 
disc, funcţia [ = /-1 (3) este deci uniformă şi olomortă. 

Dacă însă f'(4) = 0, un astfel de disc nu există și funcţia inversă nu este destășurabilă 
in serie "Taylor. În schimb, dacă prima derivată nenulă în î, este [?:(%,):4:0, p'>2, atunci se 
obţine seria 


De tot Şi cul — 0)". (67) 
n=l 
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Acest raţionament sugerează a se considera mai general serii de 
puteri fracționare, numite serii Lagrange : 


0) = ȘI dar. (68) 


Este evident că sumele unor astfel de serii sint funcţii multiforme, 
de același tip cu funcția elementară (36). (Notăm că, chiar dacă avem 
f'(fo) F 0, inversa seriei (66) este — în exteriorul discului despre care am 
vorbit mai sus — de asemenea multitormă.) 

Punetul 3, poartă numele de punct critic (sau de ramificare) de ordin 
p. Dacă termenii cu puteri fracţionare sint în număr finit, el se numeşte 
punel critic algebric. În caz contrar el se numeşte punct critic transcendent. 

Separarea ramurilor uniforme ale funcţiei multiforme (68) se face — 
in principiu — la fel ca în cazul funcţiei elementare (36), aşadar prin 
determinarea domeniului de univalenţă al funcţiei inverse. 


Notăm că pentru a calcula derivata unei funcţii multiforme, trebuie să precizăm întot- 
deauna ramura uniformă la care ne referim (vezi pag. 712). 


c) Prelungire analitică 


Să considerăm o funcţie fe(3), olomorfă într-un domeniu 2 de fron- 
tieră Z. (Indicele „,zero” arată aci faptul că funcția este olomorfă, deci 
uniformă.) Domeniul Z şi funcţia fo(4) privite împreună poartă numele 
de element (2, fa). Un punet-frontieră se numeşte regulat, dacă există 
un dise cu centrul în acest punet şi avind raza nenulă, disc în care 
funcţia fo(3) să fie desfășurabilă în serie Taylor (convergentă). 

În felul acesta, prin punctele regulate se realizează prelungirea funcţiei 
fo(3) în afara domeniului ei iniţial de definiţie Z ; astfel apare ideea de 
funcţie definită de mai multe elemente tayloriene, convergente în discuri 
ce se acoperă parțial. 


Punctele-ironticră care nu sint regulate se-numesc puncte singulare. Prin repetarea ope- 
raţiei de prelungire, sintem conduşi (în general, după un lanţ infinit de operaţii) la a considera 
ansamblul elementelor tayloriene obţinute prin toate operaţiile de prelungire posibile, și mulţi- 
mea obținută prin reunirea tuturor discurilor de convergenţă ale acestor elemente. Această 
mulțime poartă numele de domeniu de definiție complel (weierstrassian) al funcției considerate, 
iar funcția /(3) astiel definită, de funcţie analitică completă (în sensul lui Weierstrass). Domeniul 
de definiţie complet este prin construcție o mulțime deschisă, a cărei frontieră e alcătuită nu- 
mai din puncte singulare, 


Funcţia f() la care am fost conduși pornind de la fo(3) este în 
general multiformă. Într-adevăr, după un lanț de operaţii putem reveni 
în discul de convergență al unui element taylorian — dar fără garanția 
de a reveni la același element. În felul acesta, procesul de prelungire 
analitică al unei funcții olomorfe poaţe conduce la funcţii multiforme. 
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Funcţiile uniforme care se pot obține în cursul procesului de prelungire 
poartă numele de ramuri ale funcției multiforme. 


Un caz important în care prelungirea analitică se face însă cu păs- 
trarea uniformităţii este dat de teorema monodromiei : dacă funcţia olo- 
morfă fo(3) poate ti prelungită analitic în lungul oricărei curbe jordaniene 
dintr-un domeniu simplu-conex 2, atunci funcţia analitică f(3) definită 
în Z prin acest proces este uniformă, deci olomoriă. 


Procesul prelungirii analitice poate ti simplificat dacă se face uz şi de elementele Laurent 
şi Lagrange, (În vecinătatea unui punct critic sau a unui pol, este necesară o infinitate de ele- 
mente tayloriene— pe care le putem înlocui cu un singur element Lagrange sau Laurent.) Mul- 
'țimea tuturor elementelor obţinute în procesul de prelungire poartă numele de funcție analitică 
completă (riemanniană), iar domeniul ei de definiţie, domeniu de definiţie complei (riemannian), 
Acesta se deosebeşte de domeniul weierstrassian prin aceea că conţine punctele singulare ca 
puncte interioare, 


Există rezultate care afirmă posibilitatea prelungirii analitice și 
permit construirea efectivă a funcției prelungite. 

Astfel, fie că frontiera „] a unui domeniu /] în care este definită 
funcţia f(£) conţine un are de cere JI (în particular : un segment de dreap- 
tă). Luâînd originea în centrul cercului de rază R căruia îi aparţine arcul 
JI”, vom spune că două puncte sînt simetrice față de J]' dacă ele au ace- 
laşi argument şi produsul afixelor lor este egal cu R?; în acest sens, 
punctele %, R2/E sînt simetrice. Dacă arcul se reduce la un segment de 
dreaptă, alegînd această dreaptă drept axă reală, vom spune că punctele 
t, £ sînt simetrice. 

Folosind acești termeni, se poate demonstra principiul simetriei 
(Riemann-Schwarz) : fie dată funcţia f(() meromorfă în domeniul “I a 
cărui frontieră JI conţine un are de cerc JI”, pe care funcţia f(?) este pre- 
lungibilă prin continuitate, şi fie că imaginea Z' a arcului 7 prin inter- 
mediul transformării 3 =f(%) este de asemenea un arc de cerc. Atunci 
funcţia f,(%) definită ca luînd în puncte simetrice cu $ față de, valori 
simetrice cu 3 =f() faţă de Z”, este prelungirea analitică (de asemenea 
meromortă) a funcţiei f(4) în domeniul astfel extins. 

Acest principiu stabileşte deci o legătură simplă între ideea de pre- 
lungire prin continuitate pe o curbă-frontieră circulară și cea de prelungire 
analitică dincolo de această curbă, dind totodată valorile funcţiei astfel 
prelungite. 


EI poate fi generalizat sub forma principiului lui Schwarz : dacă funcţia f(%), meromorfă 
în domeniul J7 a cărui frontieră JI conţine un arc analitic JI“, este prelungibilă prin continui- 
tate pe JI”, şi dacă imaginea Z” a acestui arc este de asemenea un arc analitic—atunci funcția 
dată poate fi prelungită analitic dincolo de JI”, 

Principiul lui Schwarz e mai general decit principiul simetriei, dar el nu permite construi- 
rea atit de simplă a funcţiei prelungite. 
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d) Teoreme de unicitate 


O funcție de punct este definită dacă se dă o mulțime de puncte, 
şi o lege după care fiecărui punct i se pune în corespondență un punct 
(sau un număr) determinat. În anumite împrejurări, este suficient ca aceas- 
tă lege să fie stabilită pentru o categorie mai restrînsă de elemente, pentru 
ca ea să rezulte totuşi deplin caracterizată pe o mulțime mai cuprin- 
zătoare. 


Astfel, pentru determinarea unui polinom de grad p, este suficient să cunoaştem valoarea 
sa în p + 1 puncte; valori date arbitrar în alte puncte sint fie inutile, fie nu „,concordă” cu cele 
p 4 1 valori deja date; de aci rezultă că două polinoame de grad p ale căror valori coincid în 
p + 1 puncte, sint identice. 

Funcţiile olomorte se bucură de o proprietate analogă. Într-adevăr, fie dată o mulţime 
de puncte $, care posedă un singur punct de acumulare &,, şi o lege care pune în corespondență 
fiecărui [, un număr complex 34. Dacă există o funcţie olomoriă 3 = f(ţ) definită de aceste 
date, și dacă ca este definită și în ţ,, atunci ea trebuie căutată sub forma 


1(3) = Ş, fut — 9 (69) 
n=0 
unde coeficienţii /, trebuie determinaţi din condiţiile 
PO) > (70) 


Pentru aceasta, este necesar ca funcția căutată să fie mai intii continuă în ke, așadar 
să existe limita 


fo) = lim fG) = lim = (71) 
ka L-a 


ceea ce determină coeficientul /. Mai departe, este necesar să existe derivatele de orice ordin 
în (e, ceea ce conduce la valorile 


p-1 
N) Laz: Ș, (fă s to)” 
P'>(o) pg -* n=0 = îs (72) 


pl! ko (4 — 


Așadar, dacă limitele ce apar in aceste formule există (ceea ce depinde în definitiv de șirurile 
ti» â,) atunci toţi coeficienţii f, pot [i determinaţi și funcţia f(() poate fi scrisă sub forma (69), 

Seria din (69) este convergentă, dacă pentru raza ei de convergență avem RO > 0, Dacă 
şi această proprietate (care depinde de coeficienţii /,, așadar tot de numerele €,, 3,) este satis- 
făcută, atunci funcţia f($) este construită şi are o valoare deplin determinată în orice punet din 
interiorul cercului 5 (%p, R9). (Valori 3, în puncte , care au drept punct de acumulare î, un punct 
singular, nu pot conduce la construcția dorită. Rezultatul R2 — 0 va arăta aceasta.) 

Prelungirea analitică a acestei funcţii se poate face acum pe calea obișnuită, și în acest 
fel darea șirurilor [,, 3, se dovedeşte suficientă pentru a defini funcţia analitică completă, în do- 
meniul ei complet de existenţă. 
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Construcţia de mai sus arată că nu orice şiruri de valori 3, în punete 
C, determină o funcţie olomortă. lar dacă ele o determină, atunci darea 
valorilor ei în alte puncte (de pildă, chiar pe o mulţime ce posedă numai 
două puncte de acumulare) este fie superfluă, fie contradictorie. 

Din cele de mai sus decurge teorema de unicitate (interioară) : două 
funcţii olomorfe care coincid pe o mulţime de puncte ce posedă un punet, 
de acumulare în domeniul lor de olomortie, coincid. În particular, două 
funcţii olomorte ce coincid pe un subdomeniu al domeniului de olomorfie, 
sau pe un arc de curbă interior acestui domeniu, sau pe un are-frontieră, 
care conţine un punct regulat, coincid. 

De aci rezultă că nu ne putem da arbitrar valorile unei funcţii 
olomorie pe o astiel de curbă; în particular, nu orice funcție de punct pe 
o curbă poate fi privită ca valoare pe acea curbă a umei funcții olomorfe 
(compară de ex. cu provlema lui Dirichlet pentru ecuația lui Laplace). 


Raţionamentele de mai sus sint legate de faptul că punctul £, apare în definitiv a fi punct 
interior domeniului de olomortie. Se poate cerceta chestiunea teoremelor de unicitate (și deci 
a datelor strict necesare pentru a defini o funcţie olomortă, și mai general o funcţie analitică) 
chiar pentru puncte-frontieră ale domeniului complet de deliniţie. Pentru astfel de teoreme 
(studiate inițial de N. Luzin şi 1. Privalov [1)), vezi G. Goluzin [1], capitolul 10; A. Marku- 
șevici |1), $ 3.6; 1. Privalov [1], [2], $12.4. Aci vom remarca numai că, dacă dezvoltarea din 
(69) nu este posibilă, rămine de cercetat posibilitatea ca [, să nu fie punct de acumulare al mul- 
țimii punctelor date (de ex., îp = 0 pentru puncte date pe 7). Proprietăţile pretinse în acest caz 
sint mult mai puţin severe. Totuși, şi aci trebuie spus că nu orice funcţie dată pe un arc de curbă 
oarecare poate fi privită ca valoare la limită a unei funcții olomorie într-un domeniu a cărui 
frontieră contine arcul în chestiune. De exemplu, condiţia ca o funcţie de punct pe cercul-uni- 
tate f (6) să fie cu variaţie mărginită este de natură să asigure „,acordul”' între valorile atribuite 
funcţiei pe >. aşa fel ca datele să nu [ie contradictorii, Pentru a ne asigura însă că f(6) este 
chiar valoarea la limită a unei funcţii olomorife In discul unitate, ce încă nevoie de alle condiții 
suplimentare, 

De această chestiune ne vom ocupa în $ $10, 11. 


$ 6. REPREZENTAREA CONFORMĂ 


În studiul aspectelor geometrice ale teoriei, pe primul plan stau 
următoarele probleme, puse încă de Riemann : dată fiind o funcţie f(£) 
definită într-un domeniu /] din planul £, care sînt proprietăţile geome- 
trice ale domeniului-imagine ? Dat fiind un domeniu Z în planul 3 (cu 
eventuale suprapuneri), există oare o funcţie f(() așa fel ca Z să fie imagi- 
nea, prin intermediul transformării definite de această funcţie, a unui 
domeniu 7 din planul &? 


Vom aminti în legătură cu aceste probleme unele rezultate teoretice și formule de calcul. 
Ca material bibliografic general, indicăm : G. Caratheodory [1], volumul 2, partea VI, capita- 
lele 2 şi 3; C. Iacob [5], $$2.8—2.25; A. Markușevici [1], $$ 5.1 şi 5.2; 1. Privalov (2], $ 
2.5 şi capitolul 12; S. Stoilov [1], volumul 1, capitolul 5; G. Valiron [1], capitolul 15. Printre 
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lucrările special consacrate problemei reprezentării conforme, vezi R. Courant și M. Schitter 
[1]; P. Fileiakov [1]; D. Gaier [1]; G. Julia [1], [2]; W. Koppenfels şi F. Stalimanţi]; 
L. Lichtenstein [1]; Z. Nehari [1]. Numeroase formule utile în calculul efectiv sint date de 
H. Kober [1]. 


a) Teoreme fundamentale 


Fie dat un domeniu mărginit /] de frontieră 7] în planul variabilei 
= E, + iEa şi o tuneţie w (3) definită în JI]. Dacă această funcție este 
uniformă, atunci ea pune în corespondență univocă fiecărui punct Ze A, 
un punct din planul variabilei complexe 3 = 2, + îza: 


3 =o(3), (1) 


şi face deci ca domeniului /7 să-i corespundă o mulțime de puncte 2 din 
planul ş. Dacă tuncţia (3) este şi univalentă, atunci pentru fiecare punct- 
-imagine 3 există un singur punct-obiect &: corespondenţa este atunci 
biunivocă. 


Fie acum că funcţia w($) este olomorfă în J] și — provizoriu — fie şi o'(%) 40 în JI. În 
acest caz, se demonstrează că mulțimea Z este mărginită, conexă și deschisă —așadar imaginea 
a domeniului J] este de asemenea un domeniu. Funcţia [= (3) care realizează translormarea 
inversă este și ea olomortă in Z şi derivata ei este de asemenea diferită de zero. Imaginea unui 
cerc infinit mic din J] este tot un cerc infinit mic în 2, iar unghiul dintre două elemente liniare 
din ] coincide în mârime şi sens cu unghiul elementelor-imagine din 2. Mărimea |w'(%)| este 


modulul dilatării liniare, iar arg o'($) este unghiul de rotire al imaginii din 2 faţă de elementul- 
obiect din J]. 


O astfel de transformare poartă numele de reprezentare conformă 
a domeniului /] pe 2. Întrucît co(€) este olomoriă, ea este desfăşnrabilă 
în serie Taylor în vecinătatea oricărui punct te A; aceeaşi afirmaţie 
este valabilă pentru o"1(3) în 2. 


Dacă într-un punct oarecare am avea o'()=0, funcţia [=o! (3) ar avea un punct critic 
în punctul corespunzător (vezi $ 5, pag. 722 — 723) ceca ce contrazice ipoteza de univalenţă. 
Prin urmare, condiţia w'(%) £ 0 în J] nu mai trebuie formulată aparte. 

Se poate demonstra că condiția necesară şi suficientă pentru ca luncţia o(€) să realizeze 
o reprezentare conformă a domeniului J[, este ca ea să fie olomorfă şi univalentă în J[. (Dacă 
condiţia de univalenţă nu este satistăcută, funcţia realizează totuşi reprezentarea conformă 
într-o vecinătate suficient de mică a fiecărui punct în care o'(0) 22 0.) Punctele în care avem 
a'(Ţ) = 0, se numesc puncte de ramificare ale reprezentării. Astfel de puncte pot fi situate 
numai pe frontiera lui /. 

Pentru funcţia «(%), despre care va li adesea vorba, rămîne deci valabil tot ceea ce s-a 
spus în $ 5 despre funcţiile olomorie şi univalente. 


Problema centrală a teoriei reprezentării conforme constă în a 
determina funcțiile care realizează reprezentarea conformă a unui domeniu 
dat J] pe alt domeniu dat 2. Rezultatul fundamental în această direcţie 
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este constituit de teorema lui Riemann : date fiind două domenii simplu- 
conexe oarecari /] şi Z, ale căror frontiere constau din cel puţin cîte două 
puncte, și date fiind punctele [e], pe 2 (dar altfel arbitrare) şi numă- 
rul real arbitrar a — există o funcţie şi numai una 3 = (2), care repre- 
zintă conform domeniul /! pe domeniul 2, în aşa fel încît z0=co(%), 
ao = arg w'(%o). 

Pentru demonstraţie, vezi de ex. G. Goluzin |l), cap. 2;C. lacob[5), $2.24; M. La- 
vrentiev şi B. Șabat [1], cap. 2, pet. 28; A. Markuşevici [1], $ 5.3; $. Stoilov [1], vol. 1, cap. 
5; G. Valiron [1], $ 15.215. 

În practică e desigur suficient să cunoaştem funcţiile care reprezintă conform discul uni- 
tate pe fiecare din domeniile simplu conexe considerate. 

În cazul unui domeniu mărginit multiplu conex Z, avind drept componente ale frontierei 
curbele Z;, care conţin fiecare cel puţin două puncte, teorema lui Riemann poate fi convenabil 
generalizată. Astic] de domenii pot fi reprezentate conform pe domenii multiplu-conexe canonice 
de diferite tipuri : plan cu tăieturi în arce de cerc concentrice (F. Schottky, 1897); plan cu tăie- 
turi rectilinii paralele (D. Hilbert, 1904) ; disc cu m orificii circulare interioare (P. Koebe, 1910; 
1920). Pentru detalii, vezi de exemplu R. Courant şi M. Schifier [1], capitolul 5; D. Gaier 
[1], capitolul 5; G. Goluzin [1], capitolul 5; G. Julia [2]; M. Keldiș [1], [2]; M. Keldiş şi 
M. Lavrentiev [1]; Z. Nehari [1], capitolul 7. 

În particular, pot fi reprezentate conform unul pe celălalt numai domenii de acelaşi ordin 
de conexiune, Această condiție este necesară, dar nu şi suficientă : cu excepţia domeniilor simplu 
conexe, două domenii de același ordin de conexiune nu pot fi în general reprezentate conform 
unul pe celălalt. Astfel, două coroane circulare pot fi reprezentate conform una pe cealaltă dacă și 
numai dacă raportul razelor lor este același. 

Dacă Z este nemărginit, există un punct în JI (și numai unul) în care (E) are un pol, 
şi anume un pol simplu. (Dacă polul n-ar fi unic, punctul de la infinit în Z ar fi imagine a mai 
multor puncte distincte ; dacă polul n-ar fi simplu, funcția 4 = ei (3) ar avea un punct critic 
algebric la infinit ; in ambele cazuri, reprezentarea n-ar mai fi univalentă.) 

Prin urmare, dacă /] este mărginit și Z este nemărginit, vom avea 


3 = a) = o_s($— 0) + cold), (2) 
cu op($) olomortă. Dacă domeniile sint nemărginite și punctele de la infinit se corespund, avem 
(cu cp(3) olomortă în J7, inclusiv la infinit): 

ă = aw() = (Ea + oo(%). (3) 


Pentru unele exemple elementare de reprezentări conforme, vezi de exemplu M. Lavren- 
tiev şi N. Şabat [1], $2.2.; 1. Privalov [2], $3.3. 


b) Corespondenţa jrontierelor 


Orice problemă la limită în care se face uz de reprezentarea conformă 
pe un domeniu canonic în care soluţia poate fi mai ușor găsită, obligă la 
considerarea valorilor la limită ale funcţiilor cu care operăm. Este deci 
necesară cunoaşterea proprietăţilor la limită ale funcţiilor care realizează 
reprezentarea, conformă, aşadar studiul lor nu numai în domeniul de defi- 
niţii, ci şi pe frontiera acestuia. 
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Există o strinsă legătură între aspectul frontierei domeniului Z şi proprietățile la limită 
ale funcţiei o(Ț). 

Astfel, să presupunem că funcţia «(%) reprezintă conform domeniul canonic [] + de fron- 
tieră JI (avind o componentă exterioară J] = și m componente circulare interioare E PODU POE / N 
pe domeniul multiplu-conex 2, de trontieră Z (compusă dintr-o componentă exterioară Ze 
şi m componente interioare £,, £,...Z,) 

Cu ajutorul principiului prelungirii analitice, H. A. Schwarz a demonstrat (pentru do- 
menii simplu conexe) că, dacă frontiera Z e analitică, funcţia o($) poate fi prelungită prin 
continuitate pe ș, şi este de clasă C* în J7? + y. 

Problema comportării funcţiei (3) pentru o frontieră neanalitică a fost pusă de P. Pain- 
lev. W. Osgood [1] a presupus în 1900 și a demonstrat în 1913 (vezi W. Osgood şi E. Taylor 
[1 ])că pentru continuitatea funcţiei w ($) în 7” +, este suficient ca Z să fie o curbă jordaniană 
simplă. Același rezultat a fost obţinut simultan și de C. Caratheodory (vezi [1]). 


Se poațe demonstra (vezi de ex. A. Markuşevici [1], $ 5.3) că o condiţie necesară și 
suficientă pentru ca o(t) e CO(Ţ* + »), este ca P să fie o curbă jordaniană simplă. 


Rezultatul rămine valabil în cazul unui domeniu multiplu conex, 
şi poate fi formulat precum urmează, sub numele de teorema coresponden- 
ței frontierelor : o condiţie necesară şi suficientă pentru ca (3) e 0/7 +7) 
este ca Z să fie formată din curbe jordaniene simple; curbele Z, sînt 
imaginea curbelor +], prin intermediul transformării w() prelungite 
pe /];, corespondenţa dintre £; şi /], fiind biunivocă şi bicontinuă. Funcţia 
a(€) prelungită pe ] rezultă a fi cu variaţie mărginită. 


Mai general încă, se poate demonstra că dacă Z e C4(J1), unde 0 <u<1 (vezi $3, 
pag. 700), atunci o(ţ) e C2(17* + JI). 

Rezultate de acest tip au fost extinse de către S. Warschawski [1] la cazul frontierelor 
posedind puncte unghiulare. Anume, se poate arăta că dacă Ze CAI ) pe porțiuni, atunci în 
vecinătatea oricărui punct Te JI avem 


o(3) = o(7) + (5— Tool, 7), o'(8) = (6 TF co (4,7), (4) 


unde og(7, 7) 20, or, T)£0,0<caS2. 

Dacă a = 1, funcţia w(?) rezultă a fi derivabilă şi cu derivata nenulă în 7; ea este deci 
desfășurabilă în serie Taylor in 7, care este astfel un punct regulat. Dacă însă a > 1, avem 
_o'(7) = 0; iar dacă a < 1, atunci funcţia nu este derivabilă în +. Prin urmare, pentru «1, 
funcţia o($) nu poate fi prelungită analitic prin punctul 7 în afara lui J[ — deși ea poate fi pre- 
lungită prin continuitate în 7. 

Considerind punctul t e Z corespunzător lui 7, rezultă că tangenta la stinga și tangenta 
la dreapta la curba -Z, în t formează un unghi intern egal cu ax. Prin urmare, pentru a£1, punc- 
tului 7 îi corespunde pe -Z un punct! unghiular, în care se unesc, sub un unghi diferit de e, două 
arce netede distincte, Acesta este de pildă cazul funcţiilor (1+ 0)? şi (1 + [)%, definite în discul 
unitate : vecinătăţii (evident netede) a punctului £ = — 1 pe 7, îi corespund două arce netede 
(în îapt, chiar analitice) ce se unesc sub un unghi egal cu 27, respectiv 7/2 (vezi mai departe $ 8, 
exemplele ce şi d). 


Din (4) rezultă că pe fiecare porțiune netedă din Z, tuncţia w'($) poate fi prelungită prin 
continuitate în afara lui J7*, și că avem w'(7)-£0. 
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Prezintă deosebit interes practic cazurile în care valoarea la limită 
w'(7) poate fi obţinută nu prin prelungire prin continuitate din J*, ci prin 
chiar derivarea funcţiei-limită o(7) în raport cu punctul re.//. Chesti- 
unea a fost examinată de W. Seidel [1], ale cărui rezultate au fost preci- 
zate de V. Smirnov [1]. 

Luiînd ca parametru pe Z lungimea arcului de curbă s, presupunînd 
că funcţia 3'(s) este absolut continuă, şi că există un exponent q > 1 astfel 
ca funcția |3"(8)|“ să fie integrabillă, se demonstrează că 


o'(7) | = da(7)/dr, w'(7)=F0. (5) 


Tot astfel, dacă funcţiile â'(s), 4"(s) sint absolut continue, şi |4(s))* 
este integrabilă, atunci «"(£) poate îi prelungită prin continuitate pe „JI : 


o"(7) | = d2o(0)Jd=?. (6) 


În particular, rezultatul din (5) este valabil dacă ZeC2J7) iar 
cel din (6), dacă Ze C3%7). Într-adevăr, în primul caz funcţia ş'(s) are 
derivată continuă, deci este absolut continuă, iar funcţia 4"(s) este 
continuă, astfel că orice putere g a modulului ei este integrabilă. La fel se 
justifică afirmaţia relativă la al doilea caz. 


Aceste condiţii sînt, păstrind proporţiile, mai tari decit condiţia ca JZ să fie o linie jor- 
daniană simplă, care asigură continuitatea în „77 +7 a funcţiei o(0). Subliniem însă că, pe de 
o parte, ele sint numai condiţii suficiente ; pe de altă parte, ele asigură continuitatea derivale- 
lor respective şi pe drumuri langente la frontieră, aşadar în condiţiile cele mai severe. 

Teoremele rămin valabile dacă „] * nu este domeniul canonic cu frontiere circulare, ci un 
domeniu cu componente „7 i oarecari, dar de clasă suficient de înaltă (în particular : analitice) ale 
frontierei. 


În practică, este de mare utilitate teorema inversă teoremei de cores- 
pondență a frontierelor, numită principiul corespondenței frontierelor : 
dat fiind un domeniu multiplu-conex /] de frontieră „7, şi o funcţie o(ţ), 
olomorfă și anivalentă în /], si continuă în 1] +7, atunci domeniul 
multiplu-conex 2 definit de curbele Z£, = o(],) (sensul de parcurs fiind 
indus de sensul de pe ];) este imaginea domeniului J] în reprezentarea, 
conformă 3 = o (3). 

Acest principiu permite să realizăm nrmătoarea construcție : fiind 
dat domeniul /] de frontieră jordaniană „7 și fiind dată funcţia co($), 
putem construi curbele Z,, descrise de punctul 3 = o($) cînd ! parcurge 
curbele J];. Ţinind seama de sensul de parcurs care trebuie ales în așa fel 
încît domeniul 7] (şi deci şi imaginea sa 2) să se afle permanent în stînga, 
obținem un domeniu Z deplin definit de curbele £,. 


Aceasta rezolvă printr-o melodă inversă problema reprezentării conforme. Alegind drept 
7] discul unitate, sau o coroană circulară, și considerind diferite funcții olomorie în JI, putem 
construi diferite domenii simplu sau dublu conexe, a căror reprezentare conformă pe disc sau 
pe coroană este dinainte cunoscută, 

Ca bibliografie asupra teoremei și principiului corespondenţei frontierelor, vezi : G. Golu- 
zin [1], $$ 2.3, 6.2 și 10.1; C. Iacob [5], capitolul 2, pet. 25; M. Lavrentiev și B. Șabat [1], 
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$ 2.1, pet. 29; A. Markuşevici [1], $5.3; W. Osgcod [2], $ 8.5; 1. Privalov [2], $ 12.7; 
S. Stoilov [1], volumul !, capitolul 6, pet. 15—20. 

În chestiunea proprietăţilor la limită ale reprezentării conforme, vezi : C. Caratheodory 
[1]; C. Gattegno și A. Ostrovski [1]; M. Lavrentiev [1], capitolul 2; 1. Vekua [1], $1.2; 
$. Warschawski [1]. 


c) Funcția lui Green 


Problema directă a reprezentării conlorme este, evident, mult mai dificilă. În rezolvarea 
ei, este de mare utilitate legătura dintre funcţia w(Ţ) şi funcția lui Green a domeniului dat  : 


G(3, 30) = — Înlă — del + 9(3, 30), (7) 


unde funcția reală g(, 3) este armonică ca funcţie de z,, zi şi satisface condiția 
9i!, îe) = în]t — âol, te 2. (3) 


Notind cu H(3, 3.) conjugata armonică a funcției G(3, 39) (de asemenea ca funcţie de z,, 
23), se poate demonstra că funcția care realizează reprezentarea conformă a domeniului simplu 
conex Z pe discul unitate J]* are forma 


t = a 1(3) = exp (— [G(3, 30) + iH do) (9) 


unde 3g este imaginea originii $ — 0. (Funcţia H(, 3p) este în genere multiformă.) 

Aceste formule rămin valabile şi pentru un domeniu multiplu conex. 

Problema directă a reprezentării conforme este deci principial echivalentă cu problema 
determinării luneției g(3. 3a). aşadar cu o anumilă problemă Dirichlet pentru ecuaţia lui Laplace, 
cu date la limită ce depind numai de geometria domeniului 2. 

Funcţia lui Green este invariantă In raport cu o reprezentare conformă (adică transfor- 
mata ei prin intermediul reprezentării este chiar funcţia lui Green pentru domeniul-imagine). 

Pentru studiul funcţiei lui Green, vezi de exemplu G. Goluzin [1], $ 6.3; C. Iacob [5], 
capitolul 2, pet. 4—7 şi 12—22; S. Stoilov [1], volumul 2, capitolul 1, pet. 12—16; cap. 5, 
pet. 1-6. 


d) Integrala lui Schararz-Christojfel. 
Reprezentări aproximative 


Funcţia de reprezentare poate fi adesea construită efectiv cu ajuto- 
rul principiului simetriei. Astfel, în cazul unui domeniu mărginit de o linie 
poligonală închisă, el conduce la importanta formulă a lui Sehwarz-Chris- 
toffel (vezi de ex. C. Iacob, cap. 2, pet. 16—20): 


i=o(9)=a' +a $. (3 — a) (0— op)... (î—o0,)'dt, (10) 
că 
unde o, sint afixele punctelor ce corespund pe cercul-unitate virfurilor 
poligonului ; «, măsoară unghiurile (în fracțiuni de x); iar constantele 
a' și a caracterizează poziţia şi mărimea poligonului. 
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În cazul unui domeniu nemărginit (plan cu un orificiu poligonal), formula (10) rămine 
valabilă, diferenţiala dt înlocuindu-se însă cu dț/(2. Constantele a, sint legate prin relaţia 


P 
x &, = p + 2, unde semnul + se ia în cazul domeniului nemărginit (corespunzător sumei 
kai 


unghiurilor exterioare, egală cu (p + 2)m), iar semnul — , în cazul domeniului mărginit (suma 
unghiurilor interioare fiind egală cu (p — 2)m). 

Formule asemănătoare se obțin în cazul reprezentării domeniilor poligonale pe un 
semiplan, 

Desigur, în punctele o, corespunzătoare virturilor poligonului avem w'(ţ) == 0, astfel că 
reprezentarea încetează să mai fie conformă. (Compară cu a doua formulă (4).) 

Determinarea punctelor a, este dificilă, iar prezența integralei din (10) face această 
reprezentare destul de greu maniabilă. 


Să observăm că numărul domeniilor pentru care funcţia de reprezen- 
tare este cunoscută sub o formă elementară, este extrem de redus. Întru- 
cit funcţia ce realizează reprezentarea conformă (pentru 2 simplu conex) 
este olomoriă în discul unitate, ea este desfăşurabilă în serie Taylor: 


o(Ţ) = 3 ob, Ig <1. (11) 


n=0 


Considerind o sumă parțială a acestei serii 


m 
o. (0)= $ ot, (12) 
n=i 
se obţine un polinom care realizează reprezentarea conformă a discului 
unitate pe un domeniu cu atit mai apropiat de Z, cu cit numărul de ter- 
meni reținut în (12) este mai mare. Aproximarea într-un punct anumit 
este cu atit mai bună cu cît acesta este mai depărtat de eventuale singula- 
rităţi pe frontieră ale funcţiei w(%). Pentru a aprecia gradul ei de precizie, 
e sugestivă compararea imaginilor w(c) şi w,„(6) ale cercului unitate prin 
intermediul celor două funcţii de reprezentare : cea exactă şi cea aproxi- 
mativă. De asemenea, se pot compara — cu ajutorul formulelor (7.15) şi 
(7.18) din paragraful următor — direcţia tangentei şi raza de curbură a 
acestor curbe-frontieră. 


Reprezentări de tipul (12) se obţin uşor în cazul domeniilor poligonale, dezvoltind în 
serie integrandul din (10) şi integrind termen cu termen. Această metodă este recomandată de 
N. Mushelişvili [5], $ 89, şi larg utilizată de G. Savin [1]. Vezi de asemenea A. Green și W. Zer- 
na |1], $ 8.25. Avertizăm însă că ea este eficace mai ales în cazul domeniilor nemărginite, cu 
frontieră poligonală conveză. Dacă 2 este măârginii și convex, frontiera-imagine e,(0) se abate 
mult de la frontiera poligonală dată, iar unghiurile apar mult rotunjite, chiar pentru m foarte 
mare. Explicaţia rezidă în faptul că pentru un domeniu nemărginit avem &, > 1, în timp ce 
pentru un domeniu mărginit, avem a, < 1. Or, considerind formula binomului pentru fiecare 
termen (5— a,)'k 1, este evident că convergenţa seriei obținute este mai rapidă dacă «, — 1 > 0, 
așadar pentru domeniul nemărginit. Raționamentul rămine valabil în general pentru unghiuri 
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„ieşinde” şi unghiuri „intrinde”?. Un exemplu de acest fel va fi examinat în $ 8, exemplul e. 
Vezi şi N. Arutiunian şi B. Abramian [1], $ 1.7. 

Integrala lui Schwarz-Christoffel rămîne adesea un punct de plecare util în lucrări ca 
cele ale lui 5. Heller et al. [1] (unde se conservă numai forma acestei integrale, dar coeficienţii: 
se aleg în așa fel încit frontiera să treacă prin anumite puncte date); V. Mahovikov [1] (în care 
se separă o parte finită a integralei, şi o serie rapid convergentă) și [3] (cu aplicaţie specială la 
domeniile poligonale). 

Chestiunea comportării reprezentării conforme în vecinătatea punctelor de discontinui- 
tate ale tangentei sau ale curburii prezintă o importanţă excepţională, din cauza fenomenului 
de concentrare a tensiunilor provocat de aceste discontinuități. Problema este amănunţit. 
studiată de M. Kikukawa [1]— [4], care alege ca punct de pornire tot integrala lui Schwarz- 
Christoffel, 

În principiu, orice domeniu simplu conex cu frontieră rectificabilă poate fi înlocuit cu un 
domeniu poligonal apropiat ; determinind o funcţie o(%) corespunzătoare acestuia din urmă,, 
obținem o funcţie care reprezintă conform discul unitate nu pe domeniul 2 dat, şi nici pe dome- 
niul poligonal ce-l aproximează, ci pe un domeniu apropiat de acesta din urmă. Chestiunea 
evaluării erorii acestui procedeu rămîne deschisă. 

Pentru domenii cu frontiere poligonale, se mai pot folosi anumite funcţii prepuse de: 
P, Sokolov (vezi M. Naiman [1]; G. Șapiro [1]), dar care nu mai derivă din integrala lui 
Schwarz-Christottel. Să mai menţionăm lucrările lui V. Perehvatov [1], V. Pisacane și L. Mal-. 
vern [1] (ambele cu referire la reprezentarea conformă a domeniilor rectangulare); K. Ciarnik 
[1] (reprezentarea conformă a domeniilor compuse din dreptunghiuri) ; V. Mahovikov [2] (do- 
menii dublu conexe), 

Adesea, funcția w(ţ) nu este cunoscută, sau este de o structură prea complicată pentru 
ca funcţiile w,,($) să poată Li ușor determinate. De aceea, în legătură cu progresele tehnicii de 
calcul, precum și ale metodelor analizei funcționale, pe primul plan trec acum metodele aproxi- 
mative de determinare a funcţiei c((), bazate pe anumite proprietăți extremale. Expunerea amă- 
nunţită a metodelor corespunzătoare este dată deL. Kantorovici și V. Krilov [1], capitolele 
5 şi 6; M. Lavrentiev [1], capitolul 1; M. Lavrentiev și B. Șabat [1], capitolul 4; S. Mihlin 
[3], $24. Vezi și monografia lui D. Gaier [1] și articolele de sinteză asupra metodelor numerice 
în reprezentarea conformă, aparţinind lui D. de Allen [1]; G. Birkhotfet al. [1]; M. Schifter 
[1]; S. Warschawski [2]. Vezi de asemenea lucrările lui W. Seidel și E. Ullrich citate de W. Kop- 
penfels și F. Staliman [1] și Iucrările indicate la nr. 18 şi 19 în bibliografia traducerii ruse a 
acestei monografii. 

Pentru anumite metode electro-analogice, vezi de exemplu A. Krilov et al. [1]. 

Pentru a incheia, să remarcăm că uneori chiar metode aproximative foarte grosiere pot fi: 
satisfăcătoare pentru calcularea anumitor elemente și, dimpotrivă, aproximări cu un mare număr: 
de termeni pot îi insuficiente pentru calcularea altor parametri. (Vezi de exemplu H. Poritsky 
şi C. Dantorth [1].) Astfel, mărimi cu caracter integral sau mediu se obţin adesea cu o bună 
precizie, în timp ce asupra unor mărimi cu caracter diferenţial putem fi indușşi în eroare (mai ales- 
în vecinătatea punctelor singulare ale reprezentării exacte, dacă prezența acestora nu este luată 
în considerare cu metode speciale). 
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$7. COORDONATE NATURALE. APLICAŢII 


a) Coordonate naturale 


Pentru simplitate, ne vom referi la cazul domeniilor mărginite de o curbă simplă închisă, 
Raţionamentele se extind cu uşurinţă la domenii mărginite de două astfel de curbe. 


În paragraful de faţă vom nota deci cu J7” discul unitate de trontieră y din planul £, 
şi cu 3 = (8) funeţia care realizează reprezentarea conformă a lui J7*, pe domeniul mărginit 
şi simplu conex Z, de frontieră jordaniană JZ din planul 3. Alegind (0) = 0, originile se co- 
respund. 

Să trasăm în planul $ un sistem de coordonate polare, cel mai potrivit pentru studiul 
fenomenelor ce se petrec în disc, Întrucit o(ț)e CO” 1” + y), fiecărei raze ce uneşte centrul 
discului cu un punct de pe, îi corespunde o curbă ce unește originea cu un punct de pe Z. 
Întrucit reprezentarea conservă unghiurile, aceste curbe sint normale pe Z. Cercurilor concen- 
trice ale reţelei de coordonate din planul [ le corespund traiectoriile ortogonale primei familii 
de curbe, deja construite în Z. Evident, acestea sint curbe simple închise, care nu se în- 
tersectează și care înconjură originea. 


În telul acesta, razelor 9 — const. le corespund curbe deschise, care este firesc să poarte 
numele de linii g ; iar cercurilor e = const., le corespund curbe inchise, care se vor numi linii 6. 

Ținind seama de formula (6.9), se poate demonstra că liniile 0 sînt liniile de nivel ale 
funcţiei lui Green, iar liniile p sînt liniile de nivel ale funcției conjugate cu funcţia lui Green (vezi 
de ex. S$. Stoilov [1], vol. 2, cap. 5, pct. 6). 

Pentru exemple concrete, vezi $ 8, exemplele a şi d. 


Reprezentarea conformă induce astfel în 2 un sistem de coordonate 
curbilinii ortogonale, numite coordonate naturale ale domeniului. Cores- 
pondența biunivocă între 2 şi /[* tace deci ca fiecărui punct 3 = a, + i = 
= R exp (îy) din Z să-i corespundă un punct t=p exp (i0) în J1[*. Este 
firesc să atribuim punctului 3 de coordonate carteziene z,, 73, coordonatele 
naturale (2,6) asociate lui în acest mod. 
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Dacă Z este mărginit și dublu conex, rolul discului unitate îl ia 
coroana circulară corespunzătoare, iar reţeaua de coordonate păstrează 
același aspect. 

Dispunem astfel de posibilitatea, de a transcrie formal orice funcţie 
sau relație dată în 2, ca o funcţie sau relaţie în 7 *, aşadar într-un domeniu 
de structură foarte simplă. Astfel, de exemplu, pentru a transcrie o funcție 
(scalară) de punct f(3, 3) în 7, este suficient să înlocuim pe â prin va- 
loarea sa 


3 =o(4) = 3 ob. (1) 


(Pentru Z dublu conex, în loc de (1) trebuie să considerăm o serie Lau- 
rent.) 

Vom conveni ca, atunci cind este cazul, să atribuim indicele (1) 
tuneţiilor date în planul 3 („planul fizic”), şi să păstrăm acelaşi simbol 
funcţional, dar tără indice, pentru transformata funcţiei considerate în 
planul E („planul reprezentării”) : 


fală: 3) =fulo (9, o (091 = 0). (2) 


Subliniem că în timp ce funcția fn, (3, 3) deserie In genere un lenomen oarecare In Z, 
funcția f($, 0) nu descrie un fenomen analog în J7 * + relaţia (2) trebuie înţeleasă ca o identitate 
matemalică, ca o schimbare de coordonate în Z, și nu ca descrierea unui fenomen din A 
prin intermediul unui fenomen în J*. 

Cunoașterea funcţiilor ce şi fi, permite scrierea funcţiei f. Reciproc, dacă funcția [= 
= w 1(3) poate ti explicitată, atunci cunoaşterea lui f/ atrage cunoașterea explicită a lui fa 
În orice caz, cunoaşterea funcţiilor co și f asigură cunoașterea funcţiei f; 1) cel puţin sub formă 
parametrică : pentru un te" dat, se cunoaște atit punctul 3 e Z corespunzător, cit şi 
valoarea lui fi, în acel punct. 


Din (1) şi (2) rezultă formula de derivare în coordonate naturale : 
fa = fe SG = flo 0. 3) 
În particular, pentru o funcţie de o singură variabilă complexă obținem deci 
la3) = RO fa) = Oe). (4) 
Evident, aceste formule nu depind de ordinul de conexiune al domeniului. 


În astfel de formule, vom nota adesea derivata în planul 4 a unei 
funcţii, cu aceeași literă, majusculă însă : 


fiu(3) = Fată). (5) 


Componentele unei mărimi care nu sint scalare (de exemplu deplasările sau tensiunile) 
depind și de poziția axelor locale atașate coordonatelor naturale. Anume, trasind tangentele 
la liniile p şi 0 ce trec printr-un punct dat din Z, obținem un sistem local de axe carteziene rec- 
tangulare, care se vor numi axe (p, 0). Acestea sint frecvent utilizate în problemele antiplană și 
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plană. Conform convenției din $ 4.1, componentele deplasării în aceste axe se vor nota us 
ug ; componentele deformaţiei vor fi 2,» pp» Epp ; iar cele ale tensiunii vor fi 25, 70, 99. 

Dacă vom face uz de coordonate polate în ă cae e pinul fizic 3 = R exp (iX), atunci com- 
ponentele tensiunii, de pildă, se vor nota Ră, Ra Za 

Poziţia axelor (g, 6) faţă de axele (7, z,) este deplin caracterizată de unghiul i format 
„de axa locală p cu axa z,, în sensul de la z, la p, (Pentru justificarea notaţiei, vezi și $ 3, pag. 
699. Acesta este tot un caz particular al notației ce va fi folosită în figura A.7.3,) Evident, acest 
unghi este funcţie de x, za, adică de p, 0. Dacă 3 se deplasează pe linia p, punctul corespun- 
zător se deplasează radial, în lungul razei 0. Avem deci 


dă = jdglexp (19), aţ=iatiexp (î9), (6) 
e unde 
exp (i 3) <a „Să, = (0) at = “0 ———— exp (i9), 
143] lot Dai lot 


sau încă, intrucit £ = || exp (i9): 
exp (15) = total. (7 


(Relaţia este valabilă numai pentru domenii simplu şi dublu conexe.) 
Pentru un vector de componente V,, V, în axele carteziene inițiale, obținem 


Vi Va = exp (9) (Vi Vo), (8) 


unde factorul exp (î9) este dat de relația (7). În mod analog se pot obţine formule de trans- 
formare pentru componentele unui tensor. 


b) Elemente geometrice fundamentale 


Anumite elemente geometrice ale domeniului simplu conex 2 (elementul de arc şi 
curbura pe JP, aria, centrul de greutate și momentele de inerție ale lui 2) pot i calculate 
făcind uz numai de valorile la limită ale lui c($) și ale derivatelor sale. Anume, notind 


i = o = exp (10), o=oc"!, (9) 
avem evident 


o 
t=alg= et) =, 0'(0)|, = daldo, 00), = d?eo/dat, (10) 


unde prima relaţie este valabilă pentru ZeC;a doua, pentru ZelC:; a treia pentru 
P e C? (vezi formulele (6.5), (6.6)). 
Pentru elementul de arc ds pe frontiera Z obținem mai intii 


ast = dz? + azi = atat, (1) 
de unde, dacă Z e C?, deducem 


dsila = — w'(0)a'(0) a” *(do), 
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i deci 
ds|,, = — Vote w' (6) s”ldo. (12) 


(Radicalul se ia cu determinarea sa pozitivă, intrucit avem — ic 1 do = d; alegerea 
semnului + în (12) ar corespunde la schimbarea de sens pe Z£.) 


Prin urmare, lungimea unui arc oarecare al curbei frontieră este dat — pe orice porțiune 
pe care curba e de clasă C2— de formula 


o 0 
SS = — ă Vo” (a) w' (0) o 1do. (13) 


De aci urmează că orice funcţie dată pe Z ca funcţie de s, poate [i lranscrisă și ca funcţie 
de (sau de 0). În particular, dacă pe Z este dată o funcție fa/(s), integrala acesteia In raport 
cu s este 


, o —————. 

j la) da = —i | fa 1s(9)] Vo” (7) a (o) a1as, (14) 
i) i] 

unde funcţia s(6) este dată de (19), 


Pentru a calcula cosinuşii directori ai normalei sau tangentei la curba frontieră, obținem 
ușor din (4.22) și (12): 


8 = cos (8, zp) +icos(8, zi) =io Voolo' (a) * (15) 


Dacă avem _/ e C? pe porţiuni, această formulă trebuie folosită pentru fiecare porţiune 
în parte (vezi mai jos $ 8, exemplul e). 


Pe porțiunile pe care Ze C3, putem face uz dea treia formulă (10). Ținind seama de 
(9), urmează că coordonatele a, za pot fi privite ca funcţii de parametrul real 0 pe [0,2]. 
Întrucit avem 


d/d8 — (da/d0) d/do, da/adf = i exp (i0) = io, 
urmează evident 
d/dd = ind/do, d?/d0? = — (0? d*/do? + o d/do). (16) 


Pentru a culcula raza de curbură cu ajutorul formulei (3.19), unde rolul parametrului 
reul r îl joacă acum 0, vom ţine seama că pe Z avem 


zi? + zi? = (at/40) (4/40), ai ai — zi 27 — Im [(dt/40) (d2t/d89)]. (17) 
Introducind (16) şi (17) în (3.13), obţinem în detinitiv 


R|g =: le” (a) (9)! 
w' (6)u' (6) + Re lao'(6) o” (9)] 


A (18) 
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c) Arie, centru de greutate, momente de inerție 


Pentru aria D a domeniului Z*, avem din (3.4) și (4.29) 


D = ziţ at, (19) 
2 | 


formulă valabilă și pentru un domeniu multiplu conex mărginit ; în acest 
caz, integralele pe componentele interioare ale lui Z trebuie luate în sensul 
retrograd de parcurs. Dacă Z este simplu conex, cu -Z e C? pe porţiuni, 
(19) devine 


[tija zi$ STau'ța)aa. (20) 
2 J» 
Introducînd aci expresia (10) şi integrînd, obținem 
D= $nla,k. (21) 


n=l 


Notînd cu e =a+iat afixul centrului de greutate, obţinem din 
(3.5) şi (4.29) 


_ 7 1.9 
Din jo dD = zip, ti dt (22) 


(formulă valabilă, ca şi (19), şi pentru un domeniu multiplu conex). Dacă 
2 este simplu conex şi ZecC? pe porțiuni, avem de aci 


Ru —zi$ sl) 273) elite. (23) 


Pentru a calcula momentele de inerție, întrucît avem 
(3 — 30 = (2 — 2 — (a — 03 + 2i (2 — 20) (Za — 29), 


RE (24) 
(3 — 80) (3 — 30) = (2 — 00 + (ra — a, 
este firesc să introducem, cu ajutorul formulelor (3.8), cantităţile 
| = lasa — nt Zi ha = (| (3 — 30) 4D, 
+ 
(25) 


lo = lu + la = $j (3 — 30) (3 — î0) dD. 
+ 
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Mărimea | se numește moment complex central (nu și principal) 
de inerție, iar la este evident momentul polar central de inerție al domeniu- 
lui 2". 


Din (25) se obţin ușor momentele în raport cu alte axe, rotite de un unghi oarecare 9 
faţă de cele inițiale. Anume, pentru un punct de atfix 3 în axele vechi și 3l în cele noi, 
avem evident 


ş = exp (DI 3; (26) 
din (25) obținem deci 
[1 = [exp (—2i9Il, = (27) 
de unde 
1 1 t : 
Li — Zu -- la.) -- Pa past las) cos 2 9 — na sin 2 %, Fig. A.7.3 
1 1 
ll = = (luat las) — = (a — lea) cos 29 + la sin 29, (28) 


1 
ls = z Us — las) sin 29 + la cos 29. 


în particular, luhid [1 = 0, obţinem relația - - 
t829 = 2 ls:(aa— la) - d + 


care permite determinarea axelor principale centrale de inerție. 


Ținînd seama în (25) de formula lui Stokes (4.29), obţinem (pentru 
Z eventual multiplu conex) 


Îi, î = 
l=——] d (î — 0 (t — 30) di, 
2 js 
(30) 
3 de 
lo = — Sil (t — â0) (t — 30)? dt, 
4 Je 
de unde în cazul unui domeniu simplu conex 
i . f PR: E = Li 
| = — de [e (5) — 30 [o (6) —âo]o'(6)ds, 
j Y 
(31) 


[= — Zi fo (0)— dal (Ta) — înfot(o) do. 
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Pentru momentele ne-centrale | şi J, se pot construi formule analoge, înlocuind în 
(25) — (31) pe ao prin zero. În particular, din (31) obținem 


Ţ — i : 
=— i i [o (o)?uw (0)o'(0)do, Jj=——i i w (5) [o (6)Po'(0)do. (32) 
: Y 4 d d 


Dacă funcţia «w(() este raţională, integralele ce intervin în determinarea ariei, centrului de 
greutate și momentelor de inerție, se calculează cu ajutorul teoremei rezidurilor. 

Dacă Z este dublu conez, formulele (12), (14), (15), (18), (20), (23), (31) și (32) pot fi 
ușor generalizate pornind de la înlocuirea formulelor (9) prin 


d A = Pos, 4 la, = po, o — exp (i0). (33) 
Astfel de exemplu, din (11) și (33) obţinem, în loc de (12): 


ds! = -itVo Vo do, LL 00; (34) 


pe orice cerc de rază pe[p,; Pol. 


$ 8. REPREZENTAREA CONFORMĂ. EXEMPLE 


Vom da aci numai cîteva exemple de funcţii suficient de simple, 
ce realizează reprezentarea conformă a discului unitate sau a coroanei 
circulare, pe anumite domenii. Acesta nu este un dicționar de reprezentări 
conforme, ci serveşte numai la a sublinia ideile principale, şi a pregăti 
exemplele din capitolele 5 şi 6. 


a) Transformarea omografică 


Să considerăm funcţia (transformarea) omogratică şi inversa sa 
3=(a+b)l(et+d), = (—d3+b)/(c3—a), (1) 


unde a, d, c, d sînt constante complexe, şi ad pf bc. Relaţiile (1) stabilesc vizibil o corespondenţă 
biunivocă între întreg planul £, și întreg planul 3. 

Această transformare conservă cercurile (inclusiv dreptele, privite ca cercuri de rază 
infinită) ; într-adevăr, scriind ecuaţia unui cere sub forma 


A (32 + 22) + Ba, + Cr + DS A33+ Re [(B—i03] +D=0, (2) 


și introducind aci (1), obţinem o expresie de acelaşi tip în variabilele £, G. 
Să retinem cazul particular de transformare omografică 


= SI —a0), î=31(t +a), (3) 


(unde a este o constantă reală). În acest caz, punctelor (0,1/a, La) din planul le corespund 
punctele (0, 3» — 1/a) din planul î. 
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Să trasăm sistemul de coordonate polare din planul £ (fig. A.8.1). Imaginea unei raze 
(„„cere” de rază infinită ce trece prin punctele 0,7) este deci un cerc ce trece prin punctele 
0,—1Ja. Imaginea unui cerc e = const. este de asemenea un cerc. Prin urmare, liniile 0 = const. 
sint cercurile ce trec prin punctele 0, —1/a, şi au axul radical 2, = —1/2a, iar liniile p=const. 
sînt cercurile ortogonale celor dintii. 

Cercul p = const. taie axa £, în punctele + p, cărora în planul 3 le corespund punctele 
+ p/(1 F ap), situate pe axa reală. Centrul zi » 23 şi raza R a cercului ce trece prin aceste 
puncte sînt deci cunoscute din formulele 


di =ai(1 —a2p9), aa =0, R= pl(1 —a2p2). (4) 
Pentru a inversa aceste formule, observăm că ultima din ele dă 
p=[—14+ Vlas Rj:2aR>0. (5) 


Dacă dorim să reprezentăm conform o coroană circulară excentrică de raze Ry, R, pe o 
coroană circulară, formula (5) dă razele 9, corespunzătoare cercurilor de raze R, (j=0, 1). Prima 
relaţie (4) — scrisă pentru centrele corespunzătoare si x i — ar furniza două expresii distincte 
pentru parametrul a. În fapt insă, nu cunoaștem poziţiile centrelor, ci numai (linia centrelor 
liind aleasă drept axă 0x,) distanţa lor Ip, = 2? — 21, Calculind pe lo, cu ajutorul primei relații 
(4) și ținind seama de ultima relație (4), căpătăm lo > (Bobo — Riga). Introducind aci expresia 
(5) (scrisă pentru ambele cercuri), deducem : 


a = ton: VB 8 (3 + RD +4. (6) 


Prin urmare, dale fiind două cercuri care nu se intersectează, și avind razele Rp. RR, 
şi distanța centrelor 19, formulele (5), (6) permit să se determine alit parametrul a al reprezen- 
tării (3), cit și razele pg, pg. ale cercurilor corespunzătoare celor date. 

Izolind în (5) produsul ag, conchidem uşor că ap < 1. 

În ce priveşte dreapta 6 = const., aceasta are ecuaţia B E, + C E. =0, unde —B/C= 


= tg 0. Notind B + i C = B, această ecuaţie se scrie f [+ 6 [ = 0, de unde, făcînd uz de (3), 
căpătăm ecuaţia cercului-imagine sub forma a(f -+- 6)33 + Bg +03 = 0,sauincă zi rai + 
+ (1/a) 2 + (ClaB)za = 0, ceea ce dă poziţia centrului cercului şi raza sa : 


zi = — 120, a$ = — CRaB = (ctg 0)2a, r = Va) + (52 = 12 asin 0). 

(7) 

Un raționament similar celui de mai sus permite inversarea acestor formule — ceea ce 
este necesar cind avem de-a face cu două cercuri care se intersectează, 

Acum putem construi efectiv rețeaua de coordonate naturale atașate reprezentării (3). 
Imaginea sistemului de coordonate polare din planul £ (fig. A.8.1) este dată în figura A.8.2 
(pentru a = 1/5), Săgeţile indică sensul de parcurs (ce poate fi urmărit cu ajutorul nodurilor 
corespunzătoare ale reţelelor de coordonate). Subliniem că în figura A.8.2 punctele 0, —1/a sint 
unite prin cite două arce de cere parcurse în sensuri opuse, dintre care unul corespunde razei 
6 = const., iar celălalt, razei opuse 0 = const. -+- 7 din planul £. 

Alegind pe figura A.8.2 un domeniu oarecare mărginit de două cercuri 0-= const. şi 
două cercuri g = const,, principiul corespondenţei frontierelor arată că prima funcţie din (3) 


(( SV 
NS pu IP 


Fig. A.8.2 
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realizează reprezentarea conformă a domeniului mărginit de razele și cercurile concentrice cores- 
punzătoare din figura A.8.1, pe acest domeniu). (Pe ambele figuri, arcele trasate îngroșat dau un 
exemplu de frontiere în corespondență.) 

Reciproc, dat fiind un patrulater curbiliniu dreptunghic format din arce de cerc, atunci 
parametrul a și valorile corespunzătoare p, 0 pot fi efectiv determinate. Pentru astfel de domenii, 
transformarea (3) realizează deci reprezentarea necesară. 

OBSERVAȚIE. Punctul (=5 din figura A.B.1 trece în punctul 3. Prin urmare, de exemplu, 
interiorul cercului e =— 10 din figura A.8.1 trece în exteriorul cercului notat tot cu p = 10 în 
figura A.8.2; punctul, trebuie privit ca punct interior al acestui domeniu, astfel că exteriorul 
cercului considerat este simplu conex, şi nu dublu conex. Pe de altă parte, exteriorul cercului 
p = 10 din figura A.8.1 trece în interiorul lui g = 10 din figura A.8.2; el nu conține însă punc- 
tul notat cu p = co, astfel că interiorul acestui cerc trebuie privit de fapt ca interiorul unei 
coroane circulare, așadar ca un domeniu dublu conex. 

În legătură cu cele de mai sus a se revedea și $ 3, pag. 694. 


b) Coroana eliptică (elipse confocale) 


Să considerăm funcţia 
g=e(+hţ), c>0, n>0. (8) 
Întrucit avem 3 = 2, + iz, $ = pexp(i0), din (8) deducem 


z=c(p+hp1)cos6, y=c(p—hp”1)sin, (9) 
așadar ecuațiile parametrice ale unei elipse de semi-axe 
a=c(p+hp), b=e(p—hp3), (10) 


pentru oricare p pentru care e — hp 1 > 0, aşadar pi >h. 
Distanţa focală a acestei elipse nu depinde de p: 


= aq — = 4he, (11) 


Principiul corespondenţei frontierelor arată deci că funcţia (8) realizează reprezentarea 
conformă a coroanei circulare de raze pp> py > h din planul €, pe domeniul dublu conex mărginit 
de două elipse contocale Z, și £, din planul 3. Linille p=const. sînt elipse cuprinse între Ze 
și Z, şi contocale cu acestea, iar liniile 0 = const. sînt hiperbole, de asemenea confocale cu ele. 


Reciproc, fie date elipsele Z, (de semi-axe a, b) și Z, (de semi-axe a”, b”). (Notaţia nu 
este consecventă, dar este comodă ; în plus, ea evită unele confuzii ulterioare.) În acest caz, 
din relaţiile (10) scrise pe cele două componente ale frontierei urmează : 


dle = p+hpi!, ble= p, —hpi!; alc= po+heg!, ble = po —hpg!. (12) 
"Ținind seama și de condiția de legătură (11), de unde 
qM—bi= aq —b=—A4hc, (13) 


rezultă că pentru elipse confocale, avem de determinat trei din cele patru constante c, k, Po» 
9» una din ele putind fi aleasă arbitrar, Adunind termen cu termen primele dauă și ultimele 
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două relaţii (12), căpătăm 

ab =2câ, a+b=2cg; (11) 
de unde, luînd de pildă g, = 1, și ţinind seama de (13), deducem : 
ab a+b 


1 
C= — (a + b”), h = — Li 2o iC 28 [i fi — 1 » (15) 
2 a 4-b' a + b 


astfel că funcţia (8) care reprezintă conform interiorul coroanei circulare de raze pp = (a + d): 
: (a'+b') și 1, pe domeniul mărginit de £,, Z, devine 


zii : a'—b' 
== d) (+ —— Ti. 06) 
2 a'+b' 
Întrucit a-+-b>a'-+b', avem evident po > 
> ei, Si hi: 
În loc să fixăm valoarea ș, = 1, pulem da 
dinainte valoarea parametrului h = 1. În acest caz, 
(3) se va scrie 


g=ec+t), (17) 


formă sub care ea poartă numele de transformarea lui 
Jukowski. Din (13) şi (14) deducem acum 


ne a+b a' + 
par 20 =] e a=| , (18) 


a—b a'—b' 


astiel că funcţia (8) care reprezintă conform interiorul coroanei circulare de raze co, pi din (18), 
pe domeniul mărginit de Z£,, P,» este 


i XEO 
ag Ş Va — (+7. (19) 


Valorile e, pg din (15) nu trebuie în nici un caz confundate cu cele din (18). Notăm că h 
din (15) este legat de p, din (18) prin relaţia h = ei: P 

După cum se vede din (10), dacă raza e, a cercului interior este Va „ atunci semi-axele 
elipsei interioare sint 


a'=2cVn, v=o, (20) 


şi „£, se reduce la un segment mărginit de focarele lui :£ (compară şi cu (13)). 

Dacă în particular h = 1, urmează că segmentul | — 2c, 2c] este imaginea prin intermediul 
transformării (17), a cercului unitate ; în acest caz, valorile corespunzătoare din (15) şi (18) 
coincid, 

Într-adevăr, din (15) căpătăm 


a+b 


1 
cz, pp= „h=1 (pentug = 1), (21) 
2 
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iar din (18) deducem 


€ = 


wo | m 


a, =, e, = 1 (pentruh = 1), (21) 


unde valorile pp coincid în virtutea relaţiei (13) (pentru b' = 0). 


Aşadar, lunetia (19) reprezintă contorm coroana circulară de raze pp = Viaro) ] (a—b) 
şi pp = 1, pe discul eliptic de frontieră  p,cuo tăielură între focare. 
Din (9) avem acum 


x, = 2ecos 0, 2, —=0, (22) 


astfel că acest segment este parcurs de două vri In sensuri opuse, atunci cind punctul 
o = exp (10) parcurge pe y. În loc de (22), mai putem serie 


tme(c+ao), t=0, (23) 


ceea ce arată că punclele o şi a de pe Y au drept imagine același punet (,, 0) de pe segmentul Z,. 
Se știe că functia care reprezintă conform discul eliptic pe discul unitate este de structură 
foarte complicată : 


DB N9 > 2 "SNA 
= Vel) je 33 e )]; (24) 
a+b L- a-+b 
unde sn este funcția sinus-întegral (inversa integralei Schwarz-Christofiel care reprezintă conform 
semiplanul superior pe interiorul dreptunghiului de virturi K, — AR, K+iR, —E+IN), 
Pentru detalii, inclusiv semnificația funcției k şi a constantei K, vezi de exemplu W. Koppen- 
fels şi F. Stallmanu [1], $ 7.1; $. Mihlin [1], $30; 2. Nehari [1], $ 6.3, 

Funcţia lui Jukowski — pentru același disc eliptice cu o tăietură între focare — este în 
schimb foarte simplă. În unele probleme, se poate trece ușor de la cazul discului eliptic cu tăie- 
tură, la cel al discului eliptic plin, punind anumite condiţii de conjugare pe segmentul Z, pentru 
funcțiile căutale — ceea ce este incomparabil mai simplu decit a se face uz de functia (24). 


Prezintă totodată interes utilizarea de metode aproximative pentru problema considerată, 
1. Kantorovici şi V. Krilov [1], $ 5.6, dau o astfel de metodă, precum și un exemplu numeric 
pentru elipsa de semi-axe 3/3 A Var ş 


ai, (25) 


Notind cu w,, ($) polinoame de grad m ce realizează reprezentarea conformă aproximativă 


a discului unitate pe acest disc eliptic (aşadar nu ncapărat sume parțiale ale seriei (6.11) pentru 
funcţia (24)) avem: 


co, (ţ) =0,99ţ, 

ca (() = 0,99 (+ 0120), 

cs ([) = 0,99 ($ + 0,12 72 + 0,035), 

ca ([) = 0,99 ($ + 0,123 + 0,03% + 0,01 $). 


(26) 
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Pentru a evalua gradul de precizie al procedeului, se pot calcula coordonatele z,, za 
pe curbele-irontieră «(6), 0z(0), oș(8), (0) ca funcţii de unghiul 0. Curba w,(0) este un cerc; 
curba &;(9) nu a putut fi trasată, intrucit la scara desenului ea coincide cu elipsa w(0). 


——— top = 0,99 (6+0,128%) 
—— coş = 0,99 (9+0,120%+0,03 s%) 
“+ 


0 = 
(IE) 
Fig. A.8.4 
c) Cardioida 
Să considerăm funcţia rațională (mai mult: polinomială) 
ş=o(D=a(1+t, a>0, (27) 
a cărei inversă este 
= Vata —1. (28) 
Introducind aci (7.9), obţinem ecuațiile parametrice ale curbei frontieră Z : 
z, = a(1 + 2 cos0 + cos 20), z; = a(2 sin? 4 sin 20), (29) 


de unde, intrucit avem 4 = R exp (îx), deducem 


R=V2 i =2a(1+cos0), tex= al = ta 0. (30) 
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Prin urmare, avem % = 6, şi (29) este forma parametrică a ecuației unei cardioide, cu 
punctul de intoarcere În originea axelor, Funcţia (27) ic căii deci discul unitate pe domeniul 
mărginit de această cardioidă. 

Întructt funcția (27) este rațională, putem determina uşor parametrii geometrici ai do- 
meniului. 

Întructit din (27) și (7.9) avem 

o'(0) =2a(1 +0), o'(5)=2a(1+o”)), (31) 


obținem imediat din (7.12) 
ds Pi = —2ia(1 + 0) 022do. (32) 


Pentru a integra această expresie, vom ține seama că 
| g-3itda = — 2a”li?, | o”l2da = 2ali?, 


astfel că (7.13) şi (32) dau 


spe. (33) 


Funcţia (1/2 este multiformă (vezi 5.44). Alegind drept 
origine a abscisei curbilinii punctul a = — 1 corespunzător 


unghiului 0 = — x (vezi fig. A.5.2 şi A.5.3) și ţinind seama de (5.45) (punctul considerat se 
găseşte pe bordul inferior al tăieturii), avem 


a? a i, ogi/€ 


sS—sS9= — 4 a(a!* — 


Fig. A.8.5 


=i, 


astie] că (33) devine 
s = — 4ia(ol? — go! 4 2i), (34) 


Întrucit a!/? — g-1/? = 2i sin (9/2), această formulă se mai serie 


s(0) = 8 a[1 + sin (0/2)]. (35) 
În particular, pentru 6 = x obţinem perimetrul cardioidei : 
+r 


= 16 a, (36) 


Introducind (27) și (31) în (7.20) și (7.23) avem 


D = ej (1+ o) (1 + 0-1) do, 


(37) 
Dao = — ief (1+ o0B(1 + o-1hde, 
y 
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Ținind seama că originea este un pol (și singurul) de ordinul al doilea pentru ambele 
integrale, obținem cu ajutorul formulei (5.30) 


D= 2ri(—ia?)-3 =6rab, (38) 
D e = 2ri(— ia3).5 = 10 mas, (39) 

de unde 
do = 5ald. (40) 


Mai departe, pentru momentele centrale de inertie avem din (7.31) 


1 E 5 
Ip = — — iai [(1+ ok — Fi ( + al — | (1 + 6) do, 
> E) . 


2 
(41) 
5'P Să 
| = —iat (1 + o— — (14 o 1— — (1 + a)do, 
4 3 3 
de unde, folosind teorema reziduurilor, obţinem 
55 8 21 47 
l = — nat, [= — —nat, lu=— ra, las — 08, le =0, (42) 
3 3 2 6 
Pentru momentul polar necentral de inerție obținem din (7.32) : 
1 
hb=—— d (1 + 0) o“1do = 35rnai. (43) 
2 = 


Evident, valoarea |, din (12) se putea obţine din (13) și (10) cu ajutorul teoremei lui 
Steiner (vezi (2.7)). 


d) Lemniscala lui Bernoulli 


Să considerăm acum cazul funcţiei iraționale 


3=a(D=a(+0i, a>0, (44) 
care are inversa 


= (ala —1. (45) 


Abstracţie făcînd de o translație şi o omotetie, (44) este inversa funcţiei (27). Funcţia 
(44) se obține din (5.44) prin aplicarea succesivă a transformărilor, 


3=aZ, 2Z=WI, Wait. (46) 


Punctul $ = — 1 este un punet crilic algebric. 
Întrucit patrulaterul (0, c, 1 + , 1) din planul E este un romb, avem 


1+ o = 2cos (0/2) exp (0/2), (47) 
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de unde 


t= lg = Rexptip lg = a 2cos (0/2) exp (î9/4) (48) 
astfel că imaginea cercului unitate are ecuaţiile R = a 2 cos (8/2), x = 04, 


ceea ce conduce la ecuația lemniscatei lui Bernoulli : 


R = a 2 cos 27. (49) 


Privind transformarea (44) pe frontieră ca o suc- 
essiune de transformări col + 09 aji + 0, consta- 
lăm că atunci cind argo = 6 lrece prin valoarea 7, 
arg (| + a) are o discontinuitate, și trece de la valoarea 


( — 2) la valoarea — i (x — e). Într-adevăr, avem 
2 2 Fig. A.8.6 
arg (1 + o) — are tg (Xa/X,) (unde am notat cu X,, Xa 
coordonatele carteziene în planul variabilei W = 1 + $), iar pentru 9 = x avem arctg (X,/X,) = 
= xl2, aşadar un punct de discontinuitate al funcţiei tangentă. Pentru a păstra determina- 
rea pozitivă a radicalului din (49) trebuie de asemenea să considerăm că arg o trece de la o 
valoare m — e la valoarea —r + e. În definitiv, aceasta va obliga să luăm ca interval de 
variație pentru 0 nu intervalul [0, 275], ci intervalul |— x, x]. Ca imagine a cercului unitate, 
alegind acea ramură a funcţiei de reprezentare care face ca punctului (=—1 să-i corespundă 
punctul 4 = a 2, obţinem bucla de lemniscată situată în semiplanul z, > 0, parcursă în sens 
direc! Incepind din origine. Pentru a doua ramură a funcției (44). obținem bucla simetric 
dispusă din semiplanul z, < 0. 


Pentru determinarea cantităților D, gg. |, lg. vom face uz de formulele (7.20), (7.23) 
şi (7.31). Întrucit din (44) urmează 


(0) = a(1 + oh, cola) —a(1 + a): a-i, 


(50) 
1 mea: 
w'(0) = — a(1+o)"1,  w'(0)= —a(1+ ori, 
2 2 
obținem 
1 1 B=+= 
D= — —ia: dh do! = — ia: gl? =, (51) 
2 PR 2 9=-—s 


Pentru a determina centrul de greutate, avem mai întii 


1 
Dim = lat dia Mi A 
A y 6 
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unde, electuind substituţia 1= Vu + 0)/c, obţinem 


PSI Br i — |6=+x 
Peco |lara-- ez) == [n dir s- Ve] L : 
2 Vizo + Vo Je=-a D= — 


(52) 
Cind punctul o parcurge cercul unitate Y în sens direct peniru —x< 0< x, punctul 


(Vie -|'o) parcurge o curbă simplă deschisă cu capetele în punctele i, —i. Prin urmare 


funcţia In (Vio G -Vo ) are între aceste puncte o creștere — aceeași pe orice ramură a funcţiei 
logaritmice — care se calculează ţinind seama că In i = ix/2, In(— i) = — i/2, şi deci 


| 1+ Sao =in. (53) 
J v i 


Din (51)—(53), obţinem astfel 


de = 7a/4. (54) 


Pentru momentele centrale de inerție avem acum din (7.31): 


| za 2 
pene n A ada a vei A m ia de, 
4 A Ve 2 G 4] Va 
pata — 2 fite m Vito m juc: 


1 
lp=— — iat e ai me e E ptiie 
8 ia o 2 


o 4 5 8 Vo 
(ceilalţi termeni ai integranzilor sint sau constanţi, sau de forma (1 + 0)1/2, astfel că inte- 
gralele corespunzătoare lor sînt nule). În aceste formule intervine valoarea calculată a inte- 
gralei (53), precum și două integrale ce se calculează imediat: 


(55) 


3112 do = 2a1/2 iu medi, 
> 6 = —x 
(56) 
Di joase dili [EREI scrii 
> 3 9=-—z 
Cu ajutorul substituţiei 1 + o = î? obţinem şi 
1 —- 1 —1 
Pe ae a Jipa ra =] = 2xi (57) 
PL. Vi+o+1 


(unde am ţinut seama că pentru o parcurgind Y, punctele Vi +o—1 şi Vi + 0 + 1 parcurg 
conture inchise, dintre care primul conține originea, iar al doilea, nu) 5). 


5) Vezi şi $ 5.22, nota de la pag, 343. 
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Introducind (53), (56) şi (57) în (55), obţinem 
[2 


(58) 
Pentru momentul polar necentral de inerție, deducem din (7.32) 


1 1 
i cita E ant iul, 
8 > € 


4 
Funcţia (44) are o formă destul de simplă. Formula binomului dă imediat 


au —3 
a + VU? = ali + A (— spera ARZI 


= e] , (60) 
nl 2 n! 

de unde funcțiile o,„(E) din (6.12) se deduc ușor. Prezenţa punctului critic [ = — 1 Inrăutăţeşte 
sensibil convergența acestei serii în vecinătatea sa. Astfel, luind a = 1 şi considerind numai 
punctele o = — 1 şi o = 1, obținem 


(59) 


o 9) 


o(9) w(9) 
= —1 0,273 0,227 1) 
o=l 1,393 1,407 1,414 
> 


Sri 
th 


oulojereza-fo? 


2 tp(0)efez 0-05 


— — ta (0)= eg Ş- 73 ”'-Ă gt 
— i(0)= (+1)? 


Fig. A.8.7 


Ca și în cazul elipsei, dăm aci în figura A.8.7 curbele aproximative &,(0), pe care le 


comparăm cu frontiera exactă «w(0) (0 jumătate de buclă). Abaterea în vecinătatea valorii 
6 — e este evident mare, şi scade foarte încet odată cu creșterea lul m, 


Cu titlu de exemplu, dăm în figura A.8.8 liniile de coordonate naturale corespunzătoare 
transformării (44). Ele pot fi trasate ţinind seama că din (44) urmează, pentru [ = p exp (9): 


zi — 23 =1+ pcos 0, 


2x23 = psin 0, (61) 
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de unde 


(62) 


pa 04 a: ri a 7 
Fig. A.8.8 


e) Pătratul. Planul cu un orificiu pătrat 


Formula lui Schwarz-Christotfel (6.10) permite uşor determinarea funcţiei o(%) în cazul 
unui polinom regulat : punctele o, sint dispuse simetric pe Y, și pot îi determinate ca soluţii 
ale ecuației binome o” + 1 — 0, iar exponenţii x, sint egali între ei, ț 

În cazul pătratului, avem o, = (+ 1 + î)/j2, a, = 1/2, și (6.10) devine ! 


g=a+a [ (4 CDR aţ, 


. 
bi] 


Alegind a' = 0 și (a = 0, centrul cercului Y are ca imagine centrul pătratului. Pentru 
pătratul de latură 2 trebuie să avem (întrucit punctele = 1 și 3 = 1 se corespund) a = 1,080. 
În definitiv, funcţia 


3 = 0 (0) = 1,080 ţ (+ TIE aţ (63) 
0 


reprezintă conform discul unitate pe interiorul pătratului de latură 2. 


Pentru planul cu un orificiu pătral de latură 2, avem 6, = (+1 +i)/V2,a,=3/2, 
astfel că (6.10) devine 


ş=a'+a a + DIA ps, 
Li 
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Întrucît punctele (1, —1, a) Și (1, — 1, gg) Se corespund, obținem de aci 
d 
3 = 0_6) = 1 — 1180 (1 oz pa at, (64). 


Ca titlu de exemplu, să calculăm elementul de arc, direcția tangentei, şi raza de curbură 
a fronticrei pătratului de latură 2, cu ajutorul formulelor (7.12), (7.15), (7.18), utilizind funcţia 
(63). Întrucit aci intervin numai valorile la limită ale derivatei funcţiei c,(%), integrala din (63). 
nu ne va incomoda. Avem mai întii 


ow' (0) = ali + ct, a = 1,080, (65) 


o (0) = ji + 0-1 = + aci + oi, (66). 
unde semnul nn poale fi luai arbitrar. Într-adevăr, întrucit 
c'.(5) 0! (6) = + Mo2(1 + st) > 0, (67). 


vom alege în (66) semnul plus sau minus, după cum a? + o 2—2 cos 26 este pozitiv sau nega- 
tiv. Cu aceasta, (66) devine 


——— 1 1 3 5) 

as?/1 + ot pentru— —x << —nxsau—x<f6< = 

- 4 4 4 A 
w(6) = (68), 


Ta 


——— 1 : 5 7 
— aci + si pentu —n<0<—xrsau—xn<0<—nr, 
4 4 4 4 


Pentru elementul de are obţinem acum din (7.12) și (67), (68) 


ds = |] Le a Pac LR ai (69) 
di: E A V2 Icos 28! | 


Pentru direcția tangentei la frontieră deducem din (7.15), (65)și (68): s= i V= 1», 
unde semenele sint luate ca în (68); așadar: 


1 1 
i pentu ——xr<0<—nr, 
4 
1 
—1 pentru —rnr<0<—rx, 
$= (70). 


E 5) 
—i pentru  —r<90<—rx, 
4 4 


5 ? 
1 pentru —r<06<—nr. 
A 4 
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Pentru a calcula raza de curbură avem mai intii 

o (0) = — 2a 00(1 + a%)-3%2, (71) 
Introducind (67), (68) şi (71) în (7.18), obţinem 

R=co pentru 14+ ot-+0, (72) 


așadar R = co cu excepția virfurilor pătratului, În virturi, R rămine nedeterminată. 

Funcţii de forma (63) sau (64) sint greu utilizabile. Dar întrucit ele sint desfășurabile 
în serii Taylor (inclusiv pe Y, cu excepția punctelor o,) este firesc să facem uz de polinoamele 
Di m(0) și o_: (5) ce se obțin din (63), (64). Cu ajutorul formulei binomului obținem 


(2n — 1)!! 


mo 
a'([) = ai + it =a 0-1 = (73) 


n=0 2" n 


“(valorile coeficienţilor sint tabulate de 1. Rijik și 1. Gradştein [1], $ 8.41), respectiv 


a_(€) = a(1 + [iapa =a [ 4 Și ppt E Bi „o ) 


nl 2" n! 


Integrind termen cu termen, obținem în locul funcţiilor (63), (64): 


o(0) =a y ARE 1 rc însă A pia, (75) 
n=0 2" ni(4n +1) 
nai 2n — 3)! 
e_(0) = — a|e- + Și (1 ti (76) 
| 2" ni(4n —1) 


Derivind aceleaşi serii termen cu termen şi inmulţind cu t, obținem 


„(Qn—Dti 


"ma (pe, 77 

to” (0) a Y tai dă (17) 

to (0 =a|—232+ > E a (78) 
">l 2"1nj 


Făcind uz de formulele aproximative (valabile pentru valori mari ale lui n): 


n! 2 [=] ma [a + ai „n-a Van e*, (79) 
e 12n 


„obţinem pentru coeficienţii corespunzători funcţiei o, (Ț) : 


n —1)!! 1 (2n —1)!! 


1 
_-0, — Z=.0, 


2 n!(4n+1)  Van(an +1) 2" n! Van 


On — 11! SIE 
20-2(n—1)! 


(80) 
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Fig. A.8.9 


————— 
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fe 


Fig. A.8,10 
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şi tot astiel pentru coeficienţii corespunzători funcţiei w_(): 


(n — 3) 1 
Ei a salau cacat ee E ai e UE A 
2"n!(4n—1)! Van (4n—1) (2n —1) 
(81) 
(n — 3)!! 1 En — 1! 2 
0, —————— Ss 0, 
2" n! Van en — 1) 211 n! Van 


de unde rezultă evident că convergența seriei (75) este mult mai lentă decit a seriei (76). 
(Compară şi cu $ 6, pag. 732.) 

În figurile A.8.9 și A.8.10 dăm cite un cadran din curbele aproximative &,; m(0), res- 
pectiv o_: m(0). Curbele e, ;1 (6) şi w_; —a(0)sint cercuri. Curba eo; 1(6) coincide practic 
vorbind cu frontiera exactă. Figurile evidenţiază faptul că convergența procedeului este puţin 
satisfăcătoare pentru pătrat, 

Curbarea laturilor pătratelor se poate evalua cu ajutorul formulelor (7.15) și (70). Dar 
încă mai importantă este determinarea razei de curbură R în punctele ce corespund virfurilor : 
cu cit ea este mai mică, cu atit aproximarea este mai bună în chiar vecinătatea punctelor 
singulare. Făcind uz de (75), (76), se calculează ușor R în punctele 6 = V — 1, Valorile ra- 
portului R/a sînt date în tabela de mai jos atit pentru pătrat, cit și pentru planul de oriticiu 


pătratic, pentru același număr de termeni în funcţia de reprezentare aproximativă : 
interiorul pătratului : 


grad 
Ria 


1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 
1,000 0,643 0,511 0,437 0,388 0,353 0,326 0,304 0,285 0271 


planul cu un orificiu pălratic : 


grad 
ha 


—1 3 Vi 11 15 19 23 27 31 35 
1,000 0,100 0,042 0,023 0,017 0,012 0,009 0,007 0,006 0,005 


Deosebirea de comportare în cele două cazuri este evidentă. 


$ 9. SERII FOURIER 


a) Funcţii definite într-un disc, şi valorile lor la limită 


Vom studia aci comportarea funcţiilor de punet pe cercul unitate 
Y, şi legătura lor cu anumite funcţii definite în discul unitate /7*. (Prin- 
tr-o translație și o omotetie, orice disc circular poate fi înlocuit cu discul 
unitate.) 

Pe îrontiera lui /]*, vom nota 


|. = o =exp (id), e =exp (—i0) = s”!, 38|, =9. (1) 
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Fie dată în A* o funcţie continuă şi uniformă, prelungibilă prin 
continuitate pe y. 'Ținind seama de (1), putem scrie 

FO) =Ito) =A0) =), (2) 

unde — prin abuz de notație — păstrăm acelaşi simbol f/ pentru cele trei 


funeţii-limită. Funcţia f(o) este desigur continuă. 
Fie mai departe că F(£, 3) este analitică în 1”, aşadar că 


P(4, 3) = > Fes si qă (3) 
WMk-0 
Întrucit /! este continuă în /[*-+ y, primul termen din (2) devine 
pă F, fo-t= Ş F,o', (4) 
hbo N=-—» 
unde am notat h — kk = + după cum 4 =, şi unde avem 
Păi Pas F, = Şi Fara, Pon = Şi Paine (5) 
h=0 4-0 LE] 


În felul acesta, fiecărei funcţii de forma (3) în /]* şi continuă în A* + 

+ Yi se asociază o dezvoltare în serie nu după puterile arcului 8 sau ale 

unghiului 0, ci după puterile întregi ale variabilei o pe y. Din relația lui 
Euler 

6" = exp (+ in0) =cosn0 4+i sin 16, (6) 


rezultă că sintem conduși la o dezvoltare în serie Fourier după argu- 
mentul 9. 


În felul acesta, oricărei funcţii (3) i se asociază o serie (4). Dacă prima din ele con- 
verge în Î[* + Y, atunci (4) converge de asemenea. Dacă coeficienţii Fu sint cunoscuţi, cocfi- 
cienții F, rezultă din (5). 

Pentru noi prezintă însă interes problema inversă : dată fiind valoarea la limită f(o), 
să determinăm însăși funcţia. Or, chiar dacă f(o) poale fi pusă sub forma (4); dacă funcţia 
F($, 3) poate fi pusă sub forma (3); şi dacă din egalitatea a două serii (4) se poate conchide 
că coeficienţii corespunzători sint egali — relaţiile (5) rămin totuși insuficiente pentru ca din 
valorile (cunoscute) ale coeficienţilor F,, să putem determina pe Fese 

Totuşi, există cazuri importante în care, funcția F(Ş, 7) fiind supusă și la alte condiţii 
(de ex,, de a satisiace o anumită ecuaţie), sintem conduși la noi relaţii între coeficienţii E. 
care, Împreună cu (5), sint indestulătoare pentru determinarea coeficienţilor, De exemplu, 
acesta este cazul cind F (Ş, 3) este o combinaţie liniară a două funcții olomorte în /[*, eventual 
inclusiv derivatele lor și funcţiile conjugate : pentru fiecare indice n > 0 dispunem de doi 


coeficienţi cunoscuți £, F._ A și trebuie să găsim cei doi coeficienţi necunoscuţi ai termenilor 
în £” în cele două funcţii olomorte. 


În definitiv, sîntem astfel conduşi la a considera date la limită destă- 
gurabile în serii Fourier pe 7, şi la a reconstitui cu ajutorul coeficienţilor 
corespunzători, dezvoltările în serie ale funcţiilor căutate în /*. 
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Tehnica rămine valabilă şi pentru domenii simplu conexe necirculare : notind cu w(%) 


funcţia ce realizează reprezentarea coniormă a discului unitate pe domeniul considerat, putem 
scrie 


Fals) = Ş FiloP [e (IE = SAR aa «a (7) 


h, &= 0 i.z=0 


Transcriind În același mod şi condiția la limită, de pe frontiera domeniului — pe Y, 
ajungem la un sistem de ccuații similar cu (5), 


Procedeul poate [i folosit și în cazul coroanei circulare, și deci și pentru domenii reprezen- 
tabile conform pe o coroană, 


b) Serii trigonometrice şi serii Fourier 


În cele ce urmează, vom aminti unele rezultate clasice ale teoriei seriilor Fourier (în 
real şi în complex). Ca bibliograiie, indicăm : N. Bari [1]; G. Hardy și W,. Rogosinski [1]; 
1. Hincin (1), capitolul 21; E. Hobson [1], capitolul 7; V. Smirnov [2], volumul 2, capito- 
lul 6; G. Tolstov [1]; G. Valiron [1], $$ 7.85—7,89; M. Zamansky [1], capitolul 15, partea 
III; A. Zygmund [1]. 

Dată fiind o funcţie reală (şi desigur uniformă) de variabila reală 0 e (0, 2x], cea mai 
simplă reprezentare a ci prin serii de funcţii elementare ar fi cea a lui Taylor, Dar utilizarea 
acesteia impune datelor la limită ale problemei condiţii severe (analilicitatea), rar realizate în 
practică, și — după cum vom vedea — inutile pentru scopul urmărit. În afară de aceasta, 
intrucit nu există corespondenţă biunivocă Intre funcțiile reale de clasă C” şi mulțimea coefi- 
cienţilor dezvoltării în serie Taylor corespunzătoare (vezi și $ 5, pag. 715), operaţiile legate de 
studiul sistemului (5) s-ar complica considerabil, 


Să începem prin a considera seria trigonometrică 
s(0) = C9 + Ş (e, cos n0 + d, sin n), (8) 
ml 


unde c,, d, sint constante reale, iar s(0) este suma seriei, în punctele în 
care eu converge. 


Se poate demonstra că, dacă o serie trigonometrică este convergentă în [0, 2], excep- 
tind eventual o mulţime numerabilă de puncte, atunci avem 


lim e, = dim d, =0. (9) 


n n 00 


Acestea sint deci condiţii necesare (nu și suficiente!) de convergență. 

Desigur, dacă două serii trigonometrice au aceiași coeficienți, ele au aceeași sumă în punc- 
tele de convergenţă (ele coincid). Prezintă insă interes cu deosebire reciproca acestei pro- 
prietăţi, care rezultă din teorema lui Cantor ; o serie trigonometrică care converge către zero 
în [0, 2x], (exceptind eventual o mulțime numerabilă de puncte) are toţi coeficienţii nuli. 
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Pentru a studia cu ajutorul seriilor trigonometrice o funcţie oarecare f(0), definită în 
[0, 27], să presupunem că ea poate fi pusă sub forma (8), așadar că 


1 .-] 
R0) = s(0) = —c0 + Ş) (e, cos n0 + d, sin n6) (10) 
2 


n=l 


(unde semnul 2 arată că egalitatea este numai prezumată). 

Dacă tuncţia f(0) este integrabilă ; dacă seria din (10) este uniform convergentă ; şi 
dacă suma ei este chiar f(9) — abstracţie făcind eventual de o mulțime numerabilă de puncte 
— atunci coeficienții c,, d, se determină ușor. Pentru aceasta, trebuie să ținem seama de 
proprietatea de ortogonalitale a sistemului trigonometric în [0, 27]: 


2r 2 
| cos n6 cos m6 d0 = | sin n sin m0 d0 = mă,» 
o o 
(1 
2 
cos nf sin m d0 = 0. 
[ 


Înmulţind relația (10) cu cos n6, respectiv sin n, integrind termen cu termen în [0, 2], 
şi făcînd uz de (11), obţinem 


2re 1 p2r 
Cc. == d f(9) cos nd d0, d, = ZA f(6) sin n0 48. (12) 
0 TE Jo 

O serie trigonometrică ai cărei coeficienți sint generaţi cu ajutorul relaţiilor (12) se nu- 
meşte serie Fourier; c,, d, se numesc coeficienții Fourier ai lui f(0). 

Desigur, oricărei funcţii integrabile i se poate pune în acest fel în corespondență un 
sistem de constante c,, d,, deci o serie trigonometrică ; dar nu se poale afirma nimic nici 
despre convergența acestei serii, şi nici despre faptul dacă suma ei este egală cu funcția dată. 
Se poate totuși demonstra că pentru orice funcție integrabilă f(0), relaţiile necesare de con- 
vergenţă (9) sint satisfăcute de coeficienţii (12), independent de faptul dacă seria converge 
sau nu. 

Noţiunea de serie Fourier este veritabil mai restrictivă decit cea de serie trigonometrică ; 
există chiar serii trigonometrice convergente care nu sint serii Fourier ale sumei lor. (Compară 
cu $ 5, pag. 715), 


Evident, oricărei funcţii integrabile îi corespunde un şir de coeficienți Fourier. Se 
pune întrebarea dacă, reciproc, unui şir de coeficienţi Fourier îi corespunde o singură funcţie 
f(0). În acest sens, se poate demonstra proprietatea de complelitudine a sistemului trigonometric : 
dacă o funcție integrabilă are toţi coeficienții Fourier nuli, atunci ea însăși este nulă, eventual 
cu excepţia unei mulțimi numărabile de puncte. (Sistemul trigonometric din care am eliminat 
fie măcar şi o singură funcţie, nu mai are această proprietate.) 

Din teorema lui Cantor, din relaţiile (12), și din proprietatea de completitudine, rezultă 
deci că: 


dacă două serii trigonometrice convergente în [0,2] au aceeaşi 
sumă (abstracţie făcînd eventual de o mulțime numărabilă de puncte), 
ele au aceiași coeficienţi ; 
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dacă două funcţii integrabile sint egale (abstracţie făcînd eventual 
de o mulţime numărabilă de puncte), ele au aceiași coeficienți Fourier; 

dacă două funcţii integrabile au aceiaşi coeficienţi Fourier, ele coin- 
cid (abstracție făcînd eventual de o mulțime numărabilă de puncte). 

Prima din aceste proprietăţi stă la baza ,„metodei seriilor”, sistema- 
tie tolosită în capitolele 5 şi 6 : ea conduce de la egalitatea a două dezvol- 
tări în serie, la egalitatea coeticienţilor corespunzători, şi de aci la construi- 
rea de sisteme infinite de ecuaţii algebrice, care permit determinarea mări- 
milor necunoscute. 

Toate cele de mai sus sînt în fond proprietăţi ale funcţiilor sistemului 
trigonometrie în raport cu mulțimea funcțiilor integrabile (prima din ele 
este chiar mai generală), mulțime în care două funcţii sînt privite ca egale 
dacă diferă numai pe o mulţime numărabilă de puncte“). Ele stabilese 
într-un anumit sens echivalența dintre aceste funcţii, destul de generale 
— şi reprezentările lor prin intermediul unor serii trigonometrice. 

Prin urmare, orice funcţie integrabilă este complet „,caracterizată” 
de seria sa Fourier, care poate fi privită ca o formă-standard a funeţiei. 
Prin aceasta, seriile Fourier se deosebesc în mod avantajos de seriile Taylor 
(reale). 


Cele de mai sus rămin valabile pentru clasa YV şi subelascle sale (vezi $ 1, pag. 687). 
Aceste proprietăţi nu depind de faptul dacă seria converge sau nu, nici dacă suma ei 
este sau nu egală cu funcția dată. 


c) Convergență; proprietăţi ale coeficienţilor 


Un răspuns destul de general la chestiunea convergenţei este dat 
de teorema lui Jordan : dacă f(0)eY [0,2x], atunci seria sa Fourier este 


convergentă, și suma ei este egală cu i LF(0 +0) + f(0 —0)] pentru 


orice 9 e ]0,2x [. În punctele în care f(0) este continuă, seria sa Fourier 
este uniform convergentă. Dacă avem și f(0)eC0 [a d], cu [a, b]C [0,27], 
atunci seria Fourier converge unitorm spre f(0) pe |a, b). 


Subliniem că condiţiile f(8) e CO, și chiar f(9) e GC, u SS 1/2, nu sint suficiente pentru 
a asigura convergența seriei Fourier. 

Întrucît integrala definită este o îuncţie continuă și cu variaţie mărginită ca funcţie de 
limita superioară de integrare, integrala oricărei funcții integrabile este desfășurabilă în serie 
Fourier convergentă. 

Integrind deci termen cu termen seria Fourier a unei funcții întegrabile (chiar dacă 
această serie nu este convergentă !) și pentru care cg = 0, obținem o serie trigonometrică ce 


*) Cititorul va observa că folosim în mod intenţionat această formulare destul de gre- 
oaie, în locul noţiunii mai compacte — dar mai puțin elementare — de „funcții care coincid 
aproape peste tot”, adică cel mult cu excepţia unei mulţimi de măsură nulă. 
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converge (uniform în raport cu limita superioară de integrare) către integrala funcției conside- 
rate. Pe de altă parte, dacă f'(0) este destăşurabilă în serie Fourier, atunci această serie se 
obține prin derivare termen cu termen a seriei Fourier a funcției f(9). 


Să considerăm acum funcţia [(0) extinsă periodic înafara intervalului [0, 27). Dacă 
f(27c) = (0), aceasta inseamnă că punctele O = 2hr sint puncte de discontinuitate, de care va 
trebui să ținem seama. 

Pentru coeficienţii eo d, sint valabile următoarele relații de mărginire : 

a. Dacă f(8) este integrabilă (în particular : dacă f(0) verifică condiţiile lui Dirichlet, 
ținind seama și de eventuale discontinuități în punctele 2hx), atunci (independent de faptul 


dacă seria Fourier converge sau nu) sint valabile relaţiile (9): 


lim €, = lim d, =0. (13) 
N 20 n 


b. Dacă f(0) e C? (ceea ce presupune /(27) = f(0)), atunci 


Li 


ella, SCini",0<usr. (14) 


c€. Dacă f(0) e V (eventual f(2x) = f(0)), atunci 


ella Scari. (15) 
(Vezi și Ş 1, pag. 687; compară cu (14) pentru pp = 1), 
d. Dacă f(0) este absolut continuă (deci şi f(2r) = [(0)), atunci 


lim |nc,| = lim |nd,| =0. (16) 
n 09 ne 

Relaţia este satisfăcută în particular dacă fiec; mai particular, dacă (0) este 
derivabilă şi cu derivata mărginită; mai particular, dacă f(b)ec!. 

Desigur, putem face uz de aceste formule şi relativ la funcţia f'(0), dacă ea posedă 
proprielăţile menționate. Dacă f(2x) = f(0), atunci notind coeticienţii Fourier ai funcției F(9) = 
= [1(8) cu C,, D, (vezi şi (7.5)), după integrare prin părți obţinem 


= —ntD, d,=nic,; (17) 


prima din aceste relaţii este valabilă chiar dacă f(2r) 2 f(0)). 

Tinind seama de (17) în (13)—(16), obţinem evaluările corespunzătoare. Prezenţa unei 
discontinuități a funcţiei f(0) are același efect ca și inegalitatea f(2m) 4 [(9): ea face să 
apară termeni de ordin 1/n în evaluarea coeficienţilor ce di 

Condiţia f(2r) — [(0) fiind respectată, obţinem deci rezultatele următoare : 

e. Dacă f[(0)eC; și f'(22) = ['(0), atunci 


el dl SCinr'*, ocupi. (18) 


Seria Fourier a unei funcţii cu derivată periodică şi hâlderiană, este deci vizibil absolut 
convergentă. 

/. Dacă f'(8)e V (cazuri particulare — vezi $ 1, pag. 687), atunci chiar dacă f'(2rc) 3: 
2 ['(0), avem 


jel 141 Ss Cin? (19) 
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g. Dacă [(0)e C; şi are toate derivatele periodice, atunci 
le), 14 SCinr?*, 0<us. (20) 
R. Dacă fP(0) e V, atunci chiar şi pentru f P(2m) 27 70), avem 
jel, 14, SCinţ?. (21) 


Desigur, formulele (20), (21) îşi pierd sensul pentru f(0)e C* cu derivate periodice. 
În acest caz se demonstrează: 

i. Dacă f(0) e C” este periodică împreună cu toate derivatele sale, atunci există un 
ce ]0,1| asttel ca 


les AI SCler. (22) 


'Toate aceste rezultate au mare însemnătate practică : cu cit f(0) are derivate periodice 
şi continue (nu numai pe porţiuni!) de un ordin mai înalt, cu atit convergenţa seriei sale 
Fourier este mai rapidă. Dacă condiţia de periodicitate este satisfăcută numai pină la un 
anumit ordin de derivare, existența derivatelor de ordin mai înalt nu mai are nici un efect, 

Să remarcăm că o funcţie polinomială în 0, prelungită înafara intervalului [0, 27], 
duce inevitabil la apariţia de discontinuități ale derivatelor, (Nu se pot alege coeficienţii poli- 
nomului în așa fel încit să fie asigurată periodicitatea iuncţiei şi a tuturor derivatelor sale.) 
Folosind acest fapt, este posibil să se adauge oricărei funcţii un termen polinomial convenabil 
ales, astfel încît să mărim ordinul de derivare pină la care condiţia de periodicitate este 
satisfăcută. Această operaţie se numește ameliorarea convergenței seriilor Fourier, 

Pentru relaţiile (13)—(22) şi pentru chestiunea ameliorării convergenţei, vezi de pildă 
N. Bari [1], $$ 1.22—1.25; V. Smirnov [2], volumul 2, pet, 151 și 157—159; G. Tolstov [1], 
$$ 5.8 şi 5.11. 


d) Serii Fourier complexe 


Toate aceste rezultate pot fi uşor extinse la cazul unei funcţii com- 
pleae de parametrul real 0 sau, ceea ce este acelaşi lucru, de punctul o = 
= exp (i0) de pe 7. Înlocuind sistemul trigonometrie prin sistemul funcţii- 
lor o" = exp (in0), va trebui să înlocuim (11) prin relaţiile 


i anț, ps Et — — 
| nm de = în pentru n + m , (23) 
z 0 pentru n + m —l, 
(vezi şi (5.49)). Punînd funcţia complexă f(o) sub forma 
+ 99 
fi) = $ fc, (24) 


Pe acu 


prin înmulţire cu sc” şi integrare pe 7 se obţine, în loc de (12), 


Ă = flo) o" 1do, n =0, 1,2... (25) 
zi |, 


(compară cu (5.27)!). 
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Formulele (12)—(16) şi (18)—(22) rămin evident valabile pentru modulul |f,|. Să mai 
remarcăm că avem : : 


= Sa 1 a 
[= —— Mootl(-c2d0) = —— p f[(0)a0"1do, 
2ri Je 
de unde urmează 


Ta sau fasa (26) 
(Notaţiile trebuie ințelese precum urmează : f, e dat de (25); f. 


n 
fine, coeficientul Fourier de ordin n al funcţiei f se scrie (P)-) 
În particular, dacă funcţia f(8) este reală, de aci deducem 


are sensul lui (,); în 


fa = Tae (27) 


Legătura între seriile (10) şi (24) este 'ușor de stabilit cu ajutorul relaţiei (6). Anume, 
notind 


fs) = f.(8) + îf2(0), [. =fitife, 
e, = ci, NU d, = di +id, 


(unde e! „de stia, Dag sint coeficienţii Fourier ai funcţiilor reale [.(0), fa(0)), obţinem din 
(25) sseăzitat n>0: 


(28) 


1 27 s i 
af +a —| [f.(9) + AF4(0)I [cos n — i sin n0] d0 = 
2% Jo 


= - [eg + d) + ide — d). (29) 
Din (26) şi (29) obţinem încă pentru n > 0 
Ia e Demi = 2 Neg — 7) et + 0) (30) 
Cu aceasta, iormula (24) devine 


1.19) + i/.(8) = — d + îc3 ) 4 Ş (ej cos n8 + d; sin n0) + 


nl 
» 
+ 5, (e cos n + d” sin n6), (31) 
um 


ceea ce reprezintă suma dezvoltărilor în serii Fourier a funcţiilor f,(0) și if,(0). Dacă fa(0) =0, 
termenii pur imaginari din (31) — şi deci și din (24) — dispar. 


e) Serii Fourier și serii Laurent 


Expresia (24) permite stabilirea unei legături strinse între seriile 
Fourier şi seriile Laurent. Aceasta prezintă deosebit interes cînd se cere 
determinarea sub forma (3) a unei funcţii de o singură variabilă complexă. 
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Din punct de vedere formal, există corespondență evidentă între 
dezvoltările în serie Laurent (5.26) : 


îp= $ fr, (32) 
şi cele în serie Fourier 
[5)= $% fs", (33) 


unde coincidența coeficienţilor rezultă din (5.27) şi (25). 


(O serie Laurent convergentă într-o coroană circulară de raze R!, R* poate fi uşor lrans- 
formată intr-o serie analogă într-o coroană de raze p; S 1 SS fe; în particular, pulem face ca 
cercul exterior sau cel interior să coincidă cu Y.) 


Se pune însă problema de a găsi în ce condiţii (33) este valoarea la 
limită a seriei (32); aşadar — presupunind că am ales pp =1l —in ce 
condiţii o dezvoltare în serie Laurent poate fi prelungită prin continuitate 
pe cercul unitate y =], și pe cercul interior 7, de rază p,, ce definese 
coroana sa de convergență. 


Evident, este suficient să cercetăm chestiunea pentru dezvoltările tayloriene 
% 
(0=Ş1P (34) 
n=0 
și dezvoltarea Fourier de formă specială 
a 
[(9)= $ fo”. (35) 
n-0 


Seria (34) converge uniform pe orice compact conţinul în J[”; dar pe Y pol exista 
puncte în care seria-limită (35) converge, şi altele în care ca diverge, Aceste punele nu 
lrebuie confundale cu punctele regulate şi punctele singulare ale elementului laylorian (34); tot- 
odată, nu trebuie confundată posibilitatea de prelungire analitică a funcţiei (34) printr-un 
punct regulat al frontierei, cu posibilitatea de a prelungi prin continuitate funcţia [(3) într-un 
anumit punel al frontierei (sau chiar pe toată frontiera), și mai departe cu proprietatea de 
convergență a seriei (35) pe frontieră. 

Astilel de exemplu, pentru funcția 


x 
IQ=u-= ŞT, (36) 
u=0 
toate punctele de pe Y (cu excepția lui [ — 1) sint puncte regulate; totuşi, seria (36) diverge 
peste tot pe 7 (ceea ce rezultă din faptul că coeficienții ei nu satisfac condiţia necesară (9)) ; 
totuși, funcţia poate fi prelungită prin continuitate în orice punct de pe Y (exceptind E = 1). 


Relativ la acest cerc de idei, menționăm aci teorema a doua a lui 
N. Abel: dacă seria (35) converge într-un punct ce y, atunci suma seriei 
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(34) poate fi prelungită prin continuitate în acest punct pe orice drum 
ne-tangent la y, şi avem 


fi (5) = lim f(0)= ŞI fos. (37) 
Ta n=0 

Reciproca acestei teoreme este în general falsă, după cum o arată 
exemplul seriei (36): lim f (%) există pentru orice 3 =£ 1, |$| 1 şi totuşi 
geria-limită pe y diverge peste tot. 

Într-un cadru mai restrictiv însă, se poate demonstra teorema lui 
G. Hardy și J. Littlewood [1]: dacă f' (o) =lim f() există pentru 
[ —> o, şi dacă 


ISC, (38) 


atunci seria-limită (35) converge în og, şi egalitatea (37) este verificată. 
(Cu privire la seria (36), este limpede că coeficienții acesteia nu verifică 
(38).) 

Un rezultat anterior al lui A. Tauber făcea uz de condiția mai severă 


lim nf, =0. (39) 


N 09 


Aceste teoreme stabilesc legături cu caracter punctual între punctele de convergență 
ale seriei Fourier, și posibilitatea de prelungire prin continuitate a funcţiei f(3) pe y. Ele nu 
fac să intervină noțiunea de punct regulat. Astfel, punctul [ = — 1 este un punct singular al 
funcţiei (1 + [)12 ; totuși dezvoltarea ei în serie este convergentă peste tot pe Y, iar funcţia 
poate fi prelungită prin continuitate pe Y, inclusiv în punctul singular (ceea ce este vizibil 
din dezvoltarea în serie (8.60), din teorema lui Tauber, și din a doua formulă (8.81)). 

O anumită precizare asupra rolului punctelor regulate în convergenţa seriei (35) este 
dată de teorema lui P. Fatou [1]: dacă 


lim f,=0, (40) 
Ha 
atunci seria (35) este uniform convergentă pe orice are închis de pe Y, format numai din 
puncte regulate, 


Toate cele de mai sus nu sînt chestiuni de fineţe teoretică, ci probleme 
de cea mai mare însemnătate practică : de ele depinde posibilitatea de a for- 
mula și rezolva corect problemele la limită ale teoriei funcţiilor de o variabilă 
compleză. 


Mărginindu-ne în continuare la cazul dezvoltării (34), rezultă că dacă funcţia /($) poale 
fi prelungită peste tot pe 7, atunci, în cadrul de valabilitate al teoremei Hardy-Litilewood sau 
Tauber, valoarea ei la limită este dată de (35) — așadar de o serie Fourier în care coeficienții 
de indici negativi sint nuli: 


1 
d [(0)o"!do=0,  n=1,2,... (40) 
2ri J 
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Convergenţa seriei (34) nu garantează convergenţa uniformă sau absolută a seriei 
;(35), asttel că din faptul că f(() e C” (7) nu rezultă nici un fel de concluzie relativ la posi- 
bilitatea de a deriva (35) termen cu termen, 

Reciproc, fie acum dată o funcție f(o) integrabilă pe Y, și să presupunem condiţiile (41) 
“satisfăcute, Construind formal dezvoltările (34), (35), ştim că o condiție suficientă de conver- 
genţă a dezvoltării (35) este f(0) e V. Din prima teoremă a lui Abel rezultă în acest caz că 
-seria (34) este absolut convergentă în orice compact interior lui J[*. Din a doua teoremă a 
lui Abel urmează că funcția (34) tinde la limită spre suma seriei (35), așadar că funcţia olo- 
morfă f($) construită în (34) tinde către f(a) în toate punctele de continuitate ale acesteia 
pe Y; în punctele ei de discontinuitate, avem f* (09) = (1/2) [f(9g + 0) + F(0o — 0)]. Aceste 
puncte formează o mulţime.cel mult numărabilă, 

Prin urmare, relațiile (41) sînt condiţii necesare pentru, ca f(o) să fie valoarea la limită 
a unei funcţii olomorte în J7*. O condiţie suficientă este ca, pe lingă (41), seria Fourier a 
funcţiei f(0) să fie convergentă cel puţin într-un punct ; aceasta este evident asigurat pentru 
foev(p. 

Dacă f'(0) e CA şi [ (0) este periodică, sau dacă f'(0) € V, din (18), (19) rezultă că seria 
(34) este absolut și aiitforma convergentă în orice compact interior lui J[*, iar valoarea ei Ja 
limită este f(0). Aceste condiţii sint însă mai severe decit cere natura problemei. Pentru con- 
diții mai slabe, vezi $ 1i. 

Desigur, derivatele funcţiei f (7) se pot obţine prin derivare termen cu termen a seriei 
(34) — dar nici o concluzie nu poate fi trasă cu referire la derivatele funcției f(0). 


Cele de mai sus pot îi transpuse pentru funcţii olomorfe în planul cu un orificiu circu- 
dar unitar (domeniul /7). Pentru aceasta, este suficient să înlocuim (41) prin condiţia 


În, = Să [ f(o) a-l do =0, E | MR PRD IP -(42) 
2ri | ; 

Să presupunem acum că funcţia f(0) este integrabilă, dar condițiile (41) nu sint satis- 
făcute. Dacă numai un număr finit de coeficienţi de indici negativi sint diferiți de zero, 
seria (34) se înlocuiește printr-o serie Laurent, a cărei parte principală are numai un număr 
finit de termeni. Prin urmare, f(6) este valoarea la limită a unei funcții meromorfe în JI*, 
unde ea posedă un pol de ordin p în origine (p fiind cel mai mare număr natural pentru 
care f_ „7 0). Probleme de convergenţă pentru partea principală nu se pun. 

Să admitem în line că există v infinitate de coeficienţi de indici negativi, diferiţi de zero. 
În acest caz, se poate construi seria 


ie =] 
(o) = PY Is" (43) 

N == 00 ' A "i 
şi dezvoltările (formale) : 


i =] 
0 = fe 1.0 = pat, (44) 
n=0 -: n=1 : 
Seria (43) este convergentă dacă f(a)eV(y). 
În ce privește seriile (44), prima din ele converge (în virtutea primei teoreme a lui 
Abel) în interiorul unui cerc de rază cel puţin 1, iar cea de a doua, în exteriorul unui cere 
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de rază cel mult 1. Din (5.19) şi (5.24) rezultă că, notind 
fo = 1llim VI7l, pi=lim Vif_ai, n>0, (45) 
Li -] 2 


seria f, (() converge pentru |$| < pp, iar seria f_ (Ţ) converge pentru |%I > pu. Seria Laurent 


L:.-] 
(o Bă Ade Bă AC ÎI i Acu (46) 
Na 00 
converge deci absolut şi uniform în interiorul coroanei circulare e; < || < go. Evident, 
rezultatul are sens numai dacă p, < po ceea ce depinde de coeficienţii f,, așadar de însăși funcția 
f(0). După cum am văzut, avem cu necesitate pp >l și asi. 

Pentru o funcţie f(0) dată pe Y, se poate să avem po> 1 și py< 1. În acestcaz, 
faptul că f(0) este valoarea „la limită” a funcţiei (46) rezultă banal. 

Dacă pentru o funcţie f(o) dată avem po = 1], py < 1, rezultatul este evident pentru 
acea parte din dezvoltarea în serie (43) ce corespunde indicilor negativi, și urmează din prima 
și a doua teoremă a lui Abel pentru partea corespunzătoare indicilor pozitivi (ca şi pentru 
funcţiile (34), (35)). Tot astfel putem conchide și în cazul complementar ș = 1, ge > 1. 

Singurul caz în care convergența seriei (46) este lipsită de sens, este cazul eo = pi = 1: 
acesta e cel mai frecvent în practică, El apare cu certitudine dacă f(0) sau una din derivatele 
sale au puncte de discontinuitate pe y, căci în acest caz sint satisfăcute cel mult relaţiile 


de tipul (21): pentru p fix, rezultă lim Ve = 1, şi deci coroana de convergenţă degene- 
a ă-] 


rează în chiar cercul Y. Prin urmare, o condiție necesară pentru ca o serie de forma (43) să 
definească o funcţie (46) convergentă într-o coroană circulară nedegenerată, este ca 
f(s) ec” (9). 

În $ 5, pag. 726, am văzut că valorile unei funcţii pe o mulțime de puncte ce posedă un: 
punct de acumulare definesc cel mult! o funcţie olomoriă, La prima vedere, s-ar părea că se 
pot da contra-exemple : ar fi suficient să dăm pe o parte din ”y o funcţie f(6) ca valoare la 
limită a unei funcţii olomorfe în J[*, și pe rest, valoarea la limită a unei alte funcţii olomorfe 
in J[*. În fapt, din cele de mai sus rezultă că coroana circulară de convergenţă a funcţiei ce 
se obţine în acest mod, degenerează. 

Mai mult : nu ne putem da dinainte pe ambele cercuri-frontieră valorile la limită ale unei 
funcţii olomorfe într-o coroană : datele de pe unul din aceste cercuri definesc pe deplin valo- 
rile funcţiei în coroană, inclusiv şi pe celălalt cere (dacă o astiel de funcție există |). 


Orice funcţie cu variaţie mărginită f(o) permite deci construirea 
formală a unei dezvoltări în serie Laurent, convergentă într-o coroană 
Pi 1 po. Dacă e; = po = 1, această serie nu are sens, şi f(0) este 
diferența valorilor la limită a două funcţii, dintre care una este olomortă 
în A]*, iar cealaltă, în J[-: 


f(0o) = f+ (00) — f- (60). (47) 


Pentru ca f(o) să fie valoarea la limită a unei funcţii olomorfie în 
A1*, este necesar şi suficient ca f_ (4) == 0; pentru ca ea să fie valoarea la 
limită a unei funcţii olomorfe în 47”, este necesar şi suficient ca f, (3) = 
= Jo = const. Acestea sint echivalente cu condiţiile (41), (42). 
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Dacă f(6)e dată sub forma unei serii de sinușşi şi cosinuşi pentru părțile sale reală 
și imaginară, atunci, făcînd uz de (29) și (30), se obţin de pildă din (41) condițiile 


dy == ep dy = (48) 
de unde 
femeia, f_i=0. (n > 0). (49) 


Din (31) rezultă acum că condiția necesară şi suficientă pentru ca f(5) să fie valoarea 
ia limită a unei funcţii olomorte în J7*, este ca ea să fie de forma 


1 Lă . aci Lă . . 
f(6) = E (ep + ic) Ș, (etica exp (in0). (50) 
n=l 


Pentru ca f(6) să fie valoarea la limită a unei funcţii olomorte în J], şi nulă la infinit 
trebuie să avem 


d=c, d=-—-u, (5) 
de unde urmează 
(5. să 
f(s) = Şy (e, + îcu )exp (— în6). (32) 
»>1 


După cum se vede, dezvoltările în serie Fourier permit să considerăm 
date la limită foarte generale. Cunoaşterea acestor date la limită echiva- 
lează cu cunoaşterea coeficienţilor Fourier corespunzători, și toate calculele 
bazate pe determinarea coeficienţilor din condiţii de tip (5) sînt justificate. 
Orice astfel de funcţie poate fi prelungită în interior şi în exterior, în aşa 
fel încît ea să rezulte ca diferență a unor funcţii olomorie în /* și -. 
Prin urmare, probleme în care soluția este analitică în domeniul conside- 
rat, pot fi rezolvate chiar pentru date la limită considerabil mai generale : 
hălderiene, sau cu variaţie mărginită. 


Desigur, o metodă bazată pe identificarea coeficienţilor nu strălucește prin eleganţă. 
În fapt însă, ea este foarte eficace; și adesea, chiar metode teoretice mai rafinate conduc la 
formule care, pentru a fi utilizate în calcule, necesită operaţii echivalente in fond cu cea de 
dezvoltare în serie, cu identificare ulterioară a coeficienţilor. 

Asupra condițiilor pentru ca o funcţie să fie valoarea la limită a unei funcții olomorie, 
vom reveni într-un cadru mai general în $ 11. Cele spuse aci au ca scop să dea o pregătire 
euristică, fără de care rezultatele din $ 11 ar apare formale și cu o semnilicaţie greu de 
sesizat. 


î) Generalizări diferite 


Teoria din punctele b - d poate fi generalizată la cazul funcțiilor definite pe intervalul 
10, 21], cu [fe m. Pentru aceasta, este suficient să înlocuim funcţiile o"= exp (in0) prin sis- 
temul funcţiilor exp (inzz/), ortogonal pe intervalul [0, 21]. Se obțin astfel dezvoltări în 
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serie de forma 


L] +! 
f(9= Y faexplinral), unde f, = = f(5) exp (— inră/l) 45, (53) 


sau încă 
1 o.[ nr x _ NE 
f(2) = — cot ŞI) |e, cos — + d, sin —|, (54) 
2 n=1 i i 


unde 


Li Li 
0, = Ă “ f(£) cos dude: dă, d, = Ă, [ f(E) sin ăi d. (55) 
l I LI za 


Cazul-limită al funcţiilor ne-periodice, aşadar pentru care 1 —> 00, necesită considerarea 
integralei Fourier (vezi de pildă V. Smirnov [2], volumul 2, pet. 160; 1. Sneddon [1], capi- 
tolul 1). Anume, punind (53) sub torma 


Il co 3 LI 
= 2] HE exp | ja (56) 
2l Li 


_i LL i- -i 


(fără a ne ocupa aci de justificarea operaţiei de permutare a sumei cu întegrala), se inlocueşte 
raportul nx/l, pentru ! —> co, printr-o variabilă «, și suma pentru n de la — oo la 4+ 0, 
printr-o integrare în raport cu a de la — co la + oo (unde, evident, Ac = x/l). În felul 
acesta se obţine formula integrală a lui Fourier, valabilă pentru orice funcţie f(x)eCv : 


+ so 
1 
[= $ţ F(E) exp [ate — Elda dt. (57) 


Formula rămine valabilă pentru f(z) e V, dacă se înlocuieşte primul ei membru prin 
(1/2) lf(z + 0) + (iz — 0)]. 

Se pot obţine uşor forme ale integralei Fourier scrise cu ajutorul funcțiilor cos «(x— E) 
şi sin a(z — E) (compară cu (29)—(31)). Dacă funcţia f(z) este reală, partea imaginară a inte- 
gralei (57) rezultă identic nulă, în virtutea proprietăților de simetrie, respectiv antisimetrie, 
ale funcţiilor cos x(x — £) şi sin «(x — £). 


În cazul unei funcţii de două variabile f(x, Y), unde ze [0,21] şi ye [0,2p], putem 
începe prin a construi seria Fourier corespunzătoare acestei funcţii privită ca funcţie de z: 


iz ha î ct 
l«wp= 5 cup eso | i  au-2$ (8, pese | 


h= —ca =j 


— in hE 


je (53) 


La rindul lor, coeficienţii a, (y) pot fi dezvoltați în serie Fourier. 


ir k SI a -—i 
a,(y) = Ş, a, exp fn : ) a, = azi a, (n) exp [25 dn. (59) 
p 2P J-9 p 


ko = 09 
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Introducind acum (59) în (58), obținem 


[3 Li 
ap li fre, 1) co|-in(2 + 2) aan] x 
p 


n ce AIP [Ia J-p l 


[:=(2+"5)) 
X exp|izr—+—]|- (60) 
l p 


Pentru o funcţie reală f(x, y), termenii pur imaginari se reduc, iar partea reală a acestei 
serii se scrie sub forma unei serii duble de sinuși și cosinuși. 

În sfirșit, pentru o funcţie f(x, y) neperiodică, așadar pentru 1, p —> oo, se obţine tor- 
mula integrală a lui Fourier pentru două variabile (vezi de ex. V, Smirnov [2], vol. 2, 
pet. 162): 


+00 
1 
rap = — 44 f(E, xDexp lata — E) + Bu — v)l daagaţan. (61) 


Formule analoge se pot scrie pentru funcţii de mai multe variabile. 


$ 10. FORMULELE DE TIP CAUCHY PENTRU FUNCŢII 
OLOMORFE ȘI MEROMORFE 


Cele spuse relativ la relația dintre valorile la limită ale unor funcţii 
olomorte şi valorile lor în domeniul de olomorfie, pot îi obţinute utili- 
zînd numai proprietăţile la limită ale integralei Cauchy, şi ale integralei 
de tip Cauchy, care o generalizează. 

Să ne limităm deocamdată la domenii simplu coneze (nu neapărat 
circulare). Vom nota cu Z frontiera (0 curbă simplă închisă) şi cu 2", 2 
cele două domenii pe care ea le definește. 

Vom prezenta aci patru formule care generalizează teorema lui 
Cauchy (5.10) şi formula lui Cauchy (5.15), pentru funcţii olomorfe sau 
meromorfe în 2* sau în 2” (vezi de ex. N. Mushelişvili [5], $70). 

Pormula nr. I : Dacă f(3) este olomortă în Z* și prelungibilă pe , 
atunci 


2xi Je t—ş 0 pentru ze. 


Într-adevăr, pentru 3 e 2*, formula (1) coincide cu (5.15). Pentru 3e 2, tuncția 
[(DIT — 3) este olomortă pentru Te 2? și continuă în 2? + Z, astiel că ne găsim 
în cadrul de valabilitate al teoremei (5.10). 
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Pormula mr. 2: Dacă f(3) este olomortă în 2 (avînd cel mult un 
pol de ordin zero la infinit) şi prelungibilă pe Z, atunci 


1 j fb a | —Î() +a, pentru se”, (2) 
2xi Je t—g d pentruze2', 
unde ag = f(c0). 
Prin ipoteză, pentru | 3 | suficient de mare, f(3) are forma 


[.-] 
fa) ic i a_, Au (3) 


n=0 


Pentru orice 3 e Q , putem construi un cerc /' cu centrul în origine şi care conţine 
în interior atit curba Z, cît și punctul 3. Aplicind (5.15) rela- 
tiv la domeniul mărginit de Z şi I', domeniu în care f(3) este 


olomortă, obținem N 
1 LAS) 
f(3) = Ea ——— A (4) 9 
2ri e.r t — 3 x p 
unde conturul 7" este parcurs în sens direct, iar Z, în sens 
retrograd. Integrala 2 
1 LA 43) 
Dea sa 0 5) zig. A.10.1 
2mi Înrt-—g gi cu 


este independentă de raza R a lui 7. Într-adevăr, considerind două cercuri concentrice 
* 07 Atu și ţinind seama că punctul 3 nu aparţine coroanei astfel definite, obţinem din (5.10): 


1 LA) 


2xi rara t—g 


dt = —1=0, (6) 


Să presupunem deocamdată că a, = 0, aşadar că f(3) este olomortă la infinit. Pentru |t | 
suficient de mare avem deci 


lrojsctțe. (7) 
Pentru modulul integralei 1 găsim 
IFC at 
III s— di Mo mtilai a (8) 
27 It —gi 
Întrucit pe 7” avem t = R exp(i0), d di = iR exp (10) d0, din (7) şi (8) deducem 
1 2 C 1 (27 f 
ms băgă —————— dB. (9) 
27 Jo lt—gzi 27 Jo ltl—Izi 


Întrucit |3 | este fix, iar |i| = R— co atunci cind facem raza cercului /" să crească 
nemărginit, rezultă — ținind seama și de (6) — 


I = 0, 
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astfel că integrala din (4) trebuie luată numai pe Z. Sensul pe Z fiind cel retrograd, rezultă 
că scriind (4) numai pe Z, trebuie să schimbăm semnul — ceea ce dă prima formulă din (2) 
pentru aq = 0. 

Cazul 3e Bt e mai simplu. Într-adevăr, funcţia f(T)/(T — 3) este olomortă în 
domeniul mărginit de Z + Ț, şi deci, în locul formulei lui Cauchy care conduce la (4), 
trebuie să facem uz de teorema lui Cauchy (5.10), care dă 

1 1) 


2mi Je+rt-—3 
Formulele (5) — (10) rămin valabile, şi deci pentru ambele cazuri (cînd ag = 0), avem 
1 [10 [0 pentru sez-, 
0 pentru 3e2t*. 


Fie acum ag = [(00) -£ 0, Formulele (12) rămîn valabile pentru f(3) — ao, 
și deci 


dt =0. (11) 


(12) 
2xi | e t—ă 


1 Hb) — a N II(3) — ao] pentru ze”, (13) 
2mi Jge t-—3 o pentru îeZr. 
Or, făcind uz de (1) pentru funcţia f(3) 2 1, avem evident 
1. 1 sil 0 pentru 3e2-, (14) 
2mi |Jaet-—3 1 pentu 3eg?. 


Introducind acum (14) în (13), obţinem tocmai formulele (2). 


Formulele (1), (2) pot fi generalizate la cazul unor funcţii /(3) meromorfe, avind 
un număr finit de poli în Zt* sau în 2. 
Să presupunem deci că în vecinătatea unui punct c, funcţia f/(3) are forma 


13) = G(3) A le), (15) 
cu fe(3) olomoriă în 3 =, şi cu 
] 
G(3) = Ş, AG — E (16) 
Î=1 


unde A, sînt niște constante. Funcţia G(3) este deci partea principală (cu număr finit de 
termeni) a funcţiei /(3) în vecinătatea polului c de ordin ?. 
Dacă € = 3» atunci avem în mod analog 


] 
G(3) = ŞI 4%. (7) 
Î=0 
Să presupunem acum că funcţia /(3) este meromortă în Z * (respectiv în 2”), 


avind poli în punctele €., Cao...» €, aparţinind lui 2 * (respectiv Z ), cu părţile principale 
G,(3), Ga(3)...G,(3). Prin urmare, /(3) are forma 


? 
N) = $, 63) + 3) (18) 


h=l 
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unde f;(3) este olomortă în 2" (respectiv 2”), iar funcţiile 
în . 
G,(3) = py Asa — 4)? (19) 
i=1 
sint olomorte (și nule la infinit) în 2 (respectiv în 2?) 

Formula nr. 3: Pentru funcţia f(3) de forma (18), prelungibilă prin 
continuitate pe Z, meromoriă în 2* şi avînd în €,, (3... €, poli cu părţile 
principale (19), avem 

+ 
3 [ LU) = i fo(3) pentru e 2 , 


y, G,(3) pentru şe2". (20) 
Li 


2mi | et — 3 

Într-adevăr, întrucit funcţia fa(3) din (18) este olomortă în 2*, şi continuă în 
B+ Z, obţinem din (1) 

A f RD [fi pentru se”, 

2xi | i —ş i) pentru 3e 2". 


Tot astiel, întrucît funcţiile G,(3) sînt în acest caz olomorfe în 2, nule la infinit 
și prelungibile pe Z, deducem din (2) 


1 f se a-| 0 pentru 3e2?, 
2zi Jet —3 —G(3) pentu şe2-. 


Sumind în (22) pentru h de la 1 la p, adunind cu (21) şi ţinind seama de (18), obţinem 
tocmai formula (20). 


(21) 


(22) 


Pormula nr. 4: Pentru f(3) de forma (18), va a prin conti- 
nuitate pe Z, meromortă în 2, şi avind în c,, Ca - rintre care even- 


tual şi în 3.) poli cu părți principale (19) (eventual E A , avem 
EFI. * - — Jo(3) pentru seZ”, 


23 
2ri AR mara ui 


> G,(3) pentru ze2t. 
Într-adevăr, descompunerea (18) rămine valabilă. Funcţia fp(3) este olomortă în 2» 
continuă în Z- + , şi nulă la infinit. Avem deci din (2) 


d a a = [ho pentru şez-, 


(24) 
2mi |joet—g 0 pentru 3€eg2t, 


Tot astfel, intrucit funcţiile G, (3) sint olomorie în 2* şi continue în 2? + Z, avem 


din (1) 
G.( tru i 
9 ALA (e pen e 2 (25) 
„2ri E aa a GA(3) pentru șe2*. 
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Sumind în (25) pentru h de la 1 la p, adunine cu (24) şi ținind seama de (18), obţi- 
nem formula căutată (23). 


Formulele (20) şi (23) pot fi privite ca definind un operator integral 
care face să corespundă fiecărei funcții meromorfe definite numai în Z*, 
sau în 2”, o funcţie definită în tot planul (deocamdată cu excepţia curbei 
2), şi olomorfă pe porțiuni. Astfel de pildă formula (20) pune în corespon- 
dență funcţiei meromorfe f(3) definite în Z*, partea sa regulată fo(4), olo- 
mortă în Z*, şi partea sa principală luată cu semnul minus, olomorfă 
în Z-. Funcţia astfel definită este continuă atît în Z* + 2, cit şi în 
B+ , fără ca între valorile la limită pe 2 dinspre 2* și BD să existe 
a priori vreo legătură. 


Funcţia f(t) din (20) şi (23) joacă rolul unei densități complexe, analogă într-o oare- 
care măsură cu densităţile potenţialilor newtonieni. 


OBSERVAȚIE. Formulele (1), (2), (20), (23) își păstrează valabilitatea pentru domenii 
multiplu conexe 2 +, Z-, dacă în (1) și (20) înlocuim condiţia 3 e 2 prin je (ZT +2), 
iar în (2) şi (23) înlocuim condiţia ge 2? prin 3e((2- + Z). În acest caz, mulțimile 
C(2*+ 2) şi C(2- + Z) nu sint conexe. 


$ 11. DESPRE VALORILE LA LIMITĂ ALE FUNCŢIILOR OLOMORFE 


Scopul paragratului de față este de a da formule care generalizează 
anumite rezultate din paragraful precedent, pentru cazul în care densi- 
tatea f(t) nu este apriori valoarea la limită a unei funcții olomorfe. Ele 
constituie un analog al unor formule cunoscute din teoria potenţialului 
newtonian (vezi şi $ 7.2), şi permit în ultimă instanță construirea de 
ecuaţii integrale pentru determinarea densităţii f(t) în anumite probleme 
la limită (vezi cap. 6). | 


a) integrala de tip Cauchy 


Să considerăm o linie Z alcătuită din curbe simple rectificabile (eventual deschise), și o 
funcţie complexă de punct f(1), te Z, continuă, dar altfel arbitrară. 

În general, nu există nici o funcţie (3) olomorfă, asttel încit f() să fie valoarea la 
limită a lui q(3) pe Z (definită în sensul din (3.17)). Într-adevăr, fie de exemplu că Z este 
frontiera unui domeniu 2 +. Rezolvind problema lui Dirichlet pentru ecuaţia lui Laplace 
în 2 + cu valorile la limită Re f(!) pe Z, funcția armonică conjugată soluției acestei probleme 
determină pe deplin valorile Im 9"(t), asttel că funcţia Im f(t) nu poate fi dată arbitrar. 


Pentru a găsi condiţiile necesare şi suficiente pentru ca o funcţie f(t) 
să fie valoarea la limită a unei funcții olomorfe într-un domeniu a cărui 
frontieră este Z, să începem prin a presupune că g este o curbă simplă 
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închisă, și să considerăm integrala (vezi şi (1.1.7)): 


P(3) = | Pb at m i pentru PI e () 
2mi Jet—aâ F_(3) pentru şe 2”, 


unde te Z, iar f(t) este o funcţie complexă, absolut integrabilă pe Z. 
Dacă -Z£ este alcătuită din mai multe componente, (1) trebuie scris sub forma 


Pq) = ea pentru şei, 


(1) 
F.(3) pentru şe 2". 


Dacă în alcătuirea lui Z intră şi curbe deschise, se poate defini pe acestea un sens de 
parcurs, și deci şi o vecinătate „,dreaptă” şi una „stingă” pentru fiecare punct care nu este 
un capăt. Funcţia din (1) este acum înţeleasă ca detinită în aceste vecinătăţi. 

Vom păstra peste tot notaţiile +, —, care trebuie totuși înţelese în chip diferențiat, 
după cum avem de-a [ace cu o curbă inchisă, cu o linie, sau cu un arc deschis. 


Funcţia definită în (1) se numeşte integrală de tip Cauchy, de 
densitate f(t). 


Pentru studiul detailat al acestor integrale, vezi de exemplu F. Gahov [1], capitolul 1; 
G. Goluzin [1], $$ 10.3—10.5; M. Lavrentiev și B. Șabat [1], capitolul 3, pet. 52; A. Mar- 
kușevici [1], $ 3.3, pet. 3; S. Mihlin [1], $$ 54—59; N. Mushelişvili [5], capitolul 4; [4), 
$ 1.11; 1. Privalov [2], $ 4.3, pet. 3. 

Între integralele de tip Cauchy și potenţialii newtonieni (în plan) există o legătură simplă 
(vezi de ex. N. Mushelişvili (4), $ 1.12), ceea ce explică rolul acestor integrale în studiul 
anumitor probleme la limită, 

Dacă Z este frontiera unui domeniu mărginit, iar f() este valoarea la limită a unei 
luncţii olomorte în acest domeniu, (1) se reduce pur şi simplu la o integrală Cauchy. 


Derivatele funcţiei F'(3) sint date de o formulă similară cu (5.16): 


= A 
2mi Je (t—g)i 

Prin urmare, dacă Z este frontiera unui domeniu, formula (1) 
defineşte două funcţii olomorfe : F, (3), olomoriă în 2*, și P_ (3), olomorfă 
în 2 şi nulă la infinit — cu toate că f(t) nu este valoarea la limită a vre- 


unei funcţii olomorfe. (Dacă Z are mai multe componente, indicii +, — 
se înlocuiesc cu î, €.) 


P»(3) = dt, se. (2) 


În general, nu se poate spune nimic despre posibilitatea de a prelungi prin continuitate 
funcţia (1) (sau derivatele sale (2)) pe Z; şi chiar dacă valorile la limită 


F*()= lim F,G), F (9= lim F_(Q) (3) 
3-lez j=les 


există (vezi (3.17)), nu poate fi vorba de egalitatea lor pe Z. (Aceste limite sint distincte 
chiar dacă f(!) este valoarea pe ZP a unei funcţii olomorie : vezi (10.1) și (10.2).) 
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b) Valori principale. Formulele lui Sohoţhki-Plemelj 


Luînd în (1) sau (2) punctul 3 chiar pe curba Z, integralele devin 
improprii, şi trebuie definite cu ajutorul unui proces de trecere la limită. 
Pentru aceasta să presupunem (vezi $ 3, pag. 700) că f(t)e (2): 


ft) — fit) <Alti—tl, 0O<psl. (4) 


Considerind un arc [CZ eu centrul în tyeZ şi de lungime 28, 
integrala improprie (1) pentru 3 =tye 2 poate fi calculată ca limita 


F(te) =lim —.-f ÎI ai, ez. (5) 
+0 2mi Je t—te 


Integrala din membrul al doilea din (5) există întotdeauna; iar 
limita ei pentru < —>0 există de asemenea dacă f(t) satisface (4). Această 
limită poartă numele de valoare principală (în sensul lui Cauchy) a inte- 
gralei (1) în punctul tye 2. 

Pentru 3 = te £ şi f(t)e00 (2), integrala (1) se înțelege întotdeauna 
a fi luată în sensul valorii principale. Această valoare poate fi exprimată 
printr-o integrală obişnuită. Procesele de trecere la limită din (5) şi (3) 
nu au desigur nimic comun, şi valorile P(to), F* (to) şi Po (tg) mu trebuie 
în mici un caz confundate. Dar între aceste valori există o strinsă legătură. 
Anume, dacă f(t)e0! în vecinătatea punctului tye 2 (aşadar nu pe 
întreg Z, dar nici numai în punctul t;), toate cele trei valori la limită 
există, și ele sînt legate prin formulele lui Sohoţki- Plemelj : 


F* (49) =Îf(9) + Pl), Pr) =— ft) + Pt). (6) 
2 2 


Pentru ca funcţia F' (3) din (1) să poată fi prelungită prin continui- 
tatea pe , este deci suficient ca f(t)eCo(2). 


Formulele (6) au fost date — pentru o frontieră rectilinie — de către lu. Sohoţkii (1873) 
şi ulterior, într-un cadru practic identic cu cel actual, de către J. Plemelj [1], [2]. Evident, ele 
sint de același tip cu teoremele de discontinuitate pentru potenţialii newtonieni (vezi (7,2.29)— 
(7.2.32)). Pentru deducerea lor, vezi de exemplu F. Gahov [1], $ 1.4; A. Markuşevici [1], 
$ 3.3, pet. 4; N. Mushelişvili [4], $$ 1.15 şi 1.16; 1. Privalov [2], $ 4.3, pet. 7—85, 


Pentru a găsi criterii care să asigure că derivatele Fr" (3) din (2) pot [i prelungite prin 
continuitate pe Z, să examinăm cazul n =1: 
1 t) 
mai 0 ut 7) 
2ri Je (t— 3 
Separind din linia Z un arc deschis L de capete a, b ce conține în, este evident că 
integrala (7) luată pe Z — L este o funcție olomorfă pe (. Luată pe arcul î, ea devine 


tb d 
=—$ ii iar | 4 af PO a, 


at (8) 
2ri țaa. 2riJglt-—3 


e (t-3 2mi t-—3 
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Prin urmare, o condiție suficienlă pentru ca această integrală — și deci și funcţia 
F'(3)—să poată fi prelungită prin continuitate în !, e £, este ca f'(!) e CA ([). Pentru ca F'(3) 
să poată fi prelungită prin continuitate peste tot pe Z, este deci suficient ca f(!)e Cc (2). 

Condiţia poate fi corespunzător extinsă asupra derivatelor de ordin n. 


Să remarcăm că formulele (6) pot îi transcrise și sub forma echi- 
valentă : 


ft) Pt) — PF (to), 2P00) Fr) + Pt). 09) 


Prima din ele arată că orice funcţie f(t)e Câ (2) este diferența valo- 
rilor la limită a două funcţii olomorfe; dacă 2 definește un domeniu 2, 
acestea sînt două funcţii olomorie în 2, respectiv în C(2 + 2). 


Rezultatul este mai general decit cel din (9.47), întrucit este valabil pentru linii Z mai 
generale decit cercul de convergență al unei serii Taylor. Din punctul de vedere al funcţiei- 
densitate, cele două rezultate se acoperă doar parţial, intrucit clasele V și C nu sint subor- 
donate una celeilalte. 

Prima din formulele (9) nu depinde explicit de condiţia ca f(1) să fie hilderiană, În 
fapt, ca rămine valabilă dacă f(ţ) este numai continuă, cu condiţia ca limitele F*(t4), F”(le) 
să fie definite pentru două puncte 3*, 3” care tind spre tg, pe un segment de dreaptă ce trece 
prin tg, fără a fi tangent la Z, și pentru care avem |3* — tg! = 13” — tel (vezi N. Mushelișvili 
[4], Ş 1.17). 

Pentru un astiel de mod de a înţelege (3), prima relaţie (9) rămine deci valabilă dacă 
f(i)e CO. De aci rezultă că dacă una din valorile la limită există, atunci exislă şi cea de a 
doua. 


c) Valori la limită ale funcţiilor olomorfe 


Dacă Z este o curbă simplă închisă, formulele (6) (şi chiar numai 
prima din formulele (9)) permit să definim condiţiile în care o funcţie 
Ț(t), te, este valoarea la limită a unei funcţii olomorfe. 


Anume, fie că există o funcţie q(4) olomorfă în Z* și astfel ca 
fi) ="), tez. (10) 
În acest caz, din (10.1) şi (1) rezultă 
PO 20$ DU at =0 pentru şe2", (11) 
2mi Jet—â 


astfel că (11) este o condiţie necesară pentru ca f(t) să posede proprie- 
tatea (10). 


Reciproc, să considerăm funcţia, olomortă în Z*, definită prin (1): q(3) = F, (3). Dacă 
(11) e satisfăcută, urmează F_(4)= 0 pentru ! e Z, oricum ar tinde3e 2” spre. Așadar, 
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oricum ar tinde 3e 2* spre t, prima relaţie (9) este verificată pentru orice funcţie continuă 
[(4); introducind aci (11), obţinem imediat (10). 


Prin urmare, (11) este condiţia necesară și suficientă pentru ca 
flt)e0(2) să fie valoarea la limită a unei funcţii olomorte în Z+, şi 
anume chiar a funcţiei (1) pentru te2*. Altfel spus, dacă a doua egali- 
tate (10.1) este identic satisfăcută în 2 pentru f(t)e0"(Z), atunci prima 
egalitate (10.1) defineşte chiar acea funcție olomortă în Z* a cărei 
valoare la limită este f(t). 


Fie acum că există o funcţie, notată provizoriu ș(3), olomortă în Z- 
şi astfel ca 


ÎW =), tez. (12) 
Din (10.2) şi (1) rezultă acum 
F'(3) Sa Fu dt =a pentru ze 2", (13) 
2rijst—ş 


unde a, = q(00); (13)este deci o condiţie necesară pentru ca f(t) să veri- 
fice (12). 


Reciproc, să considerăm funcţia (olomoriă în 2) 
p(3) = —F_(3)+ a, (14) 


unde F_(3) este dată de (1), iar ag este o constantă complexă arbitrară. Dacă condiția (13) este 
satisfăcută, urmează că ș(3) = 0 pentru e 2? şi deci pt (:) = 0 pentru ! e Z. Ținind seama 
de aceasta în prima relaţie (9), se obține (folosind şi (14)): 


fb = — Ip 0 +a] — l-ș(D+rol=9 0), 
așadar tocmai relația (12). 


Prin urmare, (13) este condiția necesară şi suficientă pentru ca o 
tuncţie f(t) e 0*(2Z) să fie valoarea la limită a unei funcţii olomorte în 2”, 
şi anume a funcţiei (14). Altfel spus, dacă a doua egalitate (10.2) este identic, 
satisfăcută în Z* pentru f(t)e0"(Z), atunci prima egalitate (10.2) per- 
mite să se construiască acea funcție olomoriă în Z a cărei valoare la 
limită este toemai funcţia dată f(t). 


Alegind originea 3 = 0 în 2*, avem evident, din (13), 


1 (4 
a = — ia, d:, (15) 
2xi Jet 


ceea ce permite o oarecare simplificare a expresiei (14). 


În definitiv, dată fiind funcţia f(()eC(Z), care satisface condiţiile (11) sau (13), se 
pot construi funcţiile 
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1 
ficat d LO pei dei, 
ri lgt-—3 
[ (16) 
— ţ 
LG) = =3 db RI. di pentru şe2", 


2xi | et(t—) 


olomorte în Z*, respectiv în 2”, și avind funcţia /(t) ca valoare la limită pe Z. (Pentru 
cea de-a doua formulă, am folosit (14) şi (15).) Notaţiile f, (3) şi f_(3) înlocuiesc acum nota- 
ţia provizorie ș (3). 

Dispunem deci atit de criteriile necesare pentru a stabili dacă o funcţie este valoarea 
la limită a unei funcţii olomorie, cit și de expresiile acestei funcţii. 

OBSERVAȚIA 1. Condiţiile (11) și (13) rămin valabile și pentru domenii multiplu conexe, 
dacă domeniile Z -, respectiv ZI”, se înlocuiesc cu ((Z* + 7), respectiv C(Z +2) 
(mulţimi formate din domenii disjuncte). 


OBSERVAȚIA 2. Formule analoge se obțin dacă Z are în alcătuirea sa linii ale căror 
capete sint aruncate la infinit (în particular, drepte). 


d) Teorema lui Harnack 


Reprezentarea luncţiilor olomorte cu ajutorul densităţii f(4) nu este unică. Într-adevăr, 
pentru f(t) = 1/4 avem 
; 1 dt 
P(3)= — . (17) 
2zi ]g t(t—3) 


Or, întrucit 


1 1 1 


TE x — — — 


cu ajutorul teoremei reziduurilor pentru e Z* (dacă Z* conţine originea) deducem 


i 4 dt 1 1 dt 1 1 
P(3)s— — ——— d —=—-——=0. (18) 


2ri 3 Jet-—3 2ri 3 Jet Ă d 


Dacă pentru o iuncţie F'(3) cunoaştem o densitate /(1), aceeași funcţie poate fi deci re- 
prezentată şi cu ajutorul densităţii f(t) +1. 


Totuşi, în clasa densităţilor reale, se poate demonstra teorema lui 
Harnack : funcţia identic nulă în Z*, respectiv în Z-, poate fi repre- 
zentată, în clasa densităţilor continue reale, numai cu ajutorul densității 
nule, respectiv constante, pe curba simplă închisă Z. 


Într-adevăr, dacă avem 


1 
die di A 


di =0 pentru 3eg?, (19) 
ami ]Jgt-—z 
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din (13) rezultă că f(1) este valoarea la limită a unei funcții olomorie în 2 7 şi nule la infinit, 
Notind 

fu) =U+ivV”, (20) 
întrucit f(t) este reală, rezultă V” =0, de unde V=0în 2, şi deci U = const. în 2. Prin 
urmare, f(4) se reduce la o constantă f, astfel că (19) devine 
1 1 
ami —— dt =0 pentru get, (21) 
et—d 


de unde, ţinind seama de (10.14), deducem 


f()=f=0. (22) 
Fie acum că avem 
F(3) = E ULă dt=0 pentrușe 2. (23) 
2ri |Jat-—ă 

Din (11) rezultă deci că 
fit) = U* +iv*, (24) 

de unde ca şi mai sus deducem 
f(t) = f = const. (25) 


Această constantă nu este însă cu necesitate nulă, întrucit relaţiile (10.14), (23) şi (25) conduc la 
identitatea 020. 


Prin urmare, dacă pentru două densități reale f(+), g(t) avem 


DE DE pe Cal. „A: a (26) 
2xi |Je t-—3 2ri ]Jet-—3 


pentru orice 3 e Z +, atunci urmează f(t) = g(t); iar dacă condiția (26) este satistăcută pentru 
orice 3e 2 , atunci urmează f(t) = g(t) + const. 

Această teoremă rămine valabilă pentru domenii multiple conexe, şi un analog al ei poate 
fi formulat și pentru cazul în care Z conţine arce deschise, 


“Toate cele de mai sus îşi au originea în formulele no. 1* şi 2” din $ 10. În același mod se 
pot da criterii pentru ca o funcţie f(t) dată pe să fie valoarea la limită a unei funcţii mero- 
morte- în Z*, respectiv 2 -, avind un număr finit de poli cu părți principale cunoscute, 

Astfel, de exemplu, se poate afirma că dacă a doua egalitate (10.20) este identic satistă- 
cută în 2” pentru f(t)eC0 (Z), atunci prima egalitate (10.20) defineşte componenta f,(3) a 
funcţiei meromorfe (10.18), cu poli şi părţi principale date în Z *, şi a cărei valoare la limită 
este tocmai f(4). 

În același mod, cu ajutorul formulei (10.23), se poate construi un criteriu analog pentru 2”. 


Şi aceste rezultate pot fi generalizate la cazul unor domenii multiplu conexe. 
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e) Cazul discului unitate 


În acest caz, criteriile (11) şi (13) pot fi puse sub o formă mai simplă. Anume, să asociem 
unei funcţii e (Ţ), o funcție ș, (7) definită de 


9 (0 = au?) 27) 


Evident, dacă [= p exp (i0) e [*, atunci iiț=p exp (i0) e, şi reciproc. Prin ur- 
mare, dacă ș ([) este definită în 7”, atunci 94 (Q) este definită în J7” şi reciproc, 
Dacă g (£) este olomorfă în J7*, atunci 


eO= Bet, Iti<i 38) 
n=0 
şi deci 
2, 0= Șt”, (29) 
n=0 


astfel că p,(Ţ) rezultă olomortă în J ”, cel mult cu excepția punctului de la infinit, unde ea poate 
avea un pol de ordin zero (dacă pg -£ 0). Evident, avem 


9, (0) = 3e = 900). 90) 
Fiind dată funcţia g (3) definită în J1* și presupunind că există 
9t(0) = lim 9(0) pentru ţ e At, t-s, (31) 
atunci avem desigur 1/ţ e /[,1/ţ —1/0 = o, astfel că există şi 
eg (0) = lim 9,(0=9*(0). (32) 
SEII-, i-o 


Analog, dacă pentru funcţia e ($) definită în J[” există valoarea la limită 9 (0), atunci 
există şi funcţia ș, (3) definită în J7* şi avem 


gs (0) = (0). (33) 
Aceste egalităţi conduc la relaţii simple și între valorile la limită ale derivatelor corespun- 
zătoare. Anume, avem pe rind din (27): 
_——— d —— 
9, (7) = e), az ?e (7) = — 2910), 
de unde 
9, (0 = — toat), (34) 
şi deci pe y: 
[9 (O = — c2[p(o)]t. (35) 
(Dacă nu există risc de confuzie, putem renunţa la indicii +, —,) 
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OBsERvAȚIA 3. Evident, punctele t și 1/£ sint simetrice în raport cu cercul y, în timp 
ce valorile e(t), e,(1/ T) sint simetrice în raport cu axa reală din planul 3 (vezi $ 5, pag. 724). 

Relaţia (27) nu definește o prelungire analitică, ci numai asociază unei funcţii olomorfe 
în J[*, o altă funcţie, olomorfă în J]. Într-adevăr, pentru a avea de-a face cu o prelungire 
analitică, ar trebui ca valorile 9*(6) să fie reale — vezi (32)— ceea ce este în general imposibil, 
întrucit în acest caz și p($) ar trebui să fie reală. Totuși, cele două funcţii considerate sint una 
prelungirea analitică a celeilalte, prin acele porţiuni ale frontierei % pe care valorile la limită 
sint nule. 

Să trecem acum la examinarea criteriilor (11) şi (13). 

Condiţia (11) este echivalentă cu condiţia (10), care în cazul discului 
unitate poate fi pusă sub forma (vezi (32)) 


f(o) = ei (0). (36) 


Întrucît g, (£) este olomortă în J7” şi deci verifică (13), aceasta se 
mai scrie 


1 (9) as = ag pentru te +, (37) 


2xi |, o—t 


unde (vezi (13) și (30)) avem a, = ș,(00) = e(0). 

Prin urmare, criteriile (11) şi (37) sînt echivalente (pentru cercul 
unitate numai !) cu condiţia (10) (desigur, pentru funcţii continue). 

Tot astfel, condiţia (13) este echivalentă cu (12), care se poate pune 


sub forma 
fo) = qi (o), (38) 


şi mai departe (întrucît g, () este olomortă în //*, şi folosind şi relaţia 
(11)), sub forma 


A [ fis)do=0 pentru te. (39) 
2mi |, c—f 
Criteriile (13) şi (39) sînt deci echivalente cu condiţia (12). 
OBSERVATIA 4. Formule analoge se pot obţine în cazul în care rolul domeniilor J7*, 1 
îl au două semiplane complementare, 


Pentru a încheia, să stabilim legătura dintre cele de mai sus şi formulele date în $ 9 pentru 
cazul frontierei circulare. Pentru Z = Y, formula (1) devine 


1 
PRE E: (40) 
2ri |, 0— 
Pentru te J]* (așadar |(/a|<1) obţinem pe rind 
1 1 end 
F,(0) = — EA up E, o”: f(0) Ş, (îlo) do = 
2xi ], o (1—ţlo) 2ri | ji0 


n=0 nmw0 


= Ș (9 (0) a-*-1a5) z*= ȘI 1,tn; 4) 
Y 
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pe de altă parte, dacă ţ e J[ (aşadar dacă |o/ţ| < 1), atunci 


(0) __ f 
= —— = = —— fo) ŞI ont aa = 
a Sh 3 Cao 7 7 ari EI i AA | 
304 no) tao) n Sr pa, (42) 
nl p i=l 


unde f,, [_ sint coeficienţii Fourier ai funcţiei f(0), daţi de (9.25). 

Dispunem astiel de expresiile (41), (42) ale integralei de tip Cauchy ca funcţie olomortă 
în J[*, respectiv J[ (şi nulă la infinit). Aceste formule coincid evident cu (9.44). (Ele, împreună 
cu formula (14), justifică alegerea semnului minus în a doua formulă (9.44).) Prin scădere termen 
cu termen, obținem formula (9.47), echivalentul (în acest caz) al primei formule (9). 

Condiţiile pentru ca f(6)să fie valoarea la limită a unei funcţii olomorte în J]*, respectiv 
în J[ , se reduc la condiţiile (9.41), respectiv (9.42), care asigură anularea identică a funcţiilor 
(42), respectiv (11) — ceea ce echivalează mai departe cu condiţiile (11), respectiv (13). 

Desigur, pentru ca rezultatele din $ 9 să fie comparabile cu cele de aci, trebuie să avem 
f(o)ev(p N co(y). 


Dacă dorim să facem uz de criteriile (37), (39), avem de calculat integrala 


f 
G(%) = =. Ă ui do, bey. (43) 


Cu ajutorul formulelor (9.26) obținem de aci 


G, (4) = 3, UE 0 Zet, 
ad (44) 
G_(0=- 510, ter. 


n=l 


Semnificaţia criteriilor (37), (39) rezultă de aci evident. 


Utilizind mijloacele reprezentării conforme, se poate demonstra că criteriile (9.41) și 
(9.42) rămin valabile şi pentru un domeniu mărginit de o curbă simplă închisă oarecare Z, astfel 
încât criteriul (11) rezultă echivalent cu 


i 
— ft at =0, Daia 1 Zoe (45) 
2ri |] e 
în timp ce (13) este echivalent cu 
1 n-l 
- ft" “at =, n =0,1,2,.... (46) 
2ri | ge 


La rindul lor, şi aceste criterii pol fi extinse la cazul domeniilor multiplu conexe 
(vezi de exemplu J. Walsh |1], $2.5). 
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